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1 Kategorie

1.1 Kategorie

Definicja 1.1 (Kategoria).

Kategoria € sklada sie z:
e rodziny obiektéw Ob(%) (niekoniecznie jest to zbidr),
e dla kazdej pary obiektéw a,b € Ob(%) dany jest zbiér € (a,b) zwany zbiorem morfizmdéw z a do b,
e dla kazdej tréjki a,b,c € Ob(¥) dane jest dzialanie

€(a,b) x €(b,c)>(f,9) —go feC(a,c)

zwane skladaniem morfizméw.
Spelnione sa nastepujace aksjomaty:
e dla kazdego obiektu a istnieje morfizm id, € € (a,a) taki, ze f oid, = f, id, og = g dla wszystkich f,
g dla ktorych sktadanie ma sens.
e sktadanie jest taczne.
Kategorie nazywamy malg jedli rodzina jej obiektow jest zbiorem.

Przykltad 1.2 (Przyklady kategorii).

e Set: kategoria zbioréw.
Vect i : kategoria przestrzeni wektorowych nad K.
Set,: kategoria zbiorow z wyréznionym punktem.
Kategorie z jednym obiektem.
C°P: kategoria odwrotna do % .
Produkt kategorii.

Definicja 1.3 (Podkategoria).
Kategoria 2 jest podkategorig kategorii € jesli:
e Ob(2) C Ob(%¥),
e id, € Z(a,a) dla kazdego a € Ob(2),
o J(a,b) C €(a,b) dla kazdych a,b € Ob(2),
e skladanie w Z jest obcieciem skladania w % .
Jesli P(a,b) = €(a,b) dla wszystkich a,b € Ob(2), to podkategorie nazywamy peing.

Definicja 1.4 (Rodzaje morfizméw).
Morfizm f € €(a,b) jest
e izomorfimem jedli istnieje g € € (b, a) takie, ze fg =idy, gf = idg.
przekrojem jesli istnieje g € € (b, a) takie, ze gf = id,.
retrakcjg jesli istnieje g € €(b, a) takie, ze fg = idy.
monomorfizmem jesli dla dowolnych g1, g2 € €(c,a), fg1 = fg2 implikuje g1 = go.
epimorfizmem jesli dla dowolnych g1, go € € (b, ¢), g1.f = gof implikuje g; = go.



1.2 Funktory

Definicja 1.5 (Funktor).
Funktor F z € do 2 jest zadany przez nastepujace dane:
e Dla kazdego obiektu a € Ob(%) okreslony jest pewien obiekt F'(a) € Ob(2).
e Dla kazdego morfizmu f € €(a,b) okreslony jest morfizm F(f) € D(F(a), F'(b)).
Spelnione sa nastepujace warunki:
® Yocon(e) F(ida) = idp(a),
e dla kazdej pary skladalnych morfizméw f,g w € mamy F(gf) = F(g)F(f).
Przyklad 1.6 (Przyklady funktoréw).
(a) Funktor zapominania Vectyx — Set.
(b) Przestrzen wspélrzednych Set — Vecty.
(c) Przestrzen sprz¢zona Vectx — Vect!.
(d) Suma prosta Vectx X Vectx — Vecty.
(e) Hom : Vect}? x Vectx — Vecty.

Definicja 1.7 (Izomorfizmn kategorii).
Izomorfizmem kategorii nazywamy funktor F': € — 2 posiadajacy odwrotnosé, tj. funktor G : ¥ — € taki,
ze FG =1dg, GF =Idg. Wtedy € i 2 nazywaja si¢ izomorficzne.

Definicja 1.8 (Wtasnosci funktoréw).
Funktor F' : € — 2 jest:
o pelny jesli €'(a,b) — P(F(a), F(b)) jest surjekcja (V a € Ob(%), ¥V b € Ob(2)),
o wierny jesli € (a,b) — Z(F(a), F(b)) jest injekcja (V a € Ob(¥), ¥ b € Ob(2)),
e istotnie surjektywny jesli dla kazdego b € Ob(92) istnieje a € Ob(%) taki, ze b i F(a) sa izomorficzne.

Definicja 1.9 (Réwnowazno$é kategorii).
Funktor F' : € — 2 nazywamy réwnowaznoécig kategorii jedli jest pelny, wierny i istotnie surjektywny.
Kategorie sa rownowazne jesli istnieje rownowazno$¢ pomiedzy nimi.

Przyktad 1.10 (Réwnowaznos$é kategorii).
e Kategorie (o) i (o & o) sa réwnowazne, ale nie sa izomorficzne.
e Kategorie (o) i (¢ — @) nie sa réwnowazne.
e Kategoria Vect{f" i jej pelna podkategoria zawierajaca przestrzenie K™ sa réwnowazne, ale nie izo-
morficzne.
e Niech .#k bedzie kategoria taka, ze
— Obiekty to liczby naturalne 0,1,2,.. ..
— My (m,n) to macierze M, xm (K).
— Sktadanie jest zadane przez mnozenie macierzy: Ao B = BA.

Wéwcezas Ay jest izomorficzna z kategorig skonczenie wymiarowych przestrzeni wspoéltrzednych. W2 (27 11)

1.3 Transformacje naturalne

Definicja 1.11 (Transformacja naturalna).
Niech F,G : € — D beda funktorami. Transformacjq naturalng z € do 2, T : € = 2 nazywamy rodzing
morfizméw {T'(c) € Z(F(c),G(c))}cconw) taka, ze dla kazdego morfizmu f € €'(a,b) zachodzi réwnoié
G(f)T(a) = TO)F(f).

Transformacje naturalna T : € = 2 nazywamy naturalng réwnowaznoscig jesli T'(c) jest izomorfizmem
dla kazdego ¢ € Ob(%).

Przyklad 1.12 (Podwdjne sprzezenie).
Niech V' € Vectg i niech o € V. Niech ®(V)(«a) € V** bedzie dany wzorem

O(V)(@)(¢) = p(@)

dla ¢ € V*. Wéwcezas ®(V) jest homomorfizmem V — V** a ® jest transformacja naturalna Idvect, =
(=)**. Jesli ograniczymy sie do przestrzeni skoniczenie wymiarowych, tj. rozwazaé bedziemy pelna podkate-

gorie Vect]", to ® jest naturalna réwnowaznoscia.



Definicja 1.13 (Funktory dotaczone).
Funktor F : € — 2 nazywamy lewym funktorem dolgczonym do funktora G : 9 — € (a G, prawym
dolgczonym do F) jesli funktory

€ x 2> (a,b) — P(F(a),b) € Set
€ x 9> (a,b) — €(a,G(b)) € Set

sa naturalnie réwnowazne. Réwnowaznie: dla kazdej pary obiektéw a € Ob(%), b € Ob(2) istnieje naturalna
bijekcja
D(F(a),b) =€ (a,G(D)).
Przyktad 1.14 (Funktory dotaczone).
Przestrzen wspotrzednych jest lewa dotaczona do funktora zapominania.

1.4 Kategorie diagramow

Definicja 1.15 (Diagram).
Diagramem w kategorii C o ksztalcie malej kategorii D nazywamy funktor D — C.

Przyklad 1.16 (Przyktady diagraméw).
(a) Diagram o ksztalcie (e) to obiekt.
) Diagram o ksztalcie (o o) to para przestrzeni.
c¢) Diagram o ksztalcie ( ) to morfizm.
d) Diagram o ksztalcie ( e) to izomorfizm.
) (
(

—
=
e) Diagram o ksztalcie (¢“V) to endomorfizm.
f) Diagram o ksztalcie (¢°Z) to automorfizm.

Definicja 1.17 (Kategoria funktoréw).
Kategoria diagraméw (funktoréw) z malej kategorii & do kategorii €, ozn. Fun(Z2, %), to kategoria, ktorej
obiektami sg funktory z 2 do €, a morfizmami transformacje naturalne, tj.

Fun(2,%¢)(F,G) ={T : F = G}.
Przyklad 1.18 (Kategorie diagraméw).

o 0)¥)=¥E xXFC.
e), %) to kategoria morfizméw.
O %) to kategoria endomorfizméw.

!

1.5 Granice

Definicja 1.19 (Stozki i kostozki).
Niech 2 bedzie mala kategoria, € dowolna kategoria, a F': 2 — % funktorem (diagramem).
e Stozkiem nad F' nazywamy obiekt z € Ob(%) wraz z rodzinag morfizméw {f, € € (x, F(a)]}acon(2)
takich, ze dla kazdego morfizmu g € %(a,b) zachodzi fi, = F(g) fa-
e Kostozkiem nad F nazywamy obiekt 2 € Ob(C) wraz z rodzing morfizméw {f, € € (F(a),)}econ(2)
takich, ze dla kazdego morfizmu g € D(a,b) zachodzi f, = fpF(g).

Definicja 1.20 (Granice i kogranice).
e Granicg (granicg odwrotng) F nazywamy stozek (z,{f.}ac2) nad F taki, ze dla kazdego stozka
(y, {hs}) istnieje dokladnie jeden morfizm u € ¥ (y, x) taki, ze uf, = h, dla wszystkich a € 2.
e Kogranicq (granicg prostq) F nazywamy kostozek (z,{fs}sco) nad F taki, ze dla kazdego kostozka
(y,{ha}) istnieje dokladnie jeden morfizm u € € (z,y) taki, ze fou = h, dla wszystkich a € 2.
Jesli (z,{fa}ac) jest granica (kogranica) F, piszemy tez x = lim(F) (x = colim(F")).

Przyklad 1.21 (Przyktady granic diagraméw o ksztalcie 2).
Niech F': 2 — € bedzie diagramem.



Jesli 2 =0, to lim(D) jest obiektem koficowym, a colim((}) obiektem poczatkowym kategorii .
2 = (o). Wtedy colim(F) = lim(F) = F(e).
Jedli 2 posiada obiekt poczatkowy a € 2, to lim(F) = F(a)
Jesli & posiada obiekt koncowy z € Z, to colim(F) = F(z)
Jesli Z = (o1 o3), to

— lim(F') nazywamy produktem A = F'(e;) i B = F'(e2) i oznaczamy A x B,

— colim(F') nazywamy koproduktem A = F'(e1) i B = F(e3) i oznaczamy A]] B.
W kategorii Vectg mamy Vx W =V oW, V][W =V & W (troche inaczej dla nieskonczonych
produktéw i koproduktéw).

Definicja 1.22 (Jadro, obraz i przestrzen ilorazowa).
Wszystkie ponizsze diagramy sa w Vectyx. Wybierzmy homomorfizm f:V — W.
e Jgdrem homomorfizmu f nazywamy

f

vV —

W
ker(f) = lim ‘
0

e Kojgdrem f nazywamy
0

coker(f) = colim 1

v Lew

Jedli f jest wlozeniem, to coker(V C W) = W/V nazywamy przestrzeniq ilorazowq.
W3 (3 II0)

2 Endomorfizmy

2.1 Endomorfizmy i ich macierze

Niech K bedzie ustalonym cialem. O ile nie zaznaczymy inaczej, bedziemy rozwazaé tylko skonczenie wy-
miarowe przestrzenie nad cialem K.

Definicja 2.1 (Endomorfizm).

e Endomorfizmem przestrzeni wektorowej V € Vect g nazywamy homomorfizm f:V — V.

e 7Zbiér endomorfizméw V oznaczamy przez End(V). Jest to przestrzen wektorowa, a nawet algebra (z
dzialaniem skladania).

e Endomorfizmy f:V — V oraz g : W — W sa sprzezone jesli istnieje izomorfizm h : V — W taki, ze
gh =hf.

e Mozna rozwazaé kategorie endomorfizméw Fun((e“V), Vect ). Woéwczas endomorfizmy sa sprzezone
wtedy i tylko wtedy, gdy sa izomorficzne jako obiekty tej kategorii.

e Naszym celem bedzie klasyfikacja klas sprzezonoéci endomorfizmow.

Definicja 2.2 (Macierz endomorfizmu).
Macierzq endomorfizmu f : V — V w bazie A nazywamy macierz M(f)4 € M, (K), gdzie n = dim(V).

Uwaga 2.3. Dany endomorfizm moze mieé¢ rézne macierze w réznych bazach. Jesli A, B — bazy V, f €
End(V) to

M(f)g = M(dv)g - M(f)4 - M(idy)5 = (M(idv)5R) " M(f)74 - M(idyv)5

Definicja 2.4 (Macierze podobne).
Macierze A, B € M,,«,,(K) sa podobne jedli istnieje macierz odwracalna C' € M,,x,,(K) taka, ze A = C~*BC.



Stwierdzenie 2.5 (Endomorfizmy sprzezone a macierze podobne).
e Macierze sqg podobne wtedy i tylko wtedy, gdy sq macierzami tego samego endomorfizmu.
o Endomorfizmy sq sprzezone, jesli w pewnych bazach majg tg samg macierz.

Definicja 2.6 (Niezmiennik endomorfizmu).

Funkcje M, xn(K) — X nazywamy niezmiennikiem endomorfizmu jesli jej wartosci sa takie same na ma-
cierzach podobnych. Kazdy niezmiennik endomorfizmu zadaje funkcje na End(V'), ktéra nie zalezy od klasy
sprzezonosci endomorfizmu.

Przykltad 2.7 (Przyklady niezmiennikéw endomorfizmu).
e Rzad.
e Wyznacznik.

Definicja 2.8 (Slad macierzy).
Sladem macierzy A = (a;;) € Myxn(K) nazywamy liczbe tr(A) = a1 + - -+ + ann € K.

Stwierdzenie 2.9.
Dla A, B € My xn(K) zachodzi tr(AB) = tr(BA).

Whiosek 2.10. Slad jest niezmiennikiem endomorfizmu.

2.2 Wektory wlasne i wartosci wlasne
Niech V € Vecty bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n i niech f € End(V).

Definicja 2.11 (Wektor wlasny).
Niezerowy wektor o € V nazywamy wektorem wlasnym endomorfizmu f, jesli f(a) = A - «a dla pewnego
skalara A € K. Skalar A nazywamy warto$cig wlasng wektora wlasnego a.

Definicja 2.12 (Wartos¢ wlasna automorfizmu).
Skalar A € K nazywamy warto$cig wiasng endomorfizmu jesli istnieje wektor wlasny z wartoscia wlasnag .

Definicja 2.13 (Podprzestrzeni wlasna).
Przestrzen
Viy i ={aeV: fla) =X -a}

nazywamy podprzestrzenig wiasna endomorfizmu f odpowiadajaca wartosci wlasnej .

Stwierdzenie 2.14.
Jesli aq,...,ar € V sqg wektorami wlasnymi o parami réznych wartosciach wlasnych A1, ..., g, to uklad
() jest liniowo niezalezny.

Dowdd. Indukcja po k. Jesli k =1 to jasne. Zalézmy, ze c1aq + - - - + cyay, = 0. Mamy

fleron + -+ crar) = Aicrar + -+ - + Agcpag,

i zarazem
fleran + -+ cpag) = Agerar + - + Agepay,
bo ciaq + -+ + cg—1ap—1 = —cpay jest wektorem wlasnym z wartoscia wlasna Ay (lub zerem). Po odjeciu
dostajemy
(A1 = Ag)erar + -+ (A1 — Ag)ck—1ax-1 = 0,
stad z zalozenia indukcyjnego ¢; = - = cx—1 = 0. O

Whniosek 2.15.
Liczba roznych wartosci wlasnych jest nie wieksza niz wymiar V.

Whniosek 2.16.
Niech V! C V bedzie podprzestrzeniq rozpietq przez wszystkie wektory wiasne endomorfizmu [ i niech
{A1,..., Ap} bedzie zbiorem wartosci wlasnych endomorfizmu f. Wowczas

Vi=Von @0 Vo



Definicja 2.17 (Macierz diagonalizowalna).
Macierz jest diagonalizowalna jesli jest podobna do macierzy diagonalnej.

Stwierdzenie 2.18.
Macierz jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy suma wymiaréw podprzestrzeni wlasnych jest réwna
wymiarowt przestrzent.

Whniosek 2.19.
Jesli macierz ma n réznych wartosci w wlasnych, to jest diagonalizowalna.

Stwierdzenie 2.20.
Endomorfizm jest diagonalizowalny jesli jest sumq prostq homotetii.

Przyklad 2.21 (Przyklady endomorfizméw).

° (01 (1)) nie ma wektoréw wilasnych nad R. Ale nad C mamy baze zlozona z wektoréw wtasnych.

11 . . . . . .
° (0 1) ma wektor wlasny, ale wektory wlasne nie rozpinaja calej przestrzeni. Rozszerzenie skalarow

nic nie zmienia.

. 1 4] %2 dwie rézne wartosci wlasne.

2.3 Wielomian charakterystyczny i wielomian minimalny

Definicja 2.22 (Wielomian charakterystyczny).
Wielomianem charakterystycznym macierzy A € M, x,(K) nazywamy wielomian

pa(A) =det(A- I —A).

Stwierdzenie 2.23.
Skalar A € K jest warto$cig wlasng wtedy i tylko wtedy, gdy pa(N\) = 0.

Whniosek 2.24.
Jesli K jest cialem algebraicznie domknietym, to kazdy endomorfizm przestrzeni V- posiada wektor wlasny.

Stwierdzenie 2.25.
Wielomian charakterystyczny jest niezmiennikiem endomorfizmu.

Stwierdzenie 2.26.
Niech A € My« (K) i niech

pa(A) = e A" + i A" e A+ o

bedzie wielomianem charakterystycznym. Wowczas
e c,=1,
e ¢,_1 = —tr(A),
e ¢p = (—1)"det(A).

Whniosek 2.27.
Wielomian charakterystyczny jest niezmiennikiem silniejszym (tj. odrézinia wiecej endomorfizméw) niz Slad

i wyznacznik. Nie jest jednak silniejszy niz rzqd endomorfizmu.
W4 (5 III)

Definicja 2.28 (Wielomian minimalny).

Wielomian minimalny pa(X\) € K[\ macierzy A € My, (K) to wielomian, ktéry
e jest unormowany, tj. wspolczynnik przy najwyzszej potedze wynosi 1,
o na(A) =0,
o jesli w(A) € K[\ ma te wlasnosé, ze w(A) = A, to pa(X) dzieli w(A).



Stwierdzenie 2.29.
Kazda macierz A € My wn(K) posiada dokladnie jeden wielomian minimalny.

Dowdd. Uklad I,A,..., A jest liniowo zalezny w M, «,(K), wiec istnieje wielomian w taki ze w(A) = 0.
Niech p4(z) bedzie unormowanym wielomianem najnizszego mozliwego stopnia o tej wlasnosci. Zalézmy, ze
w(A) = 0; niech w(x) = pa(x)v(z) + r(z) bedzie dzieleniem z reszta. Wtedy 7(A) = 0 i deg(r) < deg(ua),
wiec r(x) =01 pa(z) dzieli w(z). O

Stwierdzenie 2.30.
Wielomian minimalny jest niezmiennikiem endomorfizmu.

Dowdd. Jedli C jest odwracalna, to (C~1AC)F = C~1AFC, a wiec
w(CTrTAC) = Cw(A)C =0 <  w(A)=0. 0

Twierdzenie 2.31 (Cayley-Hamilton).
Dla kazdej macierzy A zachodzi pa(A) = 0.

Whniosek 2.32.
Wielomian minimalny dzieli wielomian charakterystyczny.

Definicja 2.33.
Macierz dolgczona macierzy A € M, x,,(K) to macierz B = (byj) € My, (k) taka, Ze bj; = (—1)+7 det(A;;),
gdzie A;; jest macierza powstata przez usuniecie i-tego wiersza i j-tej kolumny z macierzy A.

Stwierdzenie 2.34.
Jesli B jest dolgczona do A, to AB = BA = det(A) - I.

Dowéd tw. C-H.
Niech B € M, x»(K[)]) bedzie macierzg dolaczona do A\l — A (o wspdlczynnikach w K[A]). Mamy

(M — A)B = det(A — A)T = ps(N)1.

Poniewaz stopnie wielomiandéw w B nie przekraczaja n — 1, mamy przedstawienie

n—1

B=) XB,
i=0

gdzie B; € M, xn(K). Mamy

n—1 n—1 n—1
pa(NI = (M — A)B = (M — A) Z NB; = Z N, — Z NAB;
i=0 i=0 i=0
n—1 ‘
=\"B,_1+ Z )\Z(Bifl — ABl) — ABO
i=1
Oznaczmy pa(A)I = AT + A" Le, 1T+ -+ Aer + col. Wobec tego B, 1 = I, —ABgy = ¢l oraz
Bi,1 — ABl = CiI
dla i € {1,...,n — 1}. Ostatecznie

pa(A) = AT + A" e, T4+ A%col + Ay + col =
A"B, 1+ A" YB,_o— AB,_1) + A" %(B,_3 — AB,_3) +---+ A(By — AB;) — ABy = 0. O



2.4 Podprzestrzenie niezmiennicze
Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni V wymiaru n nad ciatem K.

Definicja 2.35 (Podprzestrzen niezmiennicza).
Podprzestrzen W C V jest f-niezmiennicza jesli f(W) C W. W szczegdlnosci f|w jest endomorfizmem
przestrzeni W.

Definicja 2.36 (Rozklad na podprzestrzenie niezmiennicze).
Rozklad V =Wy & --- @ Wy, jest f-niezmienniczy jesli wszystkie podprzestrzenie W; sg f-niezmiennicze.

Stwierdzenie 2.37.
Jesli W C 'V jest f-niezmiennicza. Niech B = (f1,...,03,) bedzie bazq V takq, ze (B1,...,0m) jest bazg

przestrzeni W. Wowczas
L M
B _

gdzie L jest macierzq f|lw w bazie (G1,...,0m).

Uwaga 2.38.
Nie jest prawda, ze dla kazdej podprzestrzeni f—niezmienniczej W C V istnieje jej dopelnienie, tj. f-
niezmiennicza podprzestrzen W/ C V taka, ze V=W ¢ W'.

Stwierdzenie 2.39.
Jesli rozklad V.= W1 @ --- @ Wy, jest f-niezmienniczy, a B = (01,...,Bn) jest sumq baz przestrzeni W, to
M(f)E jest blokowa diagonalna.

Definicja 2.40 (Przestrzen nierozkladalna).
Moéwimy, ze V jest f-nierozkladalna jesli nie istnieje nietrywialny rozklad f-niezmienniczy przestrzeni V.

Stwierdzenie 2.41.
Niech f € End(V). Wdéwczas istnieje f-niezmienniczy rozklad

V:Wl@.@wk

taki, ze W; jest flw,-nierozkladalna.

2.5 Podprzestrzenie pierwiastkowe

Definicja 2.42 (Podprzestrzen pierwiastkowa).
Podprzestrzeniq pierwiastkowg endomorfizmu f € End(V') wartosci wlasnej A € K nazywamy przestrzen

Vi = [J ker(Nid —f)".

i>0

Uwaga 2.43.
Oczywidcie V() C Vi, bo V() = ker(Xid —f).

Stwierdzenie 2.44.
Istnieje k = k(X, f) < n takie, Ze

ker(Aid —f) C ker(Aid —f)% C -+ C ker(Aid — f)* = ker(Aid — f)F 1 = ...
Dowdd. Zawieranie jest oczywiste. Oznaczmy g = (Aid —f). Jedli ker(g%) = ker(g**1), to
o ker(g'?) & gla) €ker(g™) & gla) € ker(g') & a € ker(g"™),
a wiec ker(g't1) = ker(g'*2). .

Whniosek 2.45.
Mozna przyjeé Vy = ker(Aid — f)™.



Stwierdzenie 2.46.
Podprzestrzen pierwiastkowa jest niezmiennicza.

Dowdd. Niech a € ker(\id — f)*. Wowczas
(Aid =f)*(f(@)) = Aid =) (Aid =(Aid =) (@) = (Aid = f)*(ha) = (Aid = f)*H(a) =0,

a wiec f(a) € V. O
Stwierdzenie 2.47.
Niech '
Vit = () im(Aid —f)".
i>0
Wowczas:

(a) Vit =im(Aid —f)FO ) = im(Nid — f)™.

(b) V& jest podprzestrzeniq f-niezmienniczq.

(c) @ V)\l =V.

(d) Jesli p# N, toV,, C Vit
Dowdd. Punkt (a) wynika z poréwnania wymiaréw, a punkt (b) dowodzi sie tak jak niezmienniczo$é V). Jesli
0# a € V) =ker(Aid—f)" oraz (A\id —f)"(8) = « (tj. a € Vi}), to B € ker(Aid —f)*" \ ker(\id — )" =
V — A\ Vi =0, co prowadzi do sprzecznosci i dowodzi (c).

Zalézmy, ze 0 = p # . JeSli a # 0 oraz f(a) =0, to

(i) (@) = DN H -1 () @) = X0
k=0
a wiec o € V. Stad ker(f) N V) = 0 co oznacza, ze f|y, jest izomorfizmem, w szczegdlnosci
Va=f(Va)=-=["(W) C (V) = V5"
Punkt (d) dla dowolnego p wynika z zawierania Vo C Vi ., dla endomorfizmu (f — pid). O

Stwierdzenie 2.48.
Zalézmy, Ze cialo K jest algebraicznie domknicte, V € Vecty, f € End(V). Wdéwczas istnieje rozklad V na
sume prostq podprzestrzeni f-niezmienniczych:

V= @ Vy.
AeK

Dowdd. Indukcja wzgledem n = dim(V'). Dla n = 0 stwierdzenie jest oczywiste, dla n > 0 niech A € K
bedzie wartoscia wlasna, ktéra istnieje z algebraicznej domknietosci K. Z zalozenia indukcyjnego i lematu
mamy rozktad

c d
vV E9vevt=ve P Cvie P
JTEN HFEN
bo z punktu (d) lematu wynika, ze (Vi) =V, dla p # A. O

Stwierdzenie 2.49.
Zatozmy, ze W C V jest podprzestrzeniq f-niezmienniczg. Wowczas f zadaje endomorfizm

fIW VIWsa+We fla)+ W e V/W
przestrzeni ilorazowej V/W oraz py = py|,, pfw. W szczegolnosci py),, dzieli py.

Uwaga 2.50.
7 powyzszego stwierdzenia wynika, ze rozklad (V, f) na podprzestrzenie pierwiastkowe istnieje réwniez wtedy,
gdy py rozklada sie na iloczyn czynnikéw nierozktadalnych.

Stwierdzenie 2.51.
Niech V € Vectg, f € End(V). Jesli py(\) = Hle()\ —X\)% oraz \; sq parami rézne, to dim(Vy,) = d;.
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2.6 Opis podprzestrzeni f—niezmienniczych
Niech K bedzie dowolnym cialem, V € Vect!!™, f € End(V).

Lemat 2.52 (N).
Niech o € V. Zalézmy, ze f*(a) = 0 i f" 1(a) # 0. Wowczas uklad (c, f(a),..., f*~1(a)) jest liniowo
niezaleiny. W szczegdlnosci, jesli diim(V) = n, to (fi(«))l=, jest bazq V.

Dowéd. Indukcja ze wzgledu do n. Jedli n = 1, to z zalozenia a = f°(a) # 0, wiec () jest uktadem liniowo
niezaleznym. Zalézmy, ze n > 1 oraz ze coa + c1f(a) + -+ + cp_1 " 1(a) = 0 dla pewnego ciagu liczb
co--.yCh—1 € K. Mamy

0= (0) = flcoa +erf(a) + -+ cumrf M) = cof(@) +erf(a) + -+ cur f7(a)
=cof(a)+crfP (@) + -+ cnof" Ha)

wiec z zalozenia indukcyjnego dla wektora f(a) dostajemy co = -+ = ¢,_2 = 0. Ale stad ¢, _1 " *(a) =0,
wiec réwniez ¢, 1. O

Lemat 2.53 (S).
Jesi V=V, @ --- ® Vi jest f-niezmienniczym rozkladem, to

ker f = (Vi Nker(f)) & --- @& (Vi Nker(f)).
Dowdéd. Zawieranie D jest jasne. W druga strone — korzystamy z niezmienniczoéci rozktadu. O

Twierdzenie 2.54.

Niech V € Vectk, f € End(V), dim(V) = n. Zaldzmy, ze
o K jest algebraicznie domknigte (wystarczy, ze py rozklada sie na iloczyn czynnikéw liniowych),
o V jest f-nierozkladalna,
o 0 jest wartoscig wilasng f.

Wéwczas f* =0, f~1(0) # 0.

Dowdd.
A. Indukcja ze wzgledu na n. Dla n = 1 mamy f = 0, bo 0 jest wartoécia wtasna, wiec teza jest spelniona.
B. Zalézmy, ze n > 1. Poniewaz ker(f) # 0, to dim(im(f)) < n. Niech

m(f)=Vi®--- eV

bedzie f-niezmienniczym rozkladem na skladniki f-nierozkladalne. Oznaczmy n; = dim(V;).

C. Po przenumerowaniu sktadnikéw mozemy zakladac, ze 0 jest wartoscia wlasng sktadnikow Vi, ..., V;, a
nie jest wartoscia wlasna sktadnikow Vi1, ..., V;. Kazdy sktadnik ma wektor wlasny, bo ich wielomiany
charakterystyczne sa iloczynami wielomianéw stopnia 1.

D. Dla kazdego i = 1,...,s wybierzmy wektor a; € V; taki, ze f" (a;) = 0 oraz f"~'(a;) # 0 — istnieje
on z zalozenia indukcyjnego dla przestrzeni V;. Nastepnie wybierzmy wektor 8; € V taki, ze f(5;) = o
(istnieje, bo «o; € im(f)). Oznaczmy V; = lin(V; U {5;}). Oczywiscie f(V/) C V; C V/, wiec V jest
f-niezmiennicza.

E. Niech W C V bedzie podprzestrzenia taka, ze

ker(f) = (ker(f) Nim(f)) & W,

Oczywiscie W jest f-niezmiennicza (bo W C ker(f) ).
F. Udowodnimy, ze V = lin(Vj U--- U V] U V11 U--- UV, UW). Niech « € V. Wéwczas f(a) ma
jednoznaczny rozkltad
fla) =y +- + %,

gdzie v; € V;. Dla i < s mamy przestawienie v; = ¢;a; + f(0;), gdzie 0; € V; (korzystamy z faktu, ze
(a, flag), ..., ff Hay)) jest baza V;). Niech teraz

o i=(c1f 4+ 61) + - 4 (esBs +0s) + (flvi)  (vssr) + -+ (Flvi) 7 ()
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v; jest odwracalne. Ponadto mamy

S S

F@')y = (feiBi) + f (5 Z FUF) ™M) = D (e + f(6) Z vi=f

=1 i=s+1 =1 1=s+1

Wobec tego f(a — ') =0, czyli a € lin({a'} Uker(f)). Ostatecznie
a e lin(| VUl Vi uim(f) uw).
i<s i>s

G. Zauwazmy, ze

Zdim )+ Z dim(V;) + dim(W) = dim(im(f)) + s + dim(ker(f)) — dim(ker(f) Nim(f))

i<s i>s

=n+ s — dim(ker(f) Nim(f)).
Z lematu (S) powyzej mamy
m(f) Uker(f) = (Vi Nnker(f))N---N (Vi Nker(f)).

Ponadto dim(V; Nker(f)) =1 dla i < s (z lematu (N)) i dim(V; Nker(f)) =0 dla ¢ > s (bo f|y, jest
izomorfizmem). Wobec tego dim(ker(f) Nim(f)) = s. Ostatecznie

Zdlm +Zdlm ) +dim(W)=n+s—s=n.

i<s i>5
Z poprzedniego punktu mozemy wiec wywnioskowaé, ze istnieje f-niezminniczy rozktad.
V:Vll@"'@vz@Verl@”'@Vk@W

H. Wobec zalozenia, ze V jest f-nierozkladalna tylko jeden ze skladnikéw jest niezerowy. Mamy trzy
przypadki:
o V=W. Ale wtedy dim(W) > 11 flw = 0, wiec W = V nie bylaby nierozkladalna.
o V =1V,. Ale wtedy 0 nie jest wartoscia wtasna V.
o V=V =1lin(V;U{B;}). Wtedy f* =01 f"~1(3) = f* () # 0. Teza indukcyjna jest wiec
spelniona. O

2.7 Posta¢ Jordana
Ponizej zakladamy, ze V € Vectf(m, n =dim(V), f € End(V) oraz K jest cialem algebraicznie domknietym

lub przynajmniej ze p; rozklada si¢ na czynniki liniowe.

Definicja 2.55 (Klatka Jordana).
Klatkq Jordana o rozmiarze n i wartosci wlasnej A € K nazywamy macierz

A0 0 ... 00
1 X0 ... 00
01 X ... 00
JY = € Myxn(K)

o O
o O
— >
> O

Whniosek 2.56.
Jesli V' jest f-nierozkladalna i ma wartosé wlasng 0, to w pewnej bazie B mamy

M(f)E=Jg

11
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Dowdd. 7 Twierdzenia 2.54 wynika, ze istnieje a € V takie, ze f"1(a) # 01 f"(a) = 0; ponadto z Lematu
2.52 wiemy, ze B = (a, f(), -+, f*"}(a)) jest baza V. Latwo sprawdzi¢, ze macierz f w ten bazie to J&. O

Whniosek 2.57.
Jesli V' jest f-nierozkladalna, to dla pewnego A w pewnej bazie B mamy

M(f)E = J3

Dowdd. Wiemy, ze f ma pewna warto$¢ wlasna A € K. Wobec tego g = f — Aid ma warto$¢ wlasna 0. Z
Whniosku 2.56 mamy M (f)5 = J§ w pewnej bazie B, a wigc

M(f)8 = M(g+ \id)5 = J@ + M, = J}. O

Definicja 2.58 (Macierz Jordana).
Macierzq w postaci Jordana (lub po prostu macierzg Jordana) nazywamy macierz postaci

JU0 0 ... 0
A 0 J2 0 ... 0
. n3
D=0 0 Ky .0
=t AR z
0 0 0 .. Jy

Twierdzenie 2.59 (Jordan).

Niech V € Vectfé", f € End(V). Zaloimy, Ze wielomian charakterystyczny py rozklada sie na iloczyn
czynnikéw liniowych. Wéwczas istnieje baza J (zwana baza Jordana) taka, Ze M(f)g jest macierzq Jordana.
Rownowaznie: kazda macierz jest podobna do macierzy w postaci Jordana.

Dowdd. Istnieje rozktad f-niezmienniczy
V=V1ieoWVho oV
i kazdy z jego skladnikéw ma wektor wlasny. Teza wynika z Wniosku 2.57. O

Wiemy juz, ze kazdy endomorfizm jest zadany przez macierza Jordana. Pozostaje rozstrzygnaé kiedy
dwie macierze Jordana sg podobne, tj. sa macierzami tego samego endomorfizmu.

Stwierdzenie 2.60.
Dla dowolnego A € K, k > 0,
d(f, A k) = dim(ker((A - id—f)"))

jest niezmiennikiem endomorfizmu. Ponadto

0 dla X\ # p,
d(JY, k) =<k dlaX=pu, k<n,
n diax=p, k>=n

Stwierdzenie 2.61.
Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V', ktorego macierz w pewnej bazie jest macierzg Jordana.
Wéwczas liczba klatek J¥ w tej macierzy wynosi

Qd(fa)‘7k) _d(f7A7k_ 1) _d(f7)‘7k+1)
W szczegolnosci liczba klatek Jordana ustalonego typu jest niezmiennikiem endomorfizmu.

Whniosek 2.62.
Macierze Jordana A i B sq podobne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego N € K i k > 0 obie macierze
zawnerajq tqg samq ilosé klatek Jordana Jf.

12



1 Jedl; 176 zawierai o ; , , - ., o1 Dr7es
Dowdd. Jesli macierze zawieraja taka sama ilos¢ klatek danego typu, mozna uzyskaé¢ jedna z drugiej prze
przenumerowanie bazy. Jesli ilodci sa rézne, wartosci wyrazen powyzej sg rézne, a sg one niezmiennikami
endomorfizmu. O

Stwierdzenie 2.63.

Niech V € Vectﬁ;m, f € End(V) i niech B bedzie bazq Jordana f. Dla A € K niech By C B ukladem zawie-
rajgcym wszystkie wektory bazowe zwigzane z wartoécig wlasng X. Wéwczas Vy = lin(By). W szczegdlnosci
mamy rozklad V = @,k V.

2.8 Kategoria endomorfizméw
Podsumujemy uzyskane dotychczas wyniki uzywajac terminéw kategoryjnych.

Definicja 2.64. Niech Endg bedzie kategoria, ktérej obiektami sa pary (V) f), gdzie
e 1 jest skoniczenie wymiarowa przestrzenig liniowa nad ciatlem K,
e f:V — V jest endomorfizmem V.
Zbiér morfizméw End i ((V, f), (W, g)) po zbiér przeksztalcen liniowych h : V' — W takich, ze hf = gh, tzn.
diagram
VW

]

Vv—Ww

f

jest przemienny. End bedziemy nazywaé w skrécie kategorig endomorfizmow.

Naszym celem jest opisanie klas izomorfizmu obiektéw Endg. Przypomnijmy podobne opisy w dwoch
znanych juz kategoriach. Obiekt w kategorii nazywa si¢ nierozkladalny jesli

e nie jest obiektem poczatkowym i

e nie jest sumag prosta dwoch obiektow nie bedacych obiektami poczatkowymi.
Przypomnijmy, ze obiekt poczatkowy to taki, ktory posiada dokladnie jeden morfizm do dowolnego innego
obiektu (np. ) w kategorii Set lub 0 w kategorii Vect).

W kategorii Set/™ (skoficzonych) zbioréw:
e Jedynym (z dokladnoscia do izomorfizmu) obiektem nierozktadalnym jest zbiér jednopunktowy.
e W kazdy obiekt jest suma prosta obiektéw nierozktadalnych i ten rozklad jest jednoznaczny (oczywiscie
z doktadnoscia do izomorfizmu).

W kategorii Vect]" (skoficzenie wymiarowych) przestrzeni liniowych nad K:
e Jedynym (z doktadnoscia do izomorfizmu) obiektem nierozkladalnym jest przestrzen jednowymiarowa
K.
e W kazdy obiekt jest suma prosta obiektéw nierozktadalnych, a wiec kazda skonczenie wymiarowa
przestrzen liniowa jest izomorficzna z K™.
e Rozklad nie jest jednoznaczny (jest réwnoznaczny z wyborem bazy).

Wréémy do kategorii endomorfizméw End k. Kazdy obiekt rozklada sie na sume prosta obiektéw nieroz-
kladalnych (Stwierdzenie 2.41), ale opis obiektéw nierozktadalnych uzyskalidmy tylko w przypadku, gdy K
jest cialem algebraicznie domknigtym. Wéwcezas

e Kazdy obiekt nierozkladalny jest izomorficzny z (K™, J3) dla pewnych n > 0, A € K (formalnie J}
oznacza endomorfizm, ktérego macierza w bazie standardowej jest JY).

e Rozklad na obiekty nierozkladalne nie jest jednoznaczny, ale liczba skladnikéw poszcezegdlnych klas
izomorfizmu jest wyznaczona jednoznacznie.
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Pozostaje jeszcze opisa¢ morfizmy z kategorii endomorfizméw. Latwo sprawdzié, ze prawdziwe jest naste-
pujace:
Stwierdzenie 2.65.
Niech (V, f),(W,g) € Endg. Niech f @ g € End(V @ W) bedzie endomorfizmem danym wzorem

(f @ g)(a,B) = (f(a),9(8)), aeV,peW.

Wowczas (V, f)@ (W, g) := (VOW, f®g) jest zardwno sumg prostq jak i produktem obiektéw (V, f) i (W, g)
w kategorii Endg .

Niech (V, f) = @le(Vi, fi)i(W,g) = @ézl(Wj,gj) beda rozkladami na nierozkladalne podprzestrzenie
niezmiennicze. Z powyzszego stwierdzenia wynika, ze

k
Endyc((V, ), (W,g)) = [ Endxc((Vi, £), (W, )) Bo @ jest suma prosta
i=1
koo
= H H Endg ((V3, fi), (W;,9;)) Bo @ jest produktem
i=1j=1

Zeby opisa¢ dowolne morfizmy, wystarczy wiec wykonaé nastepujace:
Cwiczenie 2.66. Opisaé zbiér (przestrzen liniowa) morfizméw Endg (K™, J3), (K™, Jil')) dla dowolnych
m,n >0, \,pe K.
2.9 Rzeczywiste twierdzenie Jordana

Potrafimy juz opisa¢ klasy sprzezonosci endomorfizméw przestrzeni liniowych nad ciatami algebraicznie do-
mknietymi, w szczegodlnosci nad cialem liczb zespolonych C. Pozostaje naturalne pytanie: czy mozna uzyskaé
podobny opis dla przestrzeni nad cialem liczb rzeczywistych? Okazuje sie, ze odpowiedz jest twierdzaca.
Dzigki temu, ze cialo liczb rzeczywistych jest "prawie” algebracznie domkniete (formalnie: wymiar algebra-
icznego domkniecia R nad R wynosi 2), odpowiednik tw. Jordana dla R mozna wyprowadzié z tw. Jordana
dla C.

Najpierw musimy zrozumieé zwiazki pomiedzy przestrzeniami liniowymi nad R i nad C. Przestrzen V €
Vectc zadaje przestrzen V € Vectg — po prostu zapomniamy o mnozeniu przez nierzeczywiste skalary
zespolone. Inaczej moéwigc, mamy funktor zapominania

Vectc — Vectg.

Prosze zauwazy¢, ze ta operacja zmienia wymiar: dimg (V) = 2 - dimg (V). Jesli (51, ..., 0,) jest C-baza V,
to

(517i517523i627 s 76?1) Zﬂn)
jest R—-baza V.

W druga strong jest trudniej. Ustalmy V € Vectﬂém7 dim(V) = n.

Definicja 2.67 (Kompleksyfikacja).
Kompleksyfikacjg przestrzeni V nazywamy przestrzen liniowa nad R

Ve .={a+p8jla,BeV}
(7 jest tu tylko symbolem majacym sie kojarzy¢ z liczba i € C) z dodatkowym dziataniem C:
(a + bi)(a+ B7) = (aa — bB3) + (af + ba)j.

Jest to przestrzen wektorowa nad C.
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Latwo pokazaé, ze

Stwierdzenie 2.68.
Jesli (aq, ..., ap) jest R-bazq V', to
o (a1,...,ay) jest tez C—bazq VC,
o (1,007, ..., 00, anj) jest R-bazq VC.

Dygresja: w terminach kategoryjnych mamy:

Uwaga 2.69.
Kompleksyfikacja zadaje funktor (=) : Vectr — Vectc: jesli f : V. — W jest przeksztalceniem liniowym,
to f€: VC — WC definiujemy wzorem

fE(a+ Bj) = fla) + f(B)].

Cwiczenie 2.70. Sprawdzi¢, ze kompleksyfikacja jest lewym funktorem dolaczonym do funktora zapomi-
nania.

Niech teraz V € Vectg, f € End(V). Zastosujemy (zespolone) twierdzenie Jordana do przestrzeni VC z
endomorfizmem f€. Wybierzmy R-baze A = (ay, ..., a,) przestrzeni V; jest to réwniez C-baza przestrzeni
VC. Zauwazmy, ze

M(f)a=M(f)a.

Potrzebne nam bedzie przeksztatcenie liniowe ¢ : V¢ — V©
tla+B3j) = a—Bj.

Stwierdzenie 2.71 (Wlasnosci endomorfizmu t).
(a) t? =id.
t jest przeksztalceniem R-liniowym.

tof€=fCot dla f € End(V).

)
)
d) V={yeV][tly) =~}
)
) Jesli W C¢ VC jest C—podprzestrzenig i W =tW, to W = (Wn V)C.

Dowdd. Nietrywialny jest tylko ostatni podpunkt. Jesli v = a + 85 € W, gdzie o, € V to mamy

a=3(y+tly)ew bo tW =W
B=g0—t)ew bo dodatkowo -W C W
a wiec a, 8 € VNW, v e (VNW)C. Zawieranie (V N W)C C W jest oczywiste. O

Ponizsze stwierdzenie opisuje podprzestrzenie pierwiastkowe VC z endomorfizmem fC:

Stwierdzenie 2.72.
Dia A € C mamy

oraz

W szczegolnosei, vy jest wektorem wlasnym 1€ 0 wartosci wlasnej X wtedy i tylko wtedy, gdy t(v) jest wektorem
wilasnym o warto$ci wlasnej .

Dowdd. Pokazemy tylko pierwsza réwnosé, druga dowodzi sie tak samo. Mamy
yeVY & Md—fO)"(7) =0 & tAid—fO)"(7) =0 & (Aid—fC)"t(y) =0 & t(y) € VY.

Korzystamy tu z wlasnosci (c) i (e) poprzedniego stwierdzenia. O
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Twierdzenie 2.73 (Rzeczywiste twierdzenie Jordana).
Niech V € Vecty, f € End(V). Zaldzmy, ze V jest f—nierozkladalna. Wowczas macierz f w pewnej bazie B
ma postaé

AT 0 ... 0 0
0o A I ... 0 0
0 0 A ... 0 0
0o 0 o ... A I
0o 0 o ... 0 A
gdzieA:(a)lubA: @ b a,beR
_b a 7 9 :
Dowdd. Niech A1,..., g, A1,. .., Xs, fi1 - - - , ity Deda réZnymi zespolonymi wartoéciami wlasnymi f€, przy czy

zaktadamy, ze A\ & R oraz uy € R. Ze Stwierdzenia 2.72 wiemy, ze sprzezenie wartosci wlasnej jest wartoscia
wlasng oraz V;?a = tV/{Ci. Istnieje wiec rozklad na podprzestrzenie f&niezmiennicze:

Vet e e (Viet)eV, o eV,

Kazdy z tych sktadnikéw spelnia zaleznoéé W = tW, a wiec W = (W N V)C. Wobec tego mamy rozklad na
podprzestrzenie f-niezmiennicze

V=U,&--aU,aU,d  -alU,,

gdzie Uy, = (V;\Cj EBtij)ﬁV, Uy, = ij NV.Z zalozenia nierozkladalnosci wiemy, ze jest tylko jeden sktadnik.
Jedli jest to skladnik zwigzany z rzeczywistg wartoécig wiasng, to py rozktada si¢ na czynniki liniowe, a wigc
jest w postaci Jordana (przypadek A = (a) w sformutowaniu twierdzenia).

Zalozmy wiee, ze s = 1, A = Ay = a + bi oraz V& = V¥ @ V¥. Z zespolonego tw. Jordana istnieje baza
Jordana VT, tj. baza (y1,...,7,) taka, ze

Mk + dla k <n
f(c('yk) — Yk Yk+1 h
Yk dla k =n.

Mamy

tOVe + Vg 1) = M) + t(yrg1) dlak <n

FEtOw) = t(fC(w) = {t()\’yk) = Xt(yx) dla k = n.

a wiec (¢(y1,-..,t(n))) jest baza Jordana V;\C.
Niech

ap =3 +tw),  Br =2k — t(w))-
Poniewaz
tlow) = 5(t(w) + t(t(w)) = 3(E0m) + ) =

t(Br) =tz (ke — t(W))) = —5: (k) — t(tE(W)))) = =55 (E(w) — W) = Br

wiemy, ze oy, O € V. Latwo sprawdzié, ze ling (o, Bx) = ling (Y, t(y%)). Stad wynika, ze

hnC(alaﬁh ceey anvﬁn) = hnC(’ylat(’h)a s 77(”)7t(7n)) = VC’

a wiec uktad B = (ay, B1, a9, B2, . . ., n, Bn) stanowi C-baze VC, wiec stanowi réwniez R-baze V.
Obliczymy teraz macierz f : V — V w bazie B. Mamy

Flan) = 550 + () = 5(Mm + M) = 5((a + bi)(an + Bnj) + (a = bi)(an — Faj)) = acn — bBn.

F(Ba) = 5 (m = tlm)) = 3,y = At(n)) = 5 ((a + bi) (an + Bnj) = (a = bi)(an — Bnj)) = b + af;.
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Dla k € {1,...,n — 1} w podobny sposéb uzyskujemy réwnosci

flaw) = aar — bBy + g1,
f(Br) = bay, + afi, + Bit1-

co dowodzi tezy. O
Na koniec ¢wiczenie zwiazane z tematem.

Cwiczenie 2.74. Niech A € M, xn (C) bedzie macierza przeksztalcenia liniowego f : C" — C™ w bazach
standardowych. Niech

A = (e1,ie1, e, i€, ..., €, 06,)

B = (e1,ieq, e2,i€2, ..., €m,iem)

beda bazami C™ i C™ traktowanych jako przestrzenie liniowe nad R. Wyrazié M (f )ﬁ za pomocy A.
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