1. WYKrAD 2 (1 IIT)
Suma, produkt, przestrzen ilorazowa.
Definicja 1. Suma i produkt przestrzeni wektorowych.

Stwierdzenie 2. Jesli I jest skoriczony, to @,c; Vi = [l;c; Vi- Jesli nie, jest nietrywialne zawieranie
Dici Vi & [Lies Vi
Definicja 3. Naturalne wlozenia i rzutowania.

Stwierdzenie 4. Wlasnosé uniwersalna sumy i produktu.

Stwierdzenie 5. Niech V; bedg przestrzeniami wektorowymi i niech B; bedzie bazq Vi. Wowczas Y, B;
jest bazg @, Vi.

Uwaga. W przypadku nieskonczonego produktu nie ma dobrego opisu bazy.

Definicja 6. Niech W C V bedzie podprzestrzenig wektorowa. Na V wprowadzamy relacje a ~ 3 jesli
a— 3 € W. Jest to relacja réwnowaznosci. Klase rownowaznoéci tej relacji nazywamy warstwg i oznaczamy
o+ W. Zbiér warstw ma okresdlona strukture przestrzeni wektorowej; nazywamy ja przestrzenig ilorazowg i
oznaczamy V/W.

Definicja 7. Homomorfizm rzutowania p : V. — V/W.

Uwaga (*). Clag 0 - W — V — V/W — 0 jest dokladny, tj. obraz poprzedniego przeksztalcenia jest
jadrem kolejnego.

Przyktad 1. V/V =0,V/ 0=V, Ve W/V=W.
Stwierdzenie 8. Wilasnosé uniwersalna przestrzeni ilorazowej: dla kazdego homomorfizmu f : V — Y
takiego, ze flw = 0 istnieje dokladnie jedno f': V/W —Y takie, ze f' op = f. Inaczej:

(wevy*
B

Hom(V/W,Y) = ker (Hom(V7 Y) Hom (W, Y)) .

2. WykeaD 3 (3 III)

Definicja 9. Niech f: V — W bedzie homomorfizmem.
Jadro f to ker(f) ={a eV : f(a) =0}

Obraz f to im(f) = {B € W : Jaev f(a) = B}
Kojgdro f to coker(f) = W/im(f)

Koobraz f to coim(f) = V/ker(f).

Stwierdzenie 10. Obraz i koobraz sq naturalnie izomorficzne.

Stwierdzenie 11. Dla f : V — W istniejg naturalnie ciggi
V—-im(f) - W
oraz
0—ker(f) >V Lw - coker(f) — 0.
Stwierdzenie 12. Wlasno$é uniwersalna jgdra i kojgdra.
Kategorie(*).
Definicja 13. Kategoria C sklada sie z:

e rodziny obiektéw Ob(C) (niekoniecznie jest to zbidr),
e dla kazdej pary obiektéw a,b € Ob(C) dany jest zbiér Morc(a,b) zwany zbiorem morfizmdw z a do
b,
e dla kazdej tréjki a, b, ¢ € Ob(C) dane jest dziatanie
Morc(a,b) x Morc(b,c) 3 (f,9) — gf € Morc(a,c)

zwane skladaniem morfizméw.
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Spelnione sa nastepujace aksjomaty:

e dla kazdego obiektu a istnieje morfizm id, : a — a, tzn. id, € Morc(a,a) taki, ze fid, = f,id, g = g.
e skladanie jest laczne.

Przyklad 2. Przyklady kategorii:

Kategoria zbioréw Set.

Kategoria przestrzeni wektorowych nad K Vectg.

Kategoria grup Gr.

Jesli C jest kategoria, to dla podrodziny obiektéw X C Ob(C) mozna zdefiniowaé podkategorie pelna
(obiekty: X, morfizmy: takie jak w C).

Kategoria odwrotna C°P: Ob(C°P) = Ob(C), Morcor(a,b) = Morc(b, a).

e Kategorie z jednym obiektem.

e Male kategorie.

Definicja 14. Obiekt poczgtkowy i koncowy.

Definicja 15. Funktor z C do D to:

e Dla kazdego obiektu a € C okreslony jest pewien obiekt F'(a) € D.
e Dla kazdego morfizmu f : a — a’ okreSlony jest morfizm F(f) : F(a) — F(a').
speliajace nastepujace warunki:

o Vaec F(ida) = idp(a),
e dla kazdej pary sktadalnych morfizméw f,g w C mamy F(gf) = F(g)F(f).

Przyktad 3.

(a) Funktor zapominania Vectyx — Set.

(b) Funktor wolny Set — Vecty.

(c) Przestrzen sprz¢zona Vectyx — Vect!.
(d) Suma prosta Vecty x Vecty — Vecty.
(e) Hom : Vect? x Vecty — Vecty

Definicja 16. Diagram w kategorii C o ksztalcie D to funktor D — C.

Przyktlad 4.

(a) Kategorie z jednym obiektem.
(b) e — @

(¢) Push-out i pull-back.

(d) N

3. WykraD 4 (8 III)

3.1. Granice w kategoriach.

Definicja 17. Niech D bedzie maly kategoria, C dowolna kategoria, a F': D — C funktorem. Stozkiem nad
F nazywamy obiekt x € Ob(C) wraz z rodzing morfizméw {f, € C[z, F(a)]}.con(p) takich, ze dla kazdego
morfizmu ¢ € Dla, a’] zachodzi for = F(¢)fo. KostozZkiem nad F nazywamy obiekt y € Ob(C) wraz z rodzina
morfizméw {gq € C[F(a),y]}acon(p) takich, ze dla kazdego morfizmu ¢ € Dla, a’] zachodzi g, = gor F(¢)).

Definicja 18. Zal6zmy, ze D jest mala kategoria, C dowolng kategoria a F' : D — C funktorem. Granica
F (granica odwrotna), oznaczana lim(F), to stozek (z,{f,}) nad F o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego
stozka (z',{f.}) nad F istnieje dokladnie jeden morfizm u € C[z’,z] taki, ze f, = f,u dla a € Ob(D).
Kogranica (granica prosta) F' to kostozek (y,{ga}acob(p)) nad F o nastepujacej wlasnodci: dla kazdego
kostozka (y',{g.}) nad F istnieje dokladnie jeden morfizm v € Cly,y’] taki, ze g/, = vg, dla kazdego a €
Ob(D).

Przykltad 5. Suma prosta, produkt, jadro, kojadro.



3.2. Endomorfizmy. Niech K bedzie ustalonym cialem, a V' przestrzenia wektorowa nad K o wymiarze n.
Oznaczmy End(V) := Hom(V, V).

Definicja 19. Macierza endomorfizmu ¢ : V' — V z bazie A nazywamy macierz M(go)ﬁ.
Dany endomorfizm moze mie¢ rézne macierze w réznych bazach. Jedli A, B — bazy V, ¢ € End(V) to
M(@)5 = M(idv)E - M(p)4 - M(idv)G = (M(idv)5) " - M(p)4 - M(idv)G

Definicja 20. Macierze A, B € M,,«,(K) sa podobne jesli istnieje macierz odwracalna C' € M, x,(K) taka,
ze A = C~1BC. Endomorfizmy f,g € End(V) sa sprzezone, jedli istnieje automorfizm h taki, ze f = h~'gh.

Stwierdzenie 21. Macierze sq podobne wtedy i tylko wtedy, gdy sq macierzami tego samego endomorfizmu.
Endomorfizmy sq sprzezone, jesli w pewnych bazach majg tg samqg macierz.

Cel: sklasyfikowa¢ endomorfizmy z dokladnoscia do sprzezenia, lub réwnowaznie, macierze z doktadnoscia
do podobienstwa.

3.3. Niezmienniki endomorfizméw.

Definicja 22. Funkcje M, «,,(K) — X nazywamy niezmiennikiem endomorfizmu jesli jej wartosci sa takie
same na macierzach podobnych. Kazdy niezmiennik endomorfizmu zadaje funkcje na End(V'), ktéra nie
zalezy od klasy sprzezonosci endomorfizmu.

Definicja 23. Rzad.

Definicja 24. Wyznacznik.

Definicja 25. Sladem macierzy A = (aij) € Mypxn(K) nazywamy liczbe tr A = a11 + - -+ + apn.
Stwierdzenie 26. Dia A, B € M, «, zachodzi tr AB = tr BA.

Whniosek. Slad jest niezmiennikiem endomorfizmu.

4. WYKEAD 5 (10 III)

4.1. Wektory wlasne i wartosci wlasne. Niech V' bedzie n-wymiarows przestrzenia liniowa nad ciatem
K,a¢:V — V endomorfizmem.

Definicja 27. Niezerowy wektor o € V nazywamy wektorem wlasnym endomorfizmu ¢, jesli p(a) = A - «
dla pewnej wartosci A € K. Element \ nazywamy wartoscig wlasng wektora wlasnego a.

Definicja 28. Element A € K nazywamy warto$cig wiasng endomorfizmu jesli istnieje wektor wlasny z
warto$cia wlasng A. Przestrzen

Viy i={aeV: pla) =X a}
nazywamy podprzestrzenig wlasna endomorfizmu ¢ odpowiadajaca wartosci wlasnej .

4.2. Jak znajdowac¢ wektory wlasne i warto$ci wlasne? — wielomian charakterystyczny. Niech
A bedzie macierza ¢ w pewnej bazie.

Stwierdzenie 29. Nastepujgce warunku sqg rownowazne:

o )\ € K jest wartoScig wlasng o,
o rk(A—X-I)<mn,
o det(A—X-1)=0.

Definicja 30. Wielomianem charakterystycznym macierzy A € My« (K) nazywamy wielomian
wa(A) =det(A—X-1).
Stwierdzenie 31. Wielomian charakterystyczny jest niezmiennikiem endomorfizmu.

Stwierdzenie 32. Liczba A € K jest warto$cig wlasng ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy M\ jest pierwiastkiem
wielomianu charakterystycznego.

Stwierdzenie 33. Jesli K jest cialem algebraicznie domknietym, to kazdy endomorfizm przestrzeni V' po-
stada wektor wlasny.
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4.3. Wartosci wlasne i wektory wlasne — przyklady. W ponizszych przykladach V jest przestrzenia
wymiaru n nad cialem K, a A € M, «,(K) jest macierza endomorfizmu ¢ : V. — V w pewnej bazie B
przestrzeni V.

1 2

Przyklad 6. Niech K =R, A = (1 4

) . Wéweczas

wa(X) = det (1__1A 4EA) =(1-NE-XN)+2=X-51+6=(\—2)(A—3).

Wobec tego wartosciami wlasnymi macierzy A sa liczby 2 i 3. Zeby znalezé wektory wlasne rozwigzujemy
jednorodne uktady réwnan (A —27)x = 01i (A — 3I)x = 0. Otrzymujemy

(1__12 432> (2) = (j 2) <2) =0 & (z1,72) €lin{(2,1)}
<1__13 433> (2) <_f 2) (””1) —0 & (21,29)€lin{(1,1)}.
(

T2
Wobec tego V(g) = lin{(2,1)} oraz V(3) = lin{(1,1)}.

\V]

oraz

—

0 -1

Przyktad 7. Niech K =R, A = <1 0

wa(A) = det <_1)\ :i\) =M+ 1.

Wielomian charakterystyczny nie ma peirwiastkéw, wiec A nie ma wektoréw ani wartosci wlasnych.

Przyklad 8. Niech A bedzie ta sama macierza co w powyzszym przykladzie, ale dla K = C. Wéwczas
wa(X) = A? + 1 ma dwa pierwiastki, wiec dwie warotéci wlasne: i oraz —i. Ponadto Vj;) = lin{(1, —i)},
Vi = lin{(1,1)}.

0 1

Przyklad 9. Niech K = R, A = <O 0

Vio) = lin{(1,0)}.

4.4. Wielomian charakterystyczny — wlasnoSci.

>. Wéwezas wa(A\) = A2 ma jeden pierwiastek podwdjny: 0, a

Stwierdzenie 34. Jesli macierze A, B sq podobne, to ich wielomiany charakterystyczne sq réwne.
Dowdad.
wa(\) = det(A — \I) = det(C™'BC — X) = det(C~'BC — C™*(\I)C) =
det(C™H(B — M\)C) = det(B — \I) = wp()\). O
Wielomian charakterystyczny jest wiec niezmiennikiem homomorfizmu.
Stwierdzenie 35. Niech A € M, «,,(K) i niech
wa(A) = e, A" + AN T e+

bedzie wielomianem charakterystycznym. Wowczas

e C, = (—1)",
o ¢ = (—1)""Ltr(A),
® Cyp = det(A)

Whniosek. Wielomian charakterystyczny jest niezmiennikiem silniejszym (tj. odréznia wiecej endomorfizméw)
niz $lad i wyznacznik. Nie jest jednak silniejszy niz rzad endomorfizmu (patrz ostatni przyklad).



4.5. Macierze diagonalizowalne. Zaktadamy, ze V jest n-wymiarowa przestrzenia nad K, ¢ jest endo-
morfizmem V', a A jest macierza A w bazie B.

Definicja 36. Macierz A = (a;j) € Mpuxn(K) jest diagonalna jesli a;; = 0 dla i # j. Macierz A jest
diagonalizowalna jesli jest podobna do macierzy diagonalne;j.

Stwierdzenie 37. Macierz A jest diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy B sklada sie z wektoréw wiasnych
endomorfizmu @. Macierz A jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje baza V skladajgca sie z
wektorow wlasnych .

Stwierdzenie 38. Jesli aq,...,ar € V sq wektorami wlasnymi o parami réznych wartosciach wlasnych
Ay ey Ak, to uklad (o) jest liniowo niezalezny.

Dowdd. Indukcja po k. Jesli k =1 to jasne. Zalézmy, ze cia + - - - + cxay, = 0. Mamy

plerag + -+ 4 cpar) = Aicrag + -+ + Agerag

i zarazem
pleron + -+ 4 ckar) = Apcron + -+ + ApCra
bo ciaqg + -+ 4 cg—1p—1 = —cpay jest wektorem wlasnym z wartoscia wlasna Ay (lub zerem). Po odjeciu
dostajemy
(A1 = Ag)erar + -+ (A1 — Ag)cg—1ax—1 = 0,
stad z zatozenia indukcyjnego ¢y = --- =cx_1 = 0. O

Stwierdzenie 39. Niech V' C V bedzie podprzestrzeniq rozpietq przez wszystkie wektory wlasne endomor-
fizmu @ i niech {\1,..., \x} bedzie zbiorem wartosci wlasnych endomorfizmu . Wdwczas

Vi=Von @0 Vo

Stwierdzenie 40. Niech A1, ..., \; bedq parami rézZnymi wartosciami wlasnymi ¢. Wowczas macierz A jest
diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

n = dim(V(y,)) +dim(V(y,)) + - - +dim(V(y,))-

Stwierdzenie 41. Jesli endomorfizm ¢ ma n réznych wartosci wlasnych, to jego macierz jest diagonalizo-
walna.

Stwierdzenie 42. Macierz jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej wymiar jest sumq wymiarow
podprzestrzeni wlasnych.

-1 1 1
Przyktad 10. Zdiagonalizowa¢ macierz A= | 2 0 -1
-4 2 3

5. WYKEAD 6 (15 III)

5.1. Wielomiany a macierze.

Stwierdzenie 43. Dla dowolnej macierzy A € My« (K) istnieje dokladnie jeden unormowany wielomian
ua(z) € Klz], zwany wielomianem minimalnym, taki, ze jesli w(A) =0, to pa dzieli w.

Dowdd. Jesli w(A) =v(A) =01 r(x) jest reszta z dzielenia w przez v, to r(A4) = 0. O
Twierdzenie 44 (Cayley-Hamilton). Dla kaidej macierzy A € My, xn(K) zachodzi wa(A) = 0.

Definicja 45. Macierz dolgczona macierzy A € M,xn(K) to macierz B = (bj;) € Myxn(k) taka, ze
bij = (—1)"7 det(A;;), gdzie A;; jest macierza powstala przez usunigcie i-tego wiersza i j-tej kolumny z
macierzy A.

Stwierdzenie 46. Jesli B jest dolgczona do A, to AB = BA =det(A) - I.
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Dowdéd tw. C-H. Niech B € M, x,(K[)\]) bedzie macierza dolaczong do AI — A (o wspélczynnikach w K[)]).
Mamy

(AT — A)B = det(A\] — A)T = +w4 (M1

Poniewaz stopnie wielomianéw w B nie przekraczaja n — 1, mamy przedstawienie

n—1
B = Z N B;,
=0

gdzie B; € M, xn(K). Mamy

n—1 n—1 n—1
wa(MI = (M —A)B= (A —A)Y XNB; =Y X*'B;— Y MNAB;
1=0 =0 =0

n—1
=A\"Bn_1+ Y_X(Bi_y — AB;) — AB,.
i=1

Oznaczmy Fwa (A = AN'T + A" e, 11 + -+ + AerI + col. Wobec tego B,,—1 = I, —ABy = ¢l oraz
Bi1 — AB; = &1
dlai € {1,...,n — 1}. Ostatecznie
+wa(A) = A"B,_1 + A" Y (B,_2 — AB,,_1) + A" *(B,_3 — AB,,_3) +--- + A(By — AB;) — ABy = 0.
O

Stwierdzenie 47. Wielomian minimalny dzieli wielomian charakterystyczny.

5.2. Podprzestrzenie niezmiennicze. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni V' wymiaru n nad cia-
tem K.

Definicja 48. Podprzestrzen W C V jest f-niezmiennicza jesli o(W) C W. W szczegdlnosci f|w jest
endomorfizmem przestrzeni W.

Definicja 49. Rozklad V.= Wy & --- @ Wy, jest f-niezmienniczy jesli wszystkie podprzestrzenie W; sa
f-niezmiennicze.

Stwierdzenie 50. Jesli W C V jest f-niezmiennicza. Niech B = (b1,...,0n) bedzie bazq V takq, Ze
(B1,---, 0m) jest bazq przestrzeni W. Wowczas

= (g ).

gdzie L jest macierzq f|lw w bazie (B1,...,0m).

Stwierdzenie 51. Jesli rozklad V =W, @& --- & Wy, jest f-niezmienniczy, a B = (B1,...,[n) jest sumag baz
przestrzeni Wi, to M ()8 jest diagonalna.

Definicja 52. Moéwimy, ze V jest f-nierozkladalna jesli nie istnieje nietrywialny rozklad f-niezmienniczy
przestrzeni V.

Stwierdzenie 53. Niech ¢ € End(V). Wowczas istnieje p-niezmienniczy rozklad
taki, ze W; jest f|w,-nierozkladalna.

Definicja 54. Podprzestrzeniq pierwiastkowg endomorfizmu f € End(V) wartosci wlasnej A € K nazywamy
przestrzen

Va = | ker(f — Aid)™.

n>0



6. WykraD 7 (17 III)
6.1. Twierdzenie Jordana.

Twierdzenie 55. Niech

o K bedzie cialem algebraicznie domknietym,

o V bedzie n-wymiarowqg przestrzenig liniowg nad K,

o feEnd(V).
Jesli V jest f-nierozktadalna, to f = g+ X -idy, gdzie g : V — V jest endomorfizmem takim, ze g"~' # 0,
g" =0.

Stwierdzenie 56. Jesli g € End(V) spetnia warunki g"~* # 0, g" = 0, gdzie n = dim(V), to
o V jest g-nierozkladalna,
e istnieje baza V w ktorej g jest zadane macierzg

01 0 0 0
0 0 1 0 0
J=1|: Do
00 0 ... 01
0 0 O 0 0

kfl) k—1

Dowdd. Zauwazmy, ze im(g*) C im(g . Jedli dim(im ¢*) = dim(im g*~1), to im¢g¥ = img i wowczas
img! = im ¢g* dlal > k. Oznaczmy Z), = im ¢*; mamy dim(Z;,) = n—k dla k < n. Niech 3; bedzie wektorem
rozpinajacym Z,_1. Istnieje (o takie, ze g(f82) = (1, itd. Tak konstruujemy baze (53;), tatwo sprawdzié, ze
macierz w bazie jest odpowiednia. Teraz zaltézmy, ze V' = W1 @ W5 jest g-niezmienniczym rozkladem. Jedna
z nich musi zawiera¢ wektor postaci 3, + >, _,, ¢ifi, wigc musi by¢ réwna V. |

Definicja 57. Suma prosta macierzy.

Definicja 58. Klatkqg Jordana nazywamy macierz postaci J + A - I. Macierzqg Jordana nazywamy macierz,
ktora jest suma prosta klatek Jordana. Bazg Jordana endomorfizmu f € End(V) nazywamy baze, w ktérej
macierz f jest macierzg Jordana.

Twierdzenie 59 (Jordan raz jeszcze). Dla kazdego endomorfizmu przestrzeni wektorowej nad cialem alge-
braicznie istnieje baza Jordana.

6.2. Dowdd tw. Jordana.

Lemat 60 (N). Niech V € Vecty, f € End(V), a € V. Zaléimy, ze f*(a) =0 i f"1(a) # 0. Wéwczas
uktad (o, f(a), ..., f*1(«)) jest liniowo niezaleiny.

Dowéd. Indukcja ze wzgledu do n. Jedli n = 1, to z zalozenia o = f9(a) # 0, wiec (a) jest ukladem liniowo
niezaleznym. Zatézmy, ze n > 1 oraz ze coa + ¢y f(a) + -+ + cp_1 " H(a) = 0 dla pewnego ciagu liczb
co...,Cn—1 € K. Mamy
0=£(0) = fleoa +eif(a) + - +enr f"7 (@) = cof(@) + e f*(a) + - + a1 [ (@)
= cof(a) +erf? (@) + -+ coaf" Ha)
wiec 7z zalozenia indukcyjnego dla wektora f(a) dostajemy co = --- = c,_o = 0. Ale stad ¢,,_1 /" *(a) = 0,

wiec réwniez ¢,—1. |

Lemat 61 (K). Niech V € Vecty, f € End(V). Zaléimy, ze dim(V) =n, f* =0, f*~1 # 0. Wéwczas w
pewnej bazie macierzq f jest klatka Jordana typu (0,n); w szczegdlnosci dimker(f) = 1.

Dowdd. Istnieje o € V takie, ze f"~1(a) # 0 (i oczywiscie f*(a) = 0). Z powyzszego lematu (a, ..., f*~(«))
jest baza V. Latwo zauwazy¢, ze macierz f w tej bazie to klatka Jordana typu (0, n). |

Lemat 62 (S). Niech V € Vecty, f € End(V). Jesli V=V, @ --- &V}, jest f-niezmienniczym rozkladem,
to

ker f = (Vi Nker(f)) & --- & (Vi Nker(f)).
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Dowdd. Zawieranie D jest jasne. W druga strone — korzystamy z niezmienniczoéci rozkladu. O

Twierdzenie 63. Niech K — cialo algebraicznie domknicte, V' € Vecty, dim(V) = n, f € End(V).
Zatozimy, zZe

o V jest f-nierozkladalna,

e 0 jest wartoscig wiasng f.
Wéwczas f* =0, f=1(0).
Dowdd. A. Indukcja ze wzgledu na n. Dla n = 1 mamy f = 0, bo 0 jest wartoscia wlasna, wiec teza jest

spelniona.
B. Zalézmy, ze n > 1. Poniewaz ker(f) # 0, to dim(im(f)) < n. Niech
m(f)=Vi®- &V

bedzie f-niezmienniczym rozkladem na skladniki f-nierozkladalne. Oznaczmy n; = dim(V;).

C. Po przenumerowaniu sktadnikow mozemy zakladaé, ze 0 jest warto$cia wlasna skladnikéw Vi,... V;, a
nie jest wartoscia wlasng skladnikéw Vsyq, ..., V.

D. Dla kazdego i = 1,...,s wybierzmy wektor a; € V; taki, ze f™(a;) = 0 oraz f™~!(a;) # 0 — istnieje
on z zalozenia indukcyjnego dla przestrzeni V;. Nastepnie wybierzmy wektor 8; € V taki, ze f(5;) = o
(istnieje, bo a; € im(f)). Oznaczmy V; = lin(V; U {5;}). Oczywiscie f(V/) C V; C V/, wiec V] jest
f-niezmiennicza.

E. Niech W C V bedzie podprzestrzenia taka, ze

ker(f) = (ker(f) Nim(f)) & W.

Oczywiscie W jest f-niezmiennicza (bo W C ker(f) ).
F. Udowodnimy, ze V' = lin(V/U---UV/UV 1 U- - - UV, UW). Niech a € V. Wéwezas f(a) ma jednoznaczny
rozktad

fla) =y +-+ W,
gdzie v; € V;. Dla i < s mamy przestawienie v; = c;a; + f(0;), gdzie §; € V; (korzystamy z faktu, ze
(a, f(ai)s ..., M7 (ay)) jest baza V;). Niech teraz
o = (clﬁl + 61) +oe (CSBS + 68) + (f|Vs+1) (’75-5-1) (fIVk) ( )
Jest to dobra definicja, bo z zalozenia f lv; jest odwracalne. Ponadto mamy

S s

F) = "(f(eiBs) + f(6; Z FU) T 00) = D (eic + £(84) Z %=

=1 i=s+1 =1 i=s+1
Wobec tego f(a — ') =0, czyli a € lin({a/} Uker(f)). Ostatecznie
a€ lin(U ViU U V; Uim(f) U W).
i<s i>s
G. Zauwazmy, ze
> dim(V)) + Y dim(Vi) + dim(W) = dim(im(f)) + s + dim(ker(f)) — dim(ker(f) Nim(f)).
1<s i>S

Z lematu (S) powyzej mamy

m(f) Uker(f) = (Vi Nnker(f))N---N (Vi Nker(f)).
Ponadto dim(V; Nker(f)) =1 dlai < s (z lematu (K)) i dim(V; Nker(f)) =0dlai > s (
izomorfizmem). Wobec tego dim(ker(f) Nim(f)) = s. Ostatecznie

Z dim(V)) + Z dim(V;) + dim(W) = dim(im(f)) + dim(ker(f)) = n.

i<s i>s

v, jest

Z poprzedniego punktu mozemy wiec wywnioskowaé, ze istnieje f-niezminniczy rozktad.
V=V1’@'--®%’@%+1@-~-@Vk@w

H. Wobec zalozenia, ze V jest f-nierozkladalna tylko jeden ze sktadnikéw jest niezerowy. Mamy trzy przy-
padki:



o V=W. Ale wtedy dim(W) > 11i f|w =0, wiec W = V nie bylaby nierozkladalna.
o V' =1V,;. Ale wtedy 0 nie jest wartoscia wlasna V.
o V =V =1in(V; U{B}). Wtedy f* =01 f"1(B8) = f"2(a;) # 0. Teza indukcyjna jest wiec

K3
spelniona. O

7. WYKrAD 8 (22 III)
7.1. Wnioski z tw. Jordana.

Stwierdzenie 64. Niech K — cialo algebraicznie domknigte, V' € Vecty, dim(V) = n, f € End(V).
Zatozimy, ze V jest f-nierozkladalna. Wowczas istnieje baza, w ktérej macierz f jest klatkqg Jordana.

Dowdd. Niech A € K bedzie wartoscig wlasng f. Wowczas 0 jest wartoscig wlasng g = f — X - id. Latwo
zauwazy¢, ze f-nierozkladanos¢ i g-nierozkladalnosé sa réwnowazne, wiec V jest g-nierozkladalna. Wobec
tego g" =0, g"~! # 0, a wiec macierza g w pewnej bazie jest klatka Jordana typu (0,n). W tej samej bazie
macierza f jest klatka Jordana typu (A, n). (|

Wniosek. Jedli K jest cialem algebraicznie domknietym, V' przestrzenia nad K, a f : V — V endomorfizmem.
Woéwezas w pewnej bazie macierz f jest macierza Jordana.

Twierdzenie 65. Niech V € Vectx, K — dowolne cialo, f € End(V). Jesli wy roklada sie na iloczyn
czynnikow lintowych, to V- ma baze Jordana.

Dowdd jest analogiczny do dowodu tw. Jordana dla ciata algebraicznie domknietego. Nalezy zauwazy¢, ze
zaltozenie rozktadalnosci wielomianu charakterystycznego implikuje istnienie warto$ci wtasnej oraz skorzystaé
z ponizszego lematu, ktory gwarantuje dziatanie indukcji:

Lemat 66. Wielomian wy dzieli si¢ przez wy|, ..

Dowdéd. Niech (1, ..., [0, bedzie baza V taka, ze 01,..., (s jest baza im(f). Woéwczas macierz f w bazie B

ma postaé
A B
0 0/’

wige wy = wawe, gdzie wa jest macierza finy(y)- O

Podobienstwo macierzy Jordana.

Stwierdzenie 67. Niech f bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V, ktérego macierz w pewnej bazie
jest macierzg Jordana. Wéwczas liczba klatek typu (A, k) w tej macierzy wynosi

dim(ker((f — X-id)*)) — dim(ker((f — X - id)*~1)).

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze jesli macierza f jest klatka Jordana typu (u,n), to
0 jesli A # pu,

dim(ker((f —A-id)*) =<k jesi A= pik<

n jeSiA=pik>

Wniosek. Macierze Jordana A i B sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego A € K i kK > 0 obie
macierze zawieraja ta sama ilo$¢ klatek Jordana typu (A, k).

Dowdd. Jesli macierze zawieraja taka sama ilosé klatek danego typu, mozna uzyska¢ jedna z drugiej przez
przenumerowanie bazy. Jedli ilosci sa rézne, wartoéci wyrazen powyzej sa rézne, a sa one niezmiennikami
endomorfizmu. O
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7.2. Podprzestrzenie pierwiastkowe. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K wymiaru n, a
f endomorfizmem V.

Definicja 68. Podprzestrzeniq pierwiastkowg endomorfizmu f dla wartoéci wtasnej A € K nazywamy pod-
przestrzen

Vi o= ker((f = A-id)h).

k>1

Stwierdzenie 69. Zalozmy, ze cialo K jest algebraicznie domkniete, i zZe A1, ..., s € K sq réinymi war-
tosciami wlasnymi. Wowczas istnieje rozktad

V=Va) e aVE:
Dowdd. Przez macierz Jordana. O
Twierdzenie Jordana dla R.

Definicja 70. Uogdlniong klatkg Jordana nazywamy macierz

A T 0 ... 0 0
0 A I 0 0
0 0 A 0 0
o 0 0 ... A I
0 0 O 0 A

gdzie T = ((1) ?),1: (‘Z _ab>,a,beR.

Twierdzenie 71. Jesli V jest f-nierozkladalng przestrzenig liniowg nad R, to macierz f jest w pewnej bazie
klatkg Jordana — zwyklg lub uogdlniong.

7.3. Zastosowanie twierdzenia Jordana — liczenie poteg macierzy.

8. WyYKeAD 9 (31 III)

8.1. Przestrzenie afiniczne.

Definicja 72. Przestrzenig afiniczng nad cialem K nazywamy tréjke (A, Ta,+), gdzie

e A jest niepustym zbiorem,
e T jest przestrzenia liniowa nad cialem K,
e + jest dzialaniem A X Ty > (p,a) — p+ a € A,

i spelnione sg nastepujace warunki:
ep+0=pdlape A,
e p+a)+fB=p+(a+p)dlape A, a,fc Ty,
e dla kazdych p, q € A istnieje dokladnie jeden wektor o € Ty taki, ze p + a = q.

Elementy A nazywamy punktami, elementy T4 wektoramsi, a przestrzen Ta przestrzeniq styczng do przestrzeni
afinicznej A. Ostatni aksjomat pozwala na zdefiniowanie dzialania — : A x A — T4, ktére parze punktéw
p, ¢ przyporzadkowuje dokladnie jeden wektor (p — ¢) taki, ze ¢ + (p — ¢) = p.

Stwierdzenie 73. Niech A bedzie przestrzenig afiniczng i niech p,q,r € A, a € Ty. Wowczas
e (p—q)=—(g—p),
e (g—p)+(r—q)=(r—p),
e (pta)—gq=a+(p-q =p-(¢+(-a)).
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8.2. Przyklady przestrzeni afinicznych.

Przyklad 11. Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Przestrzen afiniczna (V,V,+) nazywamy kanoniczng
przestrzeniq afiniczng nad V. Szczegdlny przypadek: przestrzen kartezjanska K™.

Przyktad 12. Niech V € Vectg, W CV, [a] € V/W. Przestrzen (o + W, W, +) jest przestrzeni afiniczng.

Przyktad 13. Niech R bedzie ukladem réwnan liniowych, niekoniecznie jednorodnym. Woéwczas przestrzen
(SR, Vkg, +), gdzie

e Sp jest zbiorem rozwiazan ukladu R,

o VR jest przestrzenia rozwigzan ukladu jednorodnego odpowiadajacego R

jest przestrzenia afiniczna rozwiazan uktadu R.

Definicja 74. Niech A € Aff i, p € A. Odwzorowanie
kp:Tpg3am—ptacA

nazywamy mapg o $rodku w punkcie p; z definicji jest to bijekcja.

8.3. Podprzestrzenie afiniczne.

Definicja 75. Podprzestrzeniq afiniczng przestrzeni afinicznej A nazywamy przestrzen afiniczna B taka, ze
B C Aoraz Tg C Ty.

Uwaga. Przestrzen styczna Tp jest wyznaczona jednoznacznie przez zbiér punktéow B — dokladniej Tp =
{¢—p: p,g€ B}

Przykltad 14. Niech A bedzie przestrzenia afiniczna, p € A oraz V' C Ty podprzestrzenig liniowa. Wowczas
P+ V,V,+|psv), gdzie p+V = {p+a: a € V} jest podprzestrzenia afiniczna A. Kazda podprzestrzen
afiniczna jest tej postaci.

Stwierdzenie 76. Jesli B,C C A sq podprzestrzeniami afinicznymi, to B N C jest albo zbiorem pustym,
albo podprzestrzeniq afiniczng A. Ponadto Tgno =T NTc.

8.4. Przeksztalcenia afiniczne.

Definicja 77. Niech A, B beda przestrzeniami afinicznymi. Przeksztatceniem afinicznym z A do B nazywamy
pare (f,Ty), gdzie f : A — B jest funkcja, Ty : T4 — T przeksztalceniem liniowym i spelniony jest warunek
fp+a)=f(p)+Ts(a)dlape A, a € Ta.
Definicja 78. Niech f: A — B bedzie przeksztalceniem afinicznym.

e Obrazem f nazywamy przestrzen afiniczng im(f) = f(A), gdzie Tiy(p) = im(Ty).

e Przeciwobrazem punktu q € im(f) nazywamy przestrzen afiniczng f~'(q), gdzie Tp-1(4) = ker(T}).
8.5. Kombinacje afiniczne.

Stwierdzenie 79. Niech p; € A, ¢; € K dla 1 <i < k. Jesli Y ¢; = 1, to wyrazenie

k
p+zci(]9i —p)

i=1
nie zalezy od wyboru punktu p € A.

Dowdéd. Niechq € A, a =5 ci(pi—p), B =7 ci(pi—q). Trzeba pokazaé, ze p+a = g+ 3, czylip+a—f = ¢,
czyli ¢ — p = a — 3. Mamy

k
a—ﬂ:ZCi(Pi—P)—ZCi(Pi—Q) ZZCi((pi—P)—(pi—Q)) chi(q—p) =q—p. O
i=1 i=1 i=1 i=1

Definicja 80. Kombinacjg afiniczng punktow pi,...,pr W przestrzeni afinicznej A o wspolczynnikach
Cly- -y Cky ¢ € K, Y ¢; = 1 nazywamy wyrazenie

apr+-+epr i =p+(ca(pr —p)+ - +alpr —p)) € A
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8.6. Przestrzen rozpieta.

Definicja 81. Niech A bedzie przestrzenig afiniczng i X C A dowolnym podzbiorem. Przestrzenig rozpietq
przez zbiér X nazywamy podprzestrzen afiniczng A dang przez

k k
af(X) = {Zcipi €A: €K, p; €X, Zci - 1}_
i=1 i=1
Tu(x) =1lin{g—p: p,ge X}.
Stwierdzenie 82. PowyZsza definicja jest poprawna.

Dowéd. Wystarczy pokazaé, ze dla kazdych p, ¢ € af(X) istnieje o € Ty¢(x) takie, ze p+ a = ¢ (jednoznacz-
nos¢ wynika bezposrednio z definicji). Mamy p = >, ¢;pi i ¢ = Zj djq;, gdzie p; € X, q; € X. Wybierzmy
r € X. Mamy

P+ cilr—p)+Y dilag—r)=r+Y dilg-r)=q =
( J J
Stwierdzenie 83. af(X) jest przecieciem wszystkich przestrzeni liniowych zawierajgcych X .

9. WykeaD 10 (5 IV)
9.1. Afiniczna niezaleznos$¢.

Definicja 84. Uktad punktéw py,...,pr € A nazywamy afinicznie zaleznym, jesli istnieje 0 < ¢ < k takie,
ze p; jest kombinacja afiniczna punktow po, ..., pi—1,Pi+1,- .-, Pk. Uklad nazywamy afinicznie niezaleznym,
jesli nie jest afinicznie zalezny.

Stwierdzenie 85. Niech A € Affg, po,...,pr € A. Wowczas ukiad (po,...,px) jest afinicznie niezalezny

witw uklad (p1 — po, P2 — Po, - - -, Pk — Po) jest liniowo niezaleiny.
Dowdd. Zalézmy, ze pg,...,pk jest afinicznie zalezny. Wowczas
Ps =Y cipi =ps+ Y ci(pi — )
i#£s i#s
wiec

0="> cilpi—ps) =Y cilpi —po) = ci(ps — po) = —(ps —po) + D, ci(pi — po),
i#£s i#£S 1#0,s
mamy wiec kombinacje liniowa z niezerowym wspélezynnikiem (—1 lub ¢;). Jesli uktad (p; — po) jest liniowo
zalezny, to

¢i(pi —po) =0
i=1

dla pewnych ¢y, ..., ¢ nie wszystkich réwnych 0. Jedli 0 # s = Zle ¢;, to mamy

k k
Ci Ci
Po =Dpo + Z ?(pz —Po) = Z ;szw
i=1 i=1

czyli punkt pg jest kombinacja afiniczna pozostalych punktéw. Jesli Zle ¢; = 0, to wybierzmy j € {1,...,k}
takie, ze ¢; # 0. W tym przypadku

C; C;
_ .*izla (pjfpo):Z*f(pifpo)
it it
wiec mamy
C; C;
pj=po+(pj—po)=po+z—;’_(pi—po)ZZ—CJJ%. O

i#kj ) ity
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Stwierdzenie 86. Niech A € Aff i niech pg,...,pr € A bedzie ukladem afinicznie niezaleznym. Wowczas
jesli

k k
p=> cpi=» dipi
i=0 i=0
dla > ¢; =Y d; =1, to ¢; = d; dla kazdego i € {0, ..., k}.
Dowdod. Mamy
k k
p=rpo+ ch(pi —po) =po + de(Pi — Po).
=1 =1
7Z liniowej niezaleznos$ci mamy ¢; = d;. |

9.2. Baza wektorowa.

Definicja 87. Bazg wektorowq przestrzeni afinicznej A nazywamy ciag (0; 31,...,0,), gdzie o € A oraz
(Bi)f jest baza Ta.
Stwierdzenie 88. Jesli (0;01,...,0n) jest bazq A, to kazdy punkt p € A mozna jednoznacznie zapisaé w

postaci 0+ ¢;(p)Bi. Latwo zauwazyé, ze c;(p) = BF (k1 (p)) — funkcje ¢; nazywamy wspéhrzednymi punktu
p w bazie (0;51,...,0n)-

Stwierdzenie 89. Istnieje jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy bazami wektorowymi A a izomorfizmami
f:K"— A.

Dowdd. Baza (0; 51, ..., Bn) wyznacza przeksztalcenie dane wzorem (z1,...,2,) — o+ 211+ +2p0n, a
izomorfizm f: K™ — A baze (f(0); f(e1) — f(0),..., f(en) — f(0)). O
Wniosek. Kazda skohczenie wymiarowa przestrzen afiniczna jest izomorficzna z przestrzenia kartezjanska.
9.3. Baza punktowa.

Definicja 90. Ciag punktéw (po,...,p,) nazywamy bazg punktowq jesli jest afinicznie niezalezny oraz
zachodzi af ({po,...,pn}) = A.
Stwierdzenie 91. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

e (po,...,pn) jest bazq,
o jest maksymalnym zbiorem afinicznie niezaleznym,
o jest minimalnym zbiorem rozpinajgcym.

Stwierdzenie 92. Jesli (po,...,pn) jest bazq punktowg A, to kazdy punkt p € A mozna jednoznacznie
zapisaé jako Y tipi, Y.t = 1.

Dowdd. Istnienie wynika z rozpinania, a jednoznaczno$¢ ze stwierdzenia powyzej, bo jesli p € A oraz

n n
p= Ztipi = Ztépi,
i=0 i=0
to
n n
Po + Zti(pi —po) =po+ Zté(pi — Po)
i=1 i=1
wiec t; = t, z niezaleznosci uktadéw (p; — po), i =1,...,n. O

Stwierdzenie 93. Istnieje jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy bazami punktowymi n-wymiarowej prze-
strzeni afinicznej A, a izomorfizmamsi afinicznymi S™ — A, gdzie
n
S ={(to,...,ta) € K" > t; =1}
i=0
Dowdéd. Jesli f : S™ — A jest izomorfizmem, to odpowiada mu baza p; = f(0,...,0,1,0,...,0), gdzie jedynka
jest na i-tym miejscu. Bazie (p;) odpowiada przeksztalcenie afiniczne f((to,...,tn)) =topo+ -+ +tnpn. O



14

Stwierdzenie 94. Kazdej bazie wektorowej odpowiada baza punktowa i na odwrot:
B = (0;/617"'7ﬁn) = (030+ﬂ1,”'70+/6n) =P

(Po,p1,- -, Pn) = (P03 P1 — Doy - - -, P — Po)-
Latwo zavwazyd, ze jesli punkt w bazie wektorowej B ma wspdlrzedne (c1, ..., cy), to jego wspdirzedne w bazie
punktowej P to (1 =Y ¢;,c1,...,¢). Na odwrdt, punkt (to,t1,...,t,) ma wspélrzedne (t1,...,t,).

10. WYKrAD 11 (7 IV)
10.1. Opis przeksztalcen afinicznych.

Stwierdzenie 95. Niech A bedzie przestrzeniq afiniczng z bazg wektorowg (0;a, . .., ay), a B baze (0'; 01, ..., Bm)-
Wowczas kazde przeksztalcenie afiniczne f: A — B ma postaé

X — Ax + b,
gdzie A= M(T§)P5m) ¢ M, o (K), b= f(0)BreBm) € M,, 4 (K).

(1 yeeyain)

Stwierdzenie 96. Niech A, B majg bazy punktowe (po, - ..,Pn), (40, - - -, qm) odpowiednio. Wowczas dowolne
przeksztalcenie f: A — B dane jest wzorem

t — At

gdzie A € Myi1yx(ni1)(K) oraz ZZ’;{I a;; =1.

Definicja 97. Niech A, B beda przestrzeniami afinicznymi nad cialem K. Przestrzen przeksztalcen afinicz-
nych z A do B to tréojka (Aff (A, B), Aff (A, Tg),+), gdzie
o Aff(A, B) jest zbiorem przeksztalcen afinicznych A — B,
o Aff(A, Tg) jest zbiorem przeksztalcen afinicznych T4 — B. Ma on naturalna strukture przestrzeni
wektorowej,
e dodawanie jest dodawaniem funkcji.

Oczywiscie dim(Aff (A, B)) = (dim(A) + 1) dim(B).
10.2. Opis podprzestrzeni afinicznych. Niech B C A bedzie podprzestrzenig afiniczng. Istnieja dwa
podstawowe sposoby opisu B:

e przez parametryzacje — wedlug bazy punktowej lub wektorowej, tj. jako obraz przeksztalcenia afi-
nicznego.

e przez przez uklad réwnan (by¢ moze niejednorodny), tj. jako przeciwobraz pewnego punktu przy
przeksztalceniu afinicznym.

10.3. Geometria. Zakladamy, ze K = R.
Definicja 98. Méwimy, ze dwie podprzestrzenie afiniczne By, Bo C A sa rownolegle jedli Tp, C Tp, lub
Tp, C Tp,. Przestrzenie By 1 By sa silnie réwnolegle, jesli Tp, = Tp,.
Twierdzenie 99 (Tales). Zaldimy, zeb—o = A(a—o0) orazd—o = pu(c—o0). Wéwezas lin{a—c} = lin{b—d}
wtedy i tylko wtedy, gdy A = p lub gdy o, a,b, c,d lezg na wspdlnej proste;.
Twierdzenie 100 (Menelaos). Niech a,b,c € A bedg niewspétliniowymi punktami. Wybierzmy punkty p, q,r
lezgce odpowiednio na prostych af(b, c), af(c,a) i af(a,b). Istniejg jednoznaczne przedstawienia
p=th+ (1 —t)e,q=uc+ (1 —u)a,r =va+ (1—wv)bd.
Wéwezas punkty p,q,r s¢ wspétliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy tuv = —(1 — t)(1 — u)(1 — v).
Dowdd. Kazda prosta w af(a, b, ¢) mozna opisa¢ réwnaniem
L ={(s1a+ s2b+ s3c) € A: 181 + cas2 + c3s3 = 0},
gdzie c1,co,c3 € R sa nie wszystkie réwne zeru. Jesli prosta L przechodzi przez punkty p,q,r, to liczby
c1, Co, c3 musza spelniaé¢ uktad réwnan
tco + (1=t = 0
(1—-war + ucs =
veq + (1-v)e = 0,

o
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ktéry ma niezerowe rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik jego macierzy jest niezerowy, a wiec

gdy tuv + (1 —t)(1 —u)(1 —v) = 0. O
11. WYKEAD 13 (19 IV)

11.1. Zbiory wypukte. Niech A bedzie przestrzenig afiniczng nad ciatem R.

Definicja 101. Podzbior X C A jest wypukly jesli zachodzi warunek:

Ve,ye X Vie[0,1] tx+(1-t)yeX.
Réwnowaznie mozna wymagaé, ze kazda kombinacja wypukla (tj. afiniczna ze wspélezynnikami pomiedzy 0
a 1) punktéw z X nalezy do X.

Stwierdzenie 102. Przeciecie dowolnej rodziny zbioréw wypuklych jest zbiorem wypuklym.

Definicja 103. Niech Y C A bedzie dowolnym podzbiorem. Najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy Y
nazywamy uwypukleniem zbioru Y i oznaczamy conv(Y).

Stwierdzenie 104. Niech Y C A. Nastepujgce warunki s¢ rownowazne:
e X =conv(Y),
e X =(W{Z:Y CZiZ jest wypukly},
o X ={toyo+ - -+tryr €A: y; €Y, t; € [0,1] oraz > t; = 1}.

Stwierdzenie 105. Obrazy i przeciwobrazy zbiorow wypuklych przy przeksztalceniach afinicznych sq wypu-
kte.

Przyktad 15. Podprzestrzen afiniczna.

Przyktad 16. Pélprzestrzeniq w A nazywamy dowolny zbiér postaci f~1([0, +o0)), gdzie f : A — R jest
niestalym przeksztalceniem afinicznym.

Definicja 106. k-wymiarowym sympleksem nazywamy uwypuklenie (k+1) punktéw afinicznie niezaleznych.
Stwierdzenie 107. Wszystkie k-wymiarowe sympleksy sq afinicznie réwnowazne.

Stwierdzenie 108. Niech (po,...,pr) bedzie sympleksem w R™ i niech (pg41,...,pn) bedzie uzupelnieniem
do bazy punktowej. Wowczas

Alpo, .-, pk] = {Ztipi: to, .tk €0, 1], tryr =-"=tn=0}-
i=0

Wszystkie przestrzenie afiniczne sg skonczenie wymiarowe nad cialem R.
Twierdzenie 109. conv(Y) jest sumg symplekséw o wierzchotkach w'Y .

Lemat 110. Niech A bedzie n-wymiarowq przestrzeniq afiniczng nad R, A = A[P] C A sympleksem o
wierzchotkach P = {po,...,pn}, a B C A podprzestrzeniq afiniczng wymiaru k. Zalézmy, ze AN B # (.
Woéwczas istnieje podzbior (n + 1 — k)—elementowy podzbior Q C P taki, ze A[Q] N B #£ 0.

Dowdd. Jesli k = 0, to stwierdzenie jest trywialne, wiec zalozymy, ze k > 0. Indukcja po n. Je$li n = 1, to
A jest odcinkiem, k& = 1 implikuje B = A, wigc B zawiera zaréwno pg jak i p;. Zalézmy, ze n > 1. Niech
L C B bedzie dowolng prosta taka, ze LN A # (). Zbiér LN A jest wypukty, domkniety i ograniczony, a wiec
jest punktem lub odcinkiem. Niech p bedzie koncem tego odcinka (lub punktem). Wéwczas

n
p= Z tipi,
i=0

gdzie t; € [0,1], > t; = 1. Poniewaz p lezy na brzegu sympleksu, ktéras ze wspélrzednych ¢; jest zerowa.
Niech
P ={ie€{0,...,n}: p; #0}.
Oznaczmy przez (m + 1) bedzie liczbe elementéw zbioru P’. Wéwezas:
e pc A, gdzie A" = A[P'],
e B’ = Bnaf(P’) jest podprzestrzenia wymiaru d > k +m — n.
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e B'NA"#£0.
7Z zalozenia indukcyjnego dla sympleksu A’ i podprzestrzeni B’ w przestrzeni af(P’) istnieje (m + 1 — d)-
elementowy podzbiér Q' C P’ taki, ze A[Q'] N B’ # (). Poniewaz
m+l—-d<m+1—(k+m-n)=n+1-k&

mozemy uzupelni¢ @' do (n + 1 — k)-elementowego zbioru @, dla ktérego réwniez zachodzi A[Q] N B’ # 0,
a wiec réwniez A[Q] N B # (. O

Stwierdzenie 111. Zalézmy, ze C = af(po,...,pn), p € conv(pg,...,p,) @ dim(C) = n — k. Wowczas p
mozna zapisaé jako kombinacje wypukle nie wiecej niz (n — k + 1) sposrdéd punktéw po, ..., pn.

Dowdéd. Mozna zatozyé, ze k > n. Niech A bedzie przestrzenia afiniczng o bazie punktowej qo, . . ., g, i niech
f + A — C bedzie przeksztalceniem afinicznym zadanym przez wartosci na bazie punktowej: f(g;) = p;.
Oznaczmy B = f~1(p) oraz A = A[{qo, - --,qn}] C A. Wéwczas:

e dim(B) =n—(n—k) =k (bo f jest na),

e BNA#0 (bojeslip=> tip; it; €[0,1], to f(3_tigs) = p).

Ze stwierdzenia powyzej istnieje (n+ 1 — k)-elementowy podzbiér J C {0, ...,n} taki, ze ¢ € A[{q;}ics] N B.

Stad
p=flg) = f(z tiqi) = Zfz’f(qz‘) = th‘pi-
icJ icJ icJ
jest przedstawieniem p w postaci kombinacji (n + 1 — k) punktéw p;. O

Stwierdzenie 112. Niech Y C A, p € conv(Y'). Wéwczas p € conv(Y’) dla pewnego afinicznie niezaleznego
podzbioru Y' CY.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na wymiar A. Dla dim(A4) = 1 stwierdzenie zachodzi. Niech p = Y7 tip;,
p; € Y bedzie kombinacja wypukla dla ktérej n jest mozliwie najmniejsze. Niech m = dim(af(pg, . . .,pn)). Z

powyzszego stwierdzenia dla C' = af(po,...,p,) wynika, ze p mozna przedstawié jako kombinacje afiniczna
m + 1 punktéw sposrdd po, ..., p,. Z minimalnodci przedstawienia m = n, a wiec zbiér {po,...,pn} jest
afinicznie niezalezny. O

Whiosek. conv(Y) = ey Upu,...,pkeX Al{po,.--,pr}]-

Dowdd. Zawieranie D jest oczywiste, a C wynika ze Stwierdzenia. ]

Stwierdzenie 113. Niech X C A bedzie podzbiorem domknietym, wypukiym i ograniczonym. Wowczas X
jest czedciq wspolng podprzestrzeni zawierajgcych Y .

Dowdd. Mozna zalozyé, ze A = R"™. Wystarczy wykazaé, ze dla kazdego y = (y1,...,yn) € X istnieje funkcja
afiniczna f : R™ — R taka, ze f(y) < 0 oraz f(X) > 0. Przez przesuniecie mozna zalozy¢, ze y = 0. Niech
d : R™ — R bedzie funkcja dang wzorem d(z1,...,2,) = Y ;, 7. Poniewaz d jest ciagla to osiaga wartosé
najmniejsza w pewnym punkcie a = (a1,...,a,). Niech f(z1,...,2,) = Y p_, aiz; — >, a?. Oczywiscie
f(0) < 0 oraz f(a) = 0. Zalézmy, ze b € X takie, ze f(b) < 0. Ale odcinek [a, b] zawiera si¢ w X i posiada
punkt blizszy 0 niz a. ]

Definicja 114. Punkt z € X nalezacy do zbioru wypuklego nazywamy wierzchotkiem X jesli x ¢ conv(X \

{z}).
Stwierdzenie 115. Domkniety i ograniczony zbior wypukly jest vwypukleniem zbioru swoich wierzcholkow.

Dowdd. Bez dowodu. Indukcja po wymiarach. Wystarczy udowodnié¢, ze punkt brzegowy nalezy do podprze-
strzeni podpierajace;j. O
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12. WYKEAD 14 (21 1IV)
12.1. Wielosciany.
Definicja 116. Wielo$cianem nazywamy uwypuklenie skonczonego zbioru punktow.
Definicja 117. Wieloscianem nazywamy ograniczone przeciecie skonczonej liczby potprzestrzeni.
Uwaga. Rownowaznosé tych definicji — elementarne, ale nie calkiem latwe.
Definicja 118. Wymiarem wielo$cianu W nazywamy wymiar przestrzeni af (W).

Definicja 119. Niech W C A bedzie wieloécianem. Sciang wielocianu W nazywamy wieloécian P =
W f~10) oile f: A— R jest funkcja afiniczna taka, ze W C f~1([0, 00)).

Stwierdzenie 120. Zbior Scian posiada czesciowy porzgdek przez zawieranie.

Przyklad 17. Przyklady wieloSciandw:
e Wielo$cian O0-wymiarowy to punkt, 1-wymiarowy to odcinek.
Wieloécian 2-wymiarowy to n-kat.
Sympleks.
Szescian i uogdlnienia.
Os$mio$cian i uogélnienia.
Ostrostup.
Granastostup.
Wieloscian funkcyjny.

Stwierdzenie 121 (Wlasnosci wielocianéw).

Cze$¢ wspolna wieloscianu i podprzestrzeni afinicznej jest wieloScianem.
Czesé wspdlna dwdch wielosciandw jest wieloScianem.

Suma Minkowskiego dwoch wielo$ciandw jest wieloScianem.

Obraz wieloScianu przy przeksztalceniu afinicznym jest wieloScianem.
Produkt wieloscianow.

Definicja 122. Niech 0 € W C R¢ bedzie wieloécianem. Wieloscian dualny P* definiujemy przez
P*={xec RY)*: x(P) <1} C (RY)*.

Przyklad 18. Dualnoéé szescianu i oémioScianu.

12.2. Funkcjonaly i przestrzenie sprzezone. Niech K bedzie ustalonym ciatem.

Definicja 123. Funkcjonalem liniowym na przestrzeni liniowej V nazywamy homomorfizm f : V — K.
Zbiér wszystkich funkcjonaléw tworzy przestrzen liniowa nazywang, przestrzenig sprzezong do V i oznaczang,
V.

Stwierdzenie 124. Jesli dim(V) < oo, to dim(V*) = dim(V'). W szczegdinosci przestrzenie Vi V* sq
izomorficzne.

Definicja 125. Niech (5;);cr bedzie baza V. Wowczas dla kazdego i € I istnieje dokladnie jeden funkcjonal
B € V* taki, ze 57 (8;) =1, 57 (B;) = 0 dla i # j. Uktad (5} )icr € V* nazywamy ukladem sprzezonym.

Stwierdzenie 126. Uklad sprzezony jest liniowo niezalezny.

Dowdd. Zatézmy, ze Y .. ciff = 0 (oczywiscie prawie wszystkie c¢; sa zerowe). Waluacja na wektorach
bazowych pokazuje, ze wszystkie wspdtczynniki sa zerowe. O

Stwierdzenie 127. Jesli wymiar V jest nieskonczony, to wymiar V* réwniez jest nieskoriczony ale uklad
sprzezony do bazy nie jest bazq (a nawet V i V* nie sq izomorficzne).

Stwierdzenie 128 (Baza sprzezona to uklad wspélrzednych). Niech o € V' i niech (5;)icr bedzie bazq V.
Wowczas
a=>Y Ba)- B

el
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Dowéd. Niech a =3, ;¢;3;. Mamy

Zﬁf(a) B = Z/BZ‘ chﬁj - B; = Zﬂ;(ciﬁi)‘ﬁi _ chﬂi . O

i€l icl JeI icl iel

Definicja 129. Homomorfizmem sprzezonym do homomorfizmu F : V — W nazywamy homomorfizm
F*: W* — V* dany wzorem

dla « € V. Inaczej: F*(f) = foF.

Stwierdzenie 130. Jesli F : V. — W jest monomorfizmem, to F* jest epimorfizmem. Je$li ' : V. — W jest
epimorfizmem, to F* jest monomorfizmem.

Dowdd. Niech F bedzie monomorfizmem i niech f € V*. Wybierzmy baze {«;}ier przestrzeni V. Uklad
{F () }ier jest liniowo niezalezny, wiec mozna go rozszerzy¢ wektorami {3, };cs do bazy W. Niech g(F(«;)) =
f(a;) 1niech g(3;) = 0. Wéwczas F*(g) = f. Jesli F' jest epimorfizmem i g € W* niezerowym funkcjonalem,
to istnieje 5 € W takie, ze g(5) = 0, oraz a € V takie, ze F(a) = 5. Wiec F*(g)(a) = g(F(a)) # 0. O

Stwierdzenie 131. Jesli F: V — W ¢ G: W — X homomorfizmy, to (Go F)* = F* o G*.
Dowdd. Niech h € X*. Mamy
(F*oG*)(h) = F*(G*(h)) = F*(hoG)=hoGoF = (GoF)*(h). O

Stwierdzenie 132. Niech (3;)"_, bedzie bazq przestrzeni V.. Wéwczas f € V* ma w bazie (5])7, wspdl-
rzedne (f(53i))izy-

Dowdd. Trzeba pokazaé, ze f = ., f(5;)3F. Dla kazdego wektora bazowego 3; mamy
S FB)B; | (B) = f(B)- O
j=1

Stwierdzenie 133. Niech V' € Vecty. Homomorfizm I : V. — V** dany wzorem I(a)(f) = f(a) jest
monomorfizmem, a jesli dim(V') < oo to nawet izomorfizmem.

Dowdd. Wystarczy zauwazyé, ze dla 0 # « € V istnieje f € V* takie, ze f(«) # 0. O

Stwierdzenie 134. Niech dim(V') < oo, niech (8;)_, bedzie bazg V, a (8*) jej podwdjnym sprzezeniem.
Wowczas 37* = 1(5;).

Dowdd. A definici 1(3:)(83;) = B;(8;) = 6] = B (8;). O

Stwierdzenie 135. Niech F' € Hom(V, W) i niech A = (a;)iq, B(B;)7L; bedg bazami V' i W odpowiednio.
Oznaczmy A* = (o] )iy, B* = (5;)7L,. Wowczas

Dowdd. Niech M(F)5 = (m;;), M(F*)é* = (m};). Mamy m;; = 3} (a;) oraz
mi; = o (B7) = I(a;)(B]) = Bi (o) = mj. O
Definicja 136. Niech V € Vecty. Waluacjg nazywamy przeksztalcenie
VxV*3(a,f)— fla) € K.
Jest to szczegdlny przypadek przeksztalcenia
ev:V x Hom(V,W) — W.

Przeksztalcenie to nie jest liniowe.
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13. WYKEAD 15 (26 1IV)
13.1. Przeksztalcenia dwuliniowe.

Definicja 137. Niech V, W, X € Vect. Przeksztalcenie f : V x W — X nazywamy dwuliniowym, jesli:

e Dla kazdego o € V przeksztalcenie W 3 8 +— f(a,3) € X jest liniowe.

e Dla kazdego § € W przeksztalcenie V 5 a — f(a, ) € X jest liniowe.
Ogodlnie: jesli {V;}ier jest rodzina przestrzeni liniowych (zakladamy, ze I jest skoficzony) i X € Vectg, to
przeksztatcenie f: [[,c; Vi — X jest wieloliniowe, jesli dla kazdego j € I i dla kazdych a; € Vi, i € I\ {j}
przeksztalcenie

Visa; = f((ai)ier) € X

jest liniowe.

Przyklad 19 (Przyktady przeksztalcen dwuliniowych).

(1) Mnozenie K xV — V.
(2) Jedli V € Vectg, to waluacja V x V* — K jest dwuliniowa.
(3) Jedli V,W € Vect, to waluacja V x Hom(V, W) — W jest dwuliniowa.
(4) Jedli VW, X € Vectg, to przeksztalenie ztozenia Hom(V, W) x Hom(W, X) — Hom(V, X) jest
dwuliniowe.
(5) Jesli V,W € Vectg, to przeksztalcenie
VEXW S (f,a) = (B f(B)a) € Hom(V, W)

jest dwuliniowe.
(6) Tloczyn skalarny.
(7) Tloczyn wektorowy
R? x R? 3 (T1,y1,21) X (72,2, 22) = (Y122 — Y221, 2172 — 22T1, T1Y2 — T2Y1)-

Stwierdzenie 138. Niech (o;)icr bedzie bazq V', a (B;)cs bazg W. Wowczas dla kazdego ukladu wektoréw
(vi,j) przestrzeni X istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie dwuliniowe f: V. xW — X takie, zZe f(a;, 5;) =

Vi

13.2. Iloczyn tensorowy.

Stwierdzenie 139 (Wlasno$¢ uniwersalna iloczynu tensorowego). Niech V,W € Vecty . Istnieje przestrzeri
wektorowa VW oraz przeksztalcenie dwuliniowe p: VxW — VW o wlasnosci uniwersalnej: dla kazdego

przeksztalcenia dwuliniowego f: VX W — X istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe f VW —- X
takie, ze f = f o pu.

Dowdd. Konstrukcja: niech Z bedzie przestrzenig o bazie V' x W. Zdefiniujmy zbiér R C Z

R :{(al + Oég,ﬂ) - (alaﬂ) - (QQ,/B)}aiGV,ﬂEW U {(ca,ﬂ) - C(avﬁ)}CGK,GGVﬂGW
U{(a, b1+ B2) = (o, B1) = (v, B2) }acv,gew U {(a, cB) — c(a, B) }eek,acv,pew -

Niech teraz V @ W := Z/lin(R) i niech p(a, 8) = (o, 8) - lin(R). Jedli f : V x W — X jest przeksztalceniem
dwuliniowym, to niech f': Z — X bedzie dane wzorem f'((«, 8)) = f(«, 3) — jest to jedyne przeksztalcenie
takie, ze f = f' o (V. x W C Z). Oczywiscie f|r = 0 (z dwuliniowosci), wiec otrzymujemy dokladnie jedno
przeksztalcenie ilorazowe

f:VQW s (a,p)- lin(R) — f(a,B) € X. O

Definicja 140. Przestrzenr V ® W nazywamy iloczynem tensorowym przestrzeni V i W, a element (a, 3) -
lin(R) oznaczamy przez o ® 3.

Stwierdzenie 141. Dla a,aq, 00 €V, 8,081,082 € W oraz c € K mamy
(ta)@f=a00f+mep, (ca)®f=caepf)
a® B+ fe) =a@fi+a®fy, a®f+a® b
Dowdd. Réwnosci zachodza w Z z dokladnoscia do R. O
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Stwierdzenie 142. Niech V,W € Vecty. Jesli (o,)icr jest bazq V', a (B;)jes bazg W, to (0a; @ Bj)ier,jet
jest bazg V@ W.
Dowdd. Niech ¢ € I, j € J irozwazmy przeksztalcenie dwuliniowe
fij : VxW 3 (o, B) = of(a) - 57 (B) € K.
Niech fij :V®W — K bedzie odpowiednim homomorfizmem V ® W — K. Oczywiscie
1 dlai=k, j=1I,
0 w przeciwnym przypadku.

fiiloar @ By) = {

Wobec tego o; ® 8; nie jest kombinacja liniowa pozostalych wektoréw, czyli uklad (o; ®8;)icr,jes jest liniowo
niezalezny. Z drugiej strony, V@ W =lin{fa® 3: acV, e W}. Jedlia =, ciay, f = ZjEJ d;B;, to

a®ﬁ:<zciai>® Zdjﬁj chz (a; ® B). 0

el jeJ el jeJ

14. WyYKrAD 16 (28 1V)
14.1. WtasnoSci iloczynu tensorowego.

Stwierdzenie 143. Niech V,W X € Vecty.
(a) K@V =2V,
b)) Vew=zwelV,
() VeoWeoX)2(VeoW)eX,
() Vo WeX)=2(VeWwW) e (VeX).
Dowdd. Niech
F:KV3c®ar—cacl,
G:Voa—1Rae K®V.
Przeksztalcenie I jest liniowe, bo
Fllc+d)®a)=(c+)a=ca+da=F(c@a)+ F(d ®a),
F(de® a) = (de)a = d(ca) = dF (e ® a),
podobnie dla drugiej wspétrzednej i dla G. Ztozenia: F(G(a)) = F(1® a) = «
GF(c®a))=Glca)=1@ca=c(l®a)=c® a.
Podobnie dla pozostalych tozsamosci. Alternatywnie — rachunek na bazach. ]
Stwierdzenie 144. Jesli V,W € Vect{(m, to (VW) =V*@ W*.
Dowdd. Jesli (ai)icr, (B))jes bazy V i W odpowiednio, to jest odpowiednios¢ (o ® 3;)* = af ® . O
Stwierdzenie 145. Niech V,W € Vecty. Przeksztalcenie ® : V* @ W — Hom(V, W) dane wzorem
o(f @ p)(a) = f()B
jest monomorfizmem. Jesli W jest skonczenie wymiarowa, to ® jest izomorfizmem.
Dowdd. Niech w € V* ® W bedzie niezerowym elementem i niech (3;);cs bedzie baza W. Istnieje jedno-

znaczne przedstawienie w = Zje ;i ® B; i pewien element f; € V* jest niezerowy. Niech o € V bedzie
takie, ze fi(a) # 0. Wtedy
o> fi@B)a) = fi(a)s; #0,
jeJ jeJ
bo na k-tej wspdirzednej wspdlczynnik jest niezerowy.
Teraz zalozmy, ze J jest skonczony i zdefiniujmy przeksztalcenie

U Hom(VW)BFHZ o) ®pBeVIQW.
jeJ
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Dla o € V mamy

O(U())@) = | D (B oF)@ ;| (@)=Y W(F o F)@f)e) =) F(F = Fl(a),
JjEJ JjEeJ jeJ
wigc ®(VU(F)) = F, wiec P jest epimorfizmem. O

Stwierdzenie 146. Niech V,W € Vect{g", (i)iZy, (Bj)j=1 — bazy V i W odpowiednio, F' € Hom(V, W).
Wéwczas jesli M(F)5 = (my;), to F odpowiada element

m n

ZZmﬂ(af ®ﬁ]) eV eW.

i=1 j=1

Dowdd. Niech ¥ bedzie odwrotnoscia z poprzedniego dowodu. Mamy

n

U(F)=) (BjoF)®p; = ZZ N®6 = sz] o) ® B;. 0

j=1 j=11i=1
Definicja 147. Je$li F: V — W i G : V' — W’ sa liniowe, to przeksztalcenie
FRG:VV -WeWw

dane wzorem

(F®G)(a®f)=F(a) @ G(B)
jest liniowe. Nazywamy je iloczynem tensorowym przeksztalcen F i G.

15. WYKEAD 17 (5 V)
15.1. Iloczyn skalarny. Niech K = R.
Definicja 148. Tloczynem skalarnym na przestrzeni liniowej V nazywamy przeksztalcenie
(—,—):VxV =R

ktore jest:

e dwuliniowe,

o symetrycane, ti. (o, 6) = (6, a),
e dodatnio okreslone, tj. (o, a) > 0 dla « # 0.

Przyklad 20. Dla V =R"
<(£L'1, v 73771)7 (yh v vy’ﬂ)> =T1Y% + -+ TnlYn

jest iloczynem skalarnym. Ogolniej

(@1, 2n), (Y1, 4n)) = c1Z1y1 + - + CoTnYn
jest iloczynem skalarnym jesli ¢; > 0.

Stwierdzenie 149. Kazidy iloczyn skalarny na R™ jest postaci

<(SC17 e 7$n)7 (?le ce. 7yn)> = Zcijziyj?
4,J

gdzie c;; € R, ¢;; = cj;, ale nie kazdy uktad liczb c;; wyznacza iloczyn skalarny.

Definicja 150. Przestrzen liniowa z ustalonym iloczynem skalarnym nazywamy przestrzeniq unitarng.
Definicja 151. Diugodcig wektora o € V nazywamy |lof := /{c, @).

Definicja 152. Méwimy, ze wektory a, 3 sa prostopadle, jesli (o, ) = 0.

Stwierdzenie 153. W przestrzeni unitarnej zachodzg
o {(a,B) < |lafl - |B]] (nieréwno$é Schwartza),
o [la+ 8|l < lall+ 18] (nieréwnosé tréjkata),
o |[af>+18]1? = ||a+ B|]* (twierdzenie Pitagorasa,).
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Dowdd. Mamy
0 < (ta+ Bt + ) = [lal** + 2(a, Bt + |6
wiec
0> A =4a, 5)* — 4l|a]? - [15]%,

co dowodzi nieréwnosci Schwartza. Dalej

lac+ BII* = (a+ B, a + B) = llal* + 2, B) + 1BII* < llall* + 2]l - 18]l + 1811 = (leell + 1811)?

dowodzi nieréwnosci trojkata. Twierdzenie Pitagorasa jest oczywiste. (Il

Definicja 154. Kgtem pomiedzy wektorami «, 3 € V nazywamy liczbe 6 € [0, 7] taka, ze

(o, B)
lleell - 115311°

Definicja jest poprawna, bo nieréwno$é Schwartza gwarantuje, ze iloraz nalezy do przedzialu [—1,1].

cosf =

15.2. Bazy ortogonalne i ortonormalne. Niech V' bedzie przestrzenia unitarng wymiaru n.

Definicja 155. Uktad wektoréw oy,...,a € V jest prostopadty jedli o; L oy dla i # j. Baze zlozong z
wektoréw prostopadlych nazywamy bazg ortogonalng.

Stwierdzenie 156. Prostopadly ukliad niezerowych wektorow jest liniowo niezalezny.

Dowdd. Zatézmy, ze oy =) ;_, c;or;. Wowezas

k
0 # (a1, 01) = (o, Y _ ciari) =0,
1=2

wiec o nie moze by¢ kombinacja liniowa pozostalych wektoréw. |

Definicja 157. Baze (41,. .., 0,) przestrzeni V nazywamy:

e bazg ortogonalng, jesli a; L o dla i # j,
e bazq ortonormalng, jesli dodatkowo |joy|| =1 dla 1 <i < n.

Stwierdzenie 158. Jesli (3;)", jest bazg ortogonalng, to
- avﬁi

=3 (5o
i—1 <6m/61>

Dla bazy ortonormalnej réwno$¢ upraszcza si¢ do o =Y - {a, 3;)f;.

Dowdd. Niech =37, ¢;3;. Mamy

(B = O i, Br) = D eilBi Bi) = culBr, ) O
=1

i=1

Stwierdzenie 159. Niech (8;)1_; bedzie bazq ortonormalng V. Wowczas, dla o, o/ € V- mamy

<a7 O/> = Z<aw81> : <a/>5i>

Dowdd. Mamy :
<a7al> = <Z<aﬁﬁi>ﬁi’ Z<O/’6j>ﬁj> = Z Z<<a’6i>ﬁi’ <O/’6j>ﬁj>>

n

= ZZ o ﬁz 6] <ﬁuﬁ]> - Z<0¢,ﬁi><0&l,ﬂj>. O

i=1 j=1 i=1
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Twierdzenie 160 (Ortogormalizacja Grama-Schmidta). Niech (8;)7_; bedzie bazq V. Wowczas uklad wek-
toréw (v;)"_, zadany wzorem indukcyjnym

k—1
_a N B
’Y]f - ﬂk ; <'Y7;, 'Yl> rYZ

jest bazg ortogonalng przestrzeni V. Co wiecej, dla kazdego k uklad (v;)¥_, jest bazq ortogonalng przestrzeni

Vi :=lin({B:}5_,).
Dowdd. Dowdd przez indukcje. Dla k = 1 teza jest oczywista. Dla k£ > 1 mamy

lin({y;}5 ) =lin(Vey U {nw}) = lin(Ve1 U {Bk}) = Vi,
co dowodzi, ze (%)le jest baza Vj. Ponadto, dla dowolnego j < k mamy

(v 75) = (Br —Z <ﬂk7%>% i) = (Brss) kz_:l ﬁk’% Yis Vi) = (Br, ) — “’“’Ww V) =0
Y 2 iy T %m> Y B R

wiec ta baza jest ortogonalna. O
Uwaga. Przez przeskalowanie wektoréw mozemy uzyskaé¢ baze ortonormalna.
Whniosek. Kazda skoficzenie wektorowa przestrzen unitarna posiada baza ortonormalna.

Stwierdzenie 161. Niech V, V' bedg przestrzeniami unitarnym wymiaru n. Wdowczas istnieje izomorfizm
V — V', ktéry zachowuje iloczyn skalarny.

Dowdd. Wystarczy wybraé bazy ortonormalne i izomorfizm, ktéry przeprowadza jedna na druga. (]

15.3. Podprzestrzenie prostopadle.

Definicja 162. Niech X C V bedzie dowolnym podzbiorem. Podprzestrzen prostopadia do X to
Li={acV: Vsex (a,8) = 0}.

Latwo sprawdzié, ze jest to podprzestrzen wektorowa.

Stwierdzenie 163. Dla podzbioru X CV mamy X+ = lin(X)+

Stwierdzenie 164. Niech W C V bedzie podprzestrzenig. Wowczas

s WaWt=V,

« W= (W)
Dowdd. Jesli a € W N W, to (a,a) = 0, wiec a = 0. Stad W N W+ = {0}. Niech (8;)", bedzie baza
ortonormalng W. Wéwczas dla dowolnego av € V' niech

m

o = (BB

i=1

Oczywiscie o' € W, ponadto dla kazdego 1 < j < m mamy

(=o', 8)) = (o, B5) — O (e, B:)Bi, Bj) = (o, B5) — (v, B;) 85, B;) = O
i=1
wieca —a' € ({Bi}r )t =Wt Stada=d + (a—a/) e W+ WL awiec V=W oW Jedli a € W, to
dla kazdego 8 € W+ mamy («, 8) = 0, wiec W C (W)L, Z drugiej strony,
dim((WH)4) = dim(V) — dim(W+) = dim(V) — (dim(V) — dim(W)) = dim(W),
wiec musi zachodzi¢ réwnosé. O

Definicja 165. Rzutem prostopadlym na W nazywamy rzut na W wzdtuz W, Podobnie symetrig prosto-
padlq wzgledem W nazywamy symetrie wzgledem W wzdtuz W,
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16. WYKEAD 18 (10 V)
16.1. Wyznacznik Grama. Niech V bedzie przestrzenia unitarna wymiaru n, K = R.

Definicja 166. Niech (ai)i?zl bedzie ukladem wektoréw w przestrzeni unitarnej V. Macierzq Grama ukladu
(av;) nazywamy macierz G(aq,...,ax) = ¢4, gdzie g;; = {(a;, a;). Wyznacznikiem Grama tego ukladu
nazywamy liczbe

W(aa,...,ar) =det Glaq, ..., ak).

Stwierdzenie 167. Niech (3;)j_; bedzie bazq ortonormalng V' i niech (c;)¥_, bedzie uktadem wektoréw.
Wéwczas
G(Oél, ey O{k) = ATA,

gdzie A = (aj;) € Mnxi(R), aji = B} (i) = (Bj, ).
Dowéd. Niech ATA = [¢,s]y5=1,... k. Mamy

n

Crs = Zartats = Z<6t,0&r> . </6’t,as> = <a7"aas>~ O
t=1

t=1
Stwierdzenie 168. Niech (5;)7_, bedzie bazq przestrzeni V.. Wowczas
<OZ, B> = XTG(ﬁh e >ﬁn)y7

Ty =(y1,...,yn)T sq wspélczynnikami wektoréw o, o w bazie (B;).

gdzie x = (x1,...,2n)

Dowdd. Oznaczmy G (i, ..., 0n) = (¢i). Mamy

n n

(o al)y = O @B, Y uiB) = Y Y @iy (B, 85) = D> wigiy; =X G(Br, .-, Bu)y- O
i=1 j=1

i=1j=1 i=1 j=1

Stwierdzenie 169. Baza jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej macierz Grama jest diagonalna. Baza
jest ortonormalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej macierz Grama jest jednostkowa. O

Stwierdzenie 170. Niech B = (8;))i = 1", B' = (3}))i = 1" bedq bazami przestrzeni unitarnej V.. Wéwczas
G(Br,- s Bn) = (M(id)5 ) G(BL,..., B) M (id)
Dowdd. Niech «,o’ € V 1 niech x,x’ beda przedstawieniami « i o’ w bazie B. Oczywiscie M(id)g,x,
M(id)glx’ sg przedstawieniami « i o/ w bazie B’. Mamy
(o, ) =xTG(B1,. .., Bn)x
i jednoczesnie
(o, ) = (M(id) %) T G(B1, ... ) Mid) x = xT (M (id) )T G (B, ... B) M(id) .

co dowodzi tezy. O

Stwierdzenie 171. Macierz A € M, xn(R) jest macierzg Grama pewnej bazy wtedy i tylko wtedy, gdy
A = BT B dla pewnej macierzy odwracalnej B € My, (R).

Dowdd. Niech B = (5;)!_; bedzie baza ortonormalna. Jesli A jest macierza Grama bazy A = (aq,...,ay),
to

A=G(ay,. .., a,) = (M(d)5)T M(id)5.
Jedli A= BT B, to A jest macierza Grama bazy (B~!f,..., B714,). |

Stwierdzenie 172. Dia dowolnego ukladu wektoréw (aq,...,ax) jego wyznacznik Grama jest nieujemny,
przy czym G(aq, ..., ax) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy uklad jest liniowo niezalezny.

Dowaod. Je$li k =n , to

G(ay,. .. o) = det(AT A) = det(A)?,
gdzie A jest macierza wpdlrzednych wektoréw a;. W ogdlnym przypadku rozpatrujemy uktad wektoréw na
przestrzeni lin(ayq, . . ., ax). a
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Definicja 173. k-tym wiodgcym minorem gléwnym macierzy A nazywamy macierz A®*) ¢ M1 (R) po-
wstala z A przez skreslenie ostatnich wierszy i kolumn.

Twierdzenie 174 (Kryterium Sylvestera). Macierz A jest macierzq Grama pewnego liniowo niezaleznego
uktadu wektorow wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

e jest symetryczna,
o wszystkie wiodgce minory glowne majq dodatnie wyznaczniki.

Dowdd. Warunki sg konieczne, bo jesli A = G(ax, ..., ax), to AUV = Glay, ..., a;). Zaltézmy, ze A = (ai;)
jest symetryczna macierza o dodatnich wyznacznikach minoréw wiodacych. Dowéd indukeyjny po k — liczbie
wektoréw w ukladzie. Jesli k = 1 — prosto, wiec zalézmy, ze k > 1. Z zalozenia indukcyjnego A*—1 jest
macierza Grama pewnego ukladu wektoréw (o, ..., ax_1), wigc istnieje macierz B € Mj,_1)x x—1)(R) taka,
ze A#~1) = BT B. Rozwazmy macierz C = (B~')TAB~', gdzie

5-(2 %)

Zauwazmy, ze C jest postaci

C1
C = I
Ck—1
C1 Ck—1 Ck
oraz det(C) = ¢, — ¢} —--- — i _,. Oznaczmy
¢
. (I —c
c= : , D = (O 1 ) .
Ck—1
Wtedy
T (I 0 I ¢\ (I ¢\ (I 0 (1 0
Dreb = (cT 1)\c? e )\0 1) 7 \0 cx—|cl|?)  \0 det(C)/)"
Ostatecznie S - - -
A=BT"CcB=B"(D"YW'KTKD'B= (KD 'B)'(KD'B),
gdzie

= (o yaser) -

16.2. Izometrie i macierze ortogonalne.

Definicja 175. Niech V, W beda przestrzeniami unitarnymi. Méwimy, ze homomorfizm f : V. — W zacho-
wuge iloczyn skalarny (lub réwnowaznie, jest homomorfizmem unitarnym) jesli

Va,pev (o, B)v = (f(a), f(B))w-

Izomorfizm, ktory jest homomorfizmem unitarnym nazywamy automorfizmem unitarnym lub izometrig.

Stwierdzenie 176. Jesli homomorfizm [ : V — W zachowuje dlugo$é wektordw (tzn. ||a|v = || f(a)|lw)
dla « € V'), to jest homomorfizmem unitarnym.

Dowéd. Mamy
(@,8) = 5(la+ 81> = ol = 181%) = 5(lf(@) + FBI* = 1 (@)* = IFB)*) = {f(a), f(B)). O
Uwaga. Kazdy homomorfizm unitarny jest monomorfizmem.

Stwierdzenie 177. Automorfizm f :V — V jest izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy przeprowadza pewng
(lub kazdg) baze ortonormalng na baze ortonormalng. ([l

Definicja 178. Macierz A € M, x,(R) jest ortogonalna jesli ATA = 1I.

Stwierdzenie 179. Automorfizm f:V — V jest izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy jego macierz A w bazie
ortonormalnej jest ortogonalna.
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Dowdd. Niech o, € V, x,y — przedstawienia w bazie. Mamy
(F(@). £(8) = (AX) LAy =x"ATAy,  (a,8) =x"y,

i powyzsze wyrazenia sa réwne dla wszystkich o, 3 jedli ATA = 1. O

Stwierdzenie 180. Niech A € M, «n(R) bedzie macierzq ortogonalng @ niech x!, ..., x" bedg wektorami
stojgcymi w kolumnach. Wéwczas (x*)Tx; = 67.

Dowéd. Wystarczy obliczyé e; AT Ae;. O
Przyklad 21 (Przyklady izometrii). Symetria prostopadla, obrét.

Stwierdzenie 181. Kazda izometria R? jest albo symetrig prostopadlq, albo obrotem.

a b
4= )
jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy, gdy

AT A (@ € (a b\  (a*+c* ab+cd) (1 0O
“\b d)\c d)  \ab+ed b?d* ) \0 1)°

mamy wiec a® + ¢ = b? 4+ d? = 1, ab + cd = 0. Z pierwszego réwnania istnieja a, 3 € R takie, ze a = cos a,
c=sina, d = cos 3, b =sin 3. Z drugiego rownania

Dowdd. Macierz

ab + cd = cosasin § + sinacos § = sin(a + 8) =0,

wiec a+ =0 mod 7. Jesli a+ 3 =0 mod 27w, to b =sinf = —¢, d = a, a jesli a+ 0 = 7 mod 27, to
b=cid= —a. Wobec tego

A— (CF)S a  sina ) O b A= (cgs a —sin a) .
sine  —cosa sinaw  cosa
Druga macierz jest macierza obrotu o kat a. Macierz symetrii wzgledem prostej generowanej przez wektor

(cos 8,sin B) to
cos —sinfB\ (1 O cosB  sinB\  [cos?f— sin®?3 —2sinfcos 3 - cos 20 —sin 3
sinf  cosf 0 —1)\-sinfB cosB)  \ —2sinfcosf —cos2fB—sin®)  \—sin(—F3) —cos(26)/"’
wiec dla a = =23 otrzymujemy pierwsza macierz. |

Stwierdzenie 182. Jesli f : V — V jest izometrig i f(W) = W dla pewnej podprzestrzeni, to f(W+) =
W, a wiee f= flw® fwr.

Dowdd. f zachowuje iloczyn skalarny, wiec tez przestrzen prostopadla. |

Stwierdzenie 183. Kazdg izometrie V, dim(V) = n, mozna zapisaé jako zloZenie co najwyzej n symetrii
wzgledem podprzestrzeni kowymiaru 1.

Dowdd. Dowdd indukeyjny. Dla n = 1 istnieja tylko dwie izometrie — identycznos$é i v — —wv. Niech n > 1
i niech a € V bedzie dowolnym wektorem. Jesli f(a) = a, to oznaczmy W = {a}*, W+ = lin(a). Na
mocy zalozenia indukcyjnego f|w = s1 o sg, gdzie s; sa symetriami wzgledem podprzestrzeni Wy, ..., Wy,
wiec f jest zlozeniem symetrii wzgledem W; + lin(«). Jedli f(a) # «, to niech g bedzie zlozeniem symetrii
prostopadtej wzgledem lin(a — f(a))*. Wtedy g(a) = a, wiec g jest zlozeniem co najwyzej n — 1 symetrii,
a wiec f jest zlozeniem co najwyzej n symetrii. O

Definicja 184. Zbiér G z dziataniem G x G 3 (g, h) — gh € G nazywamy grupa, jesli:

o Vg nrea (gh)k = g(hk) (tacznosé)
e J.caVgea eg = g = ge (element neutralny)
e Vg € GInee gh = hg = e (element odwrotny).

Stwierdzenie 185. Macierze odwracalne n X n nad cialem K z dzialaniem mnoZenia stanowiq grupe
GL(n, K). Macierze unitarne n X n nad R stanowig grupe O(n).
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17. WYKrAD 19 (12 V)
17.1. Przeksztalcenia samosprzezone. Niech V' bedzie przestrzenia unitarna wymiaru n.
Definicja 186. Automorfizm f:V — V nazywamy samosprzezonym, jesli dla dowolnych «, 5 € V mamy

(. f(B)) = {f(@), B).

Stwierdzenie 187. Niech B bedzie bazg ortonormalng. Automorfizm f:V — V jest samosprzezony wtedy
i tylko wtedy, gdy jego macierz w bazie B jest symetryczna.

Dowdd. Jesli A — macierz f ix,y € M,x1(R), to
xT(Ay) = (Ax)Ty = xT ATy, O
Stwierdzenie 188. Niech f:V — V bedzie automorfizmem samosprzezonym. Wowczas

o jesli a € V jest wektorem wlasnym, to f({a}t) C {a}+,
o jesli a, 3 € V' sq wektorami wlasnymi o réznych wartosciach wlasnych, to o L 3.

Dowdd. Jesli (o, B) =0, to
(o, f(B)) = (f(a), B) = (A, B) = 0.
Jesli f(@) = Aa, F(B) = uBiA# p, to
Ma, ) = (f(@), 8) = (a, f(B)) = (e, B),
a wiee (o, 8) = 0. O
Stwierdzenie 189. Wszystkie warto$ci wlasne automorfizmu samosprezonego sq¢ rzeczywiste.

Dowdd. Niech A = (a;;) bedzie macierza symetryczna o wspélczynnikach rzeczywistych iniech z = (21, ..., 2y,)
bedzie zespolonym wektorem wlasnym o wartoéci wlasnej ¢ € C. Mamy Az = cz, a wiec dla kazdego j

n n n n n
- 2 - 2
E aijz; = czj = g a;jziz; = clz;|° = E E a;j2iZ; = E clzil* =
i=1 i=1 j=1i=1 j=1

-1

n n n n

- S s 2 - S s 2

Z (l”Zzer—Z aij(ZiZj-i-Zij) = CZ |ZJ| = c= Z aii2iZi + Z Qij (ZiZj + Zij) Z |ZJ| eR. O
i=1 i<j j=1 i=1 i<j j=1

Stwierdzenie 190. Jesli f jest samosprzezonym automorfizmem V| to istnieje baza ortonormalna V ztoZona

z wektorow wlasnych.

Dowdd. Automorfizm f posiada wektor wlasny « z rzeczywista wartoscia wlasng. Ponadto podprzestrzen
{a}* jest f-niezmiennicza i f{a}+ jest samosprzezonym automorfizmem {a}*. Z zalozenia indukcyjnego
posiada baze ortonormalng 31, ..., 3,_1 zlozona z wektoréw wiasnych. Wobec tego (||| ™1, 31, ..., Bn_1)
jest szukana baza. a

Wniosek. Rzeczywista macierz symetryczna jest diagonalizowalna.
Przestrzenie euklidesowe.

Definicja 191. Przestrzeniq euklidesowq nazywamy przestrzen afiniczna A nad R z iloczynem skalarnym
na Ty.

Niech A bedzie przestrzeniag euklidesows.
Definicja 192. Odleglosé punktéw z,y € A to o(z,y) = ||y — ||

Definicja 193. Przestrzeniq metryczng nazywamy zbiér X z okreslona funkcja o : X x X — Ry taka, ze:
e r=y & oz,y) =0,
* o(z,y) = oy, v),
e o(z,2) <olz,y) + oy, 2).

o(z,y) nazywamy odlegloscia punktéw x,y.

Stwierdzenie 194. Przestrzen euklidesowa jest przestrzenig metryczng.
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Definicja 195. Niech B C A bedzie podprzestrzenia afiniczna.

e Rzutem prostopadlym na B nazywamy przeksztalcenie afiniczne mp : A — A takie, ze np(z) € B
oraz (mp(x) —x) L Tp.

o Symetrig prostopadlq wzgledem B nazywamy przeksztalcenie afiniczne op : A — A takie, ze %(:c +
mp(x)) € B oraz (op(x) —x) L Tp.

Definicja 196. Ukladem bazowym ortogonalnym (odpowiednio: ortogonalnym) nazywamy ciag (p; 81, - . -, Bn),
gdzie p € A oraz (1, ..., ) jest baza ortogonalna (odpowiednio: ortogonalna) przestrzeni T4

Stwierdzenie 197. Wzory na symetrie ¢ rzut w bazie ortogonalney.

Definicja 198. Niech x € A i niech B C A bedzie podprzestrzenia. Odlegloscig punktu x od podprzestrzeni
B nazywamy odleglosé rzutu 7 (z) od x.

Stwierdzenie 199. Jesli y € B, to o(z,y) > o(x, B).

Dowdd. 7 tw. Pitagorasa. O
18. WYKLAD 20 (17 V)

18.1. Miara pewnych podzbioréw przestrzeni euklidesowych.

Definicja 200. Niech S(py,...,p,) oznacza sympleks o wierzchotkach p;. Miarg sympleksu (n-wymiarowa)

nazywamy
1 (S(Pos -, Pn)) = 2/det G(p1 — po, - - ., P — Po)-
Niech R(p;asq,...,a,) bedzie réwnoleglo$cianem. Miarg réwnolegloscianu nazywamy
tn(R(p; 1, ... 0n)) = /det G(ay, ..., an).
Stwierdzenie 201. Niech R(p; a, ..., a,) bedzie réwnolegloscianem i niech -y bedzie rzutem o, na {aq,...an_1}+.
Wowczas
pn(R(psaz, ... an)) = [[7]|pn (R(p; a1, - . ., 1))
Dowdd. Zapisujemy o, = v+ (i liczymy wyznacznik. a
Stwierdzenie 202. Niech py,...,p, bedzie ukladem punktow w przestrzeni euklidesowej. Wowczas

pin (S0, -+ Pn—1,P0)) = £ V] - tn=1(S(00; - - -, Pn-1))
Orientacja i iloczyn wektorowy.

Definicja 203. Méwimy, ze dwie bazy B i B’ w przestrzeni wektorowej nad R sg
e zgodnie zorientowane jesli det M(id)g/ > 0,
e przeciwnie zorientowane jesli det M(id)gl < 0.

Stwierdzenie 204. Zgodna orientacja jest relacjqg réwnowaznosci na zbiorze wszystkich baz. Posiada ona
dwie klasy abstrakcyi.

Definicja 205.

e Orientacjg przestrzeni wektorowej nad R nazywamy klasy réwnowaznosci baz zorientowanych.

o Mowimy, ze przestrzen jest zorientowana, jesli zostala wybrana jej orientacja.

e Baza przestrzeni zorientowanej jest zorientowana dodatnio jesli nalezy do wybranej klasy rownowaz-
nosci, a jest zorientowana ujemnie w przeciwnym przypadku.

e Izomorfizm przestrzeni zorientowanych zachowuje orientacje jesli przeprowadza bazy dodatnio zo-
rientowane na bazy dodatnio zorientowane.

Definicja 206. Niech V bedzie przestrzenia unitarng zorientowang wymiaru n. Iloczynem wektorowym

uktadu wektoréw ag, ..., a,_1 nazywamy wektor 8 € V taki, ze:
e Jedli uklad (a1, ..., a,—1) jest liniowo zalezny, to 8 = 0.
e Jedli uklad (a1, ..., a,—1) jest liniowo niezalezny, to
— B€lin(ag,...,an_1)%,

- Hﬂ” = \/det G(alv s 7an—1)
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— Baza (aq,...,an—1, ) jest dodatnio zorientowana.
Oznaczamy =1 X -+ X Qp_1.
Stwierdzenie 207. lloczyn wektorowy jest odwzorowaniem antysymetrycznym (n — 1)-liniowym.
Dowdd. Sprawdzimy liniowo$é na (n — 1)-szej wspélrzednej. Ustalamy «q, ..., a,—2 € V; trzeba pokazaé, ze
funkcja f:V -V,
f(y) =1 X Xayu_2 x7y
jest przeksztalceniem liniowym. Oznaczmy W = lin(ay, ..., an—2). Jesli dim(W) < n — 2, to f(y) = 0 dla
kazdego v € V, zatézmy wiec, ze dim(W) = n — 2. Niech (31, 32) bedzie baza ortonormalng W+ taka, ze
(a1,...,qn—1,01,02) jest dodatnio zorientowana. Wowczas f(51) = rf2, gdzie
r=+/detG(ai,...,an_2,01) = ||f1]|V/det Gy, ..., an_s) = \/det G(a, ..., an_2),
oraz f(fB2) = —rf1, bo

\/det G(ala .. .7an72751) = \/det G(Ozl, - 7an727ﬁ2) = |7"|

oraz bazy (ai,...,ap—2,01,02) 1 (a1,...,@n—2,02,31) maja przeciwna orientacje. Dowolny wektor v € V
mozna zapisa¢ w postaci v = & + ¢1 01 + 202, gdzie 6 € W. Pozostaje sprawdzié, ze

f(0+c1B1 + c2f32) = —reafr + reifo.
Wektor —co/31 4 ¢102 jest prostopadly do W oraz do & + rcy 81 + ree32. Ponadto
Vdet Glag, ..., an_9,0 + 181 + cafa) = |le1 i+l /det Glan, ..., an_2) =7/ 2 + & = || —reafitre Ba,

czyli dlugos$é wektora jest odpowiednia. Macierz zmiany bazy z (a1, . . ., —2, 81, B2) do bazy (a1, ..., ap_s, 0+
c1P1 + c232, —reafr + re1ff2) ma postad

01 0
I : :
On—2 0
0 0 —7Co
0 0 e rey
Jej wyznacznik jest réwny r(c? + c2), a wiec dodatni. a

Stwierdzenie 208. Jesli (a,b,c) i (a’,b',c') to wspdlrzedne wektoréw o, o w bazie ortonormalnej, to
axa =(bd —becca —ca,abl —a'b).

Dowéd. Wystaczy obliczy¢ e; x e; dla wektoréw bazowych. |

19. WYKEAD 21 (19 V)
19.1. Przestrzenie unitarne zespolone. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C wymiaru n.

Definicja 209. Formg hermitowskq na V nazywamy funkcje (—, —) : V' x V — C spelniajaca nastepujace
warunki:

(o, B) = (B, a) (skosnie symetryczna),

(e, ) = cla, B).

(a1 + ag, ) = (a1, B) + (e, B) (linlowos¢ na pierwszej wspodlrzednej),
(a, @) = 0 wttw o = 0 (niezdegenowanie),

(a, @) € Ry (dodatnia okreslonosé).

Stwierdzenie 210. Forma hermitowska jest poltoraliniowa, tj. liniowa na pierwszej wspotrzednej i antyli-
niowa na drugiej:

(a, cf) = (B, o) = &(B, o) = &, B).
Przyklad 22 (Standardowa forma hermitowska na C™). OkreSlmy na C" forme wzorem

(215 s 2n), (21, oy 20y = 2120 + -+ + 202,
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Stwierdzenie 211. KaZda forma hermitowska na C™ jest dana wzorem
gdzie A € My« (C) jest macierzq takq, ze AT = A.
Definicja 212. Macierz A € M, (C) taka, ze AT = A nazywamy macierzq hermitowskq.

Definicja 213. Przestrzenig unitarng zespolong nazywamy przestrzen wektorowa nad cialem C z zadana
forma hermitowska.

Definicja 214. Niech V bedzie przestrzenia unitarna zespolona.

Diugo$é wektora o € V to ||a := /{a, a).

Kata pomiedzy wektorami nie definiujemy.

Wektory «, 3 sa prostopadle (o L () jedli («, 5).

JiW CV toWt ={aecV: Vaew « L [} jest podprzestrzenig wektorowq zwana ortogonalnym
dopetnieniem W.

Baze (51, ..., 0n) przestrzeni V nazywamy ortogonalng, jesli (G;,8;) =0 dla i # j.

e Baze (01, ..., 0,) przestrzeni V nazywamy ortonormalng, jesli (5;, ;) = 5f

Stwierdzenie 215. Jesli (B1,...,0n) to baza ortonormalna V', to dla o € V- mamy

n

a="Y (BB

i=1
Uwaga. Kolejnosé w iloczynie skalarnym we wzorze powyzej jest istotna.

Stwierdzenie 216 (Ortonormalizacja Grama-Schidta). Jesli (61, ..., ) jest baza V', to (71, ...,n) zadane

wzorem indukcyjnym
k—1

52=ﬁk—z<ﬁk7%‘>7 %ZHg’f”
i=1 k

jest bazq ortonormalng.

Definicja 217. Odwzorowanie f : V — W, gdzie V,W € Vectc nazywamy antyhomomorfizmem jesli

o fla+pP)=fla)+f(B)dlaa,feV,
o flca)=cf(a)dlaceC,aeV.

Definicja 218. Odwzorowanie F' : V — V* zadane wzorem
F(a)(8) = (6, a)
jest nazywane antyizomorfizmem Frecheta-Riesza.
19.2. Odwzorowania unitarne. Niech V bedzie przestrzenig unitarng zespolong wymiaru n.

Definicja 219. Homomorfizm f : V — W nazywamy homomorfizmem unitarnym jesli (f(«), f(8)) = («, 3)
dla o, € V.

Stwierdzenie 220. Kazdy homomorfizm unitarny jest monomorfizmem.
Definicja 221. Macierz A € M, «,(C) nazywamy macierza unitarna jesli A7A = I.

Stwierdzenie 222.

(a) Macierz automorfizmu unitarnego w bazie ortonormalnej jest macierzq unitarng.
(b) Jesli A, B sq macierzami unitarnymi, to A=1, A, AB tez sq unitarne.

(¢) Wyznacznik macierzy unitarnej ma modut 1.

(d) Wiersze (kolumny) macierzy unitarnej stanowiq baze ortonormalng.

Stwierdzenie 223. Jesli A € Msy2(C) jest macierzq unitarng, to

a —b
Ak(b a>

dla pewnych liczb a,b, |a|?> + |b]*> =1, k € C, |k| = 1.
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Dowdd. Bezposredni rachunek. Zalézmy, ze det A = 1. Niech

()
Wektor (a,b) ma dtugosé 1, wiec a? + b? = 1. Wektory (a,b) i (¢, d) sa prostopadle, wiec
{(c,d), (a,b)) = ac + bd = 0.
To réwnanie ma rozwiazania postaci ¢ = —bz, d = az dla z € C. Ponadto
1 =ad — bc = aaz + bbz = z,

wiec z = 1. W ogélnym przypadku rozwazamy macierz k~1'A, gdzie k jest pierwiastkiem z wyznacznika
A. O

Definicja 224. Grupg unitarng rangi n U(n) nazywamy grupe macierzy unitarnych n x n. Specjalng grupg
unitarng SU(n) nazywamy grupe macierzy unitarnych o wyznaczniku 1.

Cwiczenie: znalezé przeksztalcenie SU(2) — SO(3) ktére zachowuje mnozenie i nie jest identycznoscia.

20. WYKEAD 22 (24 V)

20.1. Formy dwuliniowe. Niech K bedzie cialem charakterystyki réznej od 2, a V' przestrzenia wektorowsa
nad K wymiaru n.

Definicja 225. Formg dwuliniowg nad V nazywamy odwzorowanie dwuliniowe V' x V — K| tzn. takie, ze
fla, =) i f(—,a) to funkcjonaly liniowe. Formy dwuliniowe tworza przestrzen wektorowa.

Uwaga. Forma dwuliniowa to przeksztalcenie liniowe V' — V* lub V ® V — K lub element V* ® V*.

Stwierdzenie 226. Kazda forma dwuliniowa na K™ ma postac

f((x17"'az7l)v(ylv"'7yn)) = Zzaijziyj,

i=1 j=1
gdzie a;; € K. Rownowaznie,

fxy) =x"Ay
dla A = (a;;) € Mpxn(K). Macierz A nazywana jest tez macierzg Grama formy f.

Stwierdzenie 227. Jesli A jest macierzq formy f w bazie B, to (M (id)8,)T AM (id), jest macierzq formy
f w bazie B'.

Definicja 228. Mdéwimy, ze macierze A, B sg kongruentne jesli istnieje macierz odwracalna C taka, ze

A=CTBC.
Definicja 229. Méwimy, ze forma f jest nieosobliwa (lub niezdegenerowana) jesli spelniony jest jeden z
réwnowaznych warunkéw:

e macierz formy jest odwracalna (to nie zalezy od bazy),
e dla kazdego 0 # « € V istnieje 3 € V takie, ze f(a, ) # 0,
e stowarzyszone przeksztalcenie V' — V* jest odwracalne.

Definicja 230. Rzedem formy dwuliniowej f oznaczanym rk(f) nazywamy:

e Rzad macierzy formy.
e Rzad przeksztatcenia V — V*.

Forma jest nieosobliwa wttw jej rzad jest réwny wymiarowi macierzy.
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20.2. Formy symetryczne i antysymetryczne.

Definicja 231. Forme dwuliniowa nazywamy

o symetryczng jedli f(a, B) = f(B,a),
o antysymetryczng jesli f(a, B) = f(B,a).

Stwierdzenie 232. Kazda forma dwuliniowa jest sumq formy symetrycznej i antysymetryczney.
Dowdd. Mamy f(«a, 3) = s(«, 8) + t(«a, 8), gdzie
S(Oé,ﬂ) = %(f(aaﬂ) + f(ﬂ70[)) + %(f(aaﬂ) - f(ﬂva))

Analogiczny argument z przedstawieniem macierzy w postaci sumy macierzy symetrycznej i antysymetrycz-
nej. (]

Definicja 233. Funkcje ¢ : V — K nazywamy formg kwadratowg jesli istnieje forma dwuliniowa f taka, ze
q(ar) = f(o, ).
Stwierdzenie 234. Jesli q jest formqg kwadratowg, to istnieje dokladnie jedna forma symetryczna f taka,
ze q(a) = fla, ).
Dowdéd. 7 dwuliniowosci
q(a+ B) = fla+ B,a+B) =qla) +a(B) + 2f(a, B),
wiec f jest wyznaczone przez q. O
Niech teraz V bedzie przestrzenia z okreslona forma symetryczna f.
Definicja 235. Wektor « nazywamy izotropowym jesli f(a, ) = 0.
Definicja 236. Przestrzen prostopadla do W C V to
Wh:={aeV: Ygew f(a,B) =0}
Definicja 237. Podprzestrzeh dualna W¢ C V* do podprzestrzeni W C V to
Wi ={weV*: wW)=0}
Jesli dim W =k, to dimW¢ =n — k.
Stwierdzenie 238. Niech f:V — V* bedzie homomorfizmem stowarzyszonym z formg f. Wéwczas
W= ()~ (w9).

Dowdéd. Mamy

a €Wt & Yoew f(,8) =0 & Ygew f(a)(B) =0 & fla) e W? & ac (f)1(WT. O

Stwierdzenie 239. Niech W C V bedzie podprzestrzeniqg. Wéwczas flw jest nieosobliwa, wtedy i tylko
wtedy, gdy W @ Wt =V.

Dowéd. Zauwazy¢, ze jesli flw jest osobliwa, to istnieje a € W N W, Jedli flw jest nieosobliwa, to flw :
W — V* jest monomorfizmem i Wen f(W) = 0 (bo inaczej f|lw bylaby osobliwa), wiec z poréwnania
wymiaréw wynika, ze V* = f(W) @ W¢. Przeksztatcenie

g:V 5V (W) e W N F(0)
jest epimorfizmem, wiec n — k = dim(ker(g)) = dim((f)~*(W?)) = dim(W+). Wiec V =W @ W4, O
Stwierdzenie 240. KaZdy ortogonalny ukiad nieizotropowych wektorow jest liniowo niezaleiny.

Dowdd. Liczymy wartosci formy na kombinacji nieizotropowych wektoréw i pewnym wektorze z tego ukladu.
|

Twierdzenie 241. Kazda forma symetryczna ma baze prostopadiq.

Dowdd. Indukcja po wymiarze. Dla n = 1 oczywiste. Jesli f ma wektor nieizotropowy « (tj. f(a, ) # 0) to
mamy rozklad lin(a) @ lin(a)*. Jesli wszystkie wektory sa izotropowe, to f = 0. |



33

Wniosek. Kazda forma symetryczna jest okreslona w pewnej bazie macierza diagonalna.

Stwierdzenie 242. Jesli K = C, to macierz formy w pewnej bazie dana jest macierzq diag(1,...,1,0,...,0).
Jesli K =R, to macierz formy jest w pewnej bazie macierzq
diag(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0).

Stwierdzenie 243. Rzqd formy jest niezmiennikiem izomorfizmu. Wniosek: istnieje n+1 nieizomorfizmych
form kwadratowych na C", istnieje n + 1 klas kongruencji macierzy M, «,(C).

Definicja 244. Niech K = R. Sygnaturg formy symetrycznej nazywamy sume elementéw na przekatnej w
postaci 0, 1, —1.

Twierdzenie 245 (Sylvestera o bezwladnosci). Sygnatura jest niezmiennikiem izomorfizmu.

Dowdd. Niech V, V' beda rzeczywistymi przestrzeniami wektorowymi nad R z formami symetrycznymi f :
VeV =R, f: V'@V — R oraz izomorfizm F : V — V' zachowujacy formy symetryczne. Wybierzmy
bazy prostopadle (8;)i_;, (8;)j=; na V' i V' odpowiednio i niech V.= Lo® Ly @ L_, V' = Ly® L, & L'
beda rozkladami na podprzestrzenie generowane przez odpowiednio izotropowe, dodatnie i ujemne wektory
baz. Wiemy, ze dim(Lo) = dim(Lg) (bo rzedy s réwne). Zatézmy, ze dim(L,) > dim(L!, ). Przeksztalcenie

Lycvihverneor, or 21
ma nietrywialne jadro, wiec istnieje niezerowy element o € L, taki, ze F(a) € Ly @ L_. Ostatecznie
fla,a) > 01 f'(F(a), F(a)) < 0 — sprzecznosé. O
Stwierdzenie 246. Kazda forma symetryczna nad R jest wyznaczona jednoznacznie przez rzqd i sygnature.

Twierdzenie 247. Twierdzenie Witta.

21. WYKEAD 23 (31 V)

21.1. Przestrzenie symplektyczne. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z zadana forma antysyme-
tryczng.

Przyklad 23. Jesli dim(V) =1, to f = 0. Jesli dim(V) = 2, to f = 0 lub ma postaé
f((@1,22), (y1,92)) = 1y2 — 2231

Stwierdzenie 248. Niech V bedzie przestrzeniq z formaq antysymetryczng. Istnieje baza w ktérej forma ma
postacé
0 I
-1 0
0 0

o O O

Dowdd. Dowdd przez indukeje. Jedli istnieje wektor o € V' taki, ze f(a, V') =0, to wybieramy podprzestrzen
W C V taka, ze Wlin(«) i niech 3; bedzie baza symplektyczna W. Wtedy (5;)U{a} jest baza symplektyczna
V. Jesli zdegenerowany wektor « nie istnieje, wybierzmy dowolne « # 01 o/ takie, ze f(«a, ') = 1. Oczywiscie
@, o/ nie sa wspotliniowe, wiec dim(a, o’) = 2. Niech at, (')t — sa to podprzestrzenie wymiaru n — 1 i nie
sa sobie réwne, wiec dim(W) =n — 2, gdzie W = o N (/). Latwo sprawdzié, ze W N lin(a, '). Mozemy
wiec wzigé baze symplektyczng W i dotaczyé a i o, O

Definicja 249. Przestrzen wektorowa V' z zadanag niezdegenerowana forma dwuliniowa antysymetryczna
f:V®V — K nazywamy przestrzenia symplektyczna.

21.2. Diagonalizacja form kwadratowych. Niech f : V®V — K bedzie forma symetryczna,aq:V — K
odpowiadajaca jej forma kwadratowa. Wybierzmy baze (8;)7-; i niech A = (a;;) bedzie macierzag Grama
formy f.

Stwierdzenie 250. Jesli B = (8;)1, jest bazq ortogonalng zlozong z wektordw wlasnych przeksztalcenia
zadanego macierzqg A, to macierz Grama w bazie B jest diagonalna.
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Dowdd. Wiemy, ze (; sa wektorami wlasnymi przeksztalcenia

vy Bby

)

wice f(Bi, B5) = f(Bi)(B;) = ¢B; (8;) = 0 dla i # 7. O

Stwierdzenie 251 (Ortogonalizacja G-S). Niech (5;)1, bedzie bazq. Niech 7y; bedzie bazq zadang wzorem
indukcyjnym
k—1

Wi =Bk = > F(Bry i) F(ir i) i
i=1
Wowczas w bazie ~y; forma ma macierz diagonalng — o ile nie zdarzy sie, ze q(v;) = 0. W ogdlnosci nalezy
zadbac o to, aby najpierw bra¢ wektory nieizotropowe.

Stwierdzenie 252 (Sprowadzenie formy kwadratowej do sumy kwadratéw). Zaldzmy, ze q dane jest wzorem
n n
q(w1,... 1) = Z Zaijxixj
i=1 j=1

Istnieje podstawienie y; = hi(x1,...,x,) takie, Ze
n
a1, yn) = Y biyl
i=1

Dowdd. Dowdd indukcyjny. Rozwazamy dwa przypadki. Jesli pewna warto$é na przekatnej jest niezerowa,
mozemy zaltozyé, ze ay; # 0. Mamy

qg(z1,...,xy) = allm% + 221 (a1ow2 + - + a1pxn) + ¢ (T2, .. ., T0),
gdzie ¢’ jest pewng forma kwadratowa od n — 1 zmiennych. Dalej
2
a12 ay
q(r1,...,qn) = a1 (561 +—Ty 4+ nxn) +q" (29, ..., 1)
ai1 a1

dla pewnej innej formy ¢”. Po podstawieniu
1
yl:m1+a7(a12x2+"'+a1nxn)a Y2 =2T2,...,Yn = Tn
11

mamy q(y1,.-.,Yn) = a1193 + ¢" (Y2, - - ., yn). Nastepnie stosujemy analogiczng redukcje dla formy ¢
Drugi przypadek: wszystkie a;; sa rowne 0. Wtedy albo A = 0 i mozna wybra¢ dowolna baze, albo mozna
zaloZyc’, ze a1z = a9 75 O, ai1 = Qg = 0. Wtedy

q(:vl, L. ,.Z‘n) = 2a120129 + .1‘111(373, ey Z‘n) =+ 1‘212(.133, - ,mn) + q’(xg, - ,.Tn)
Podstawiamy 1 = y1 + y2, T2 = y1 — Y2, x; = y; dla i > 3. Wtedy
q(yh R 7yn) = 20/123}% - 200121/5 + q”(yh CIaE 7yn)7

przy czym w ¢ nie wystepuja y? ani y3. Mozne wiec do tej formy zastosowaé sposéb 1. O
22. WYKEAD 24 (2 VI)
22.1. Potegi symetryczne i zewnetrzne. Niech K — cialo charaktektystyki réznej od 2.

Stwierdzenie 253. Niech f bedzie formqg dwuliniowg na V. Wowczas f mozna traktowaé jak homomorfizm
f:VeV K.

o Jesli forma f jest symetryczna witw fla®@ f— @ a) =0 dla o, € V.

o Jesli forma [ jest antysymetryczna witw f(a @ a) =0 dla a € V.

Definicja 254. Potegq symetryczng (druga) przestrzeni V nazywamy przestrzen
S2V)=Ve@V/lin{fa® 3 - o al.
Potegg zewnetrzng (druga) przestrzeni V nazywamy przestrzen
A (V) =V @ V/lin{a® a}.



35

Stwierdzenie 255. Formy symetryczne na V odpowiadajg homomorfizmom S*(V) — K, a formy antysy-
metryczne homomorfizmom A*(V) — K.

Stwierdzenie 256. Jesli (3;)"_, jest bazq V, to
e Baze S*(V) stanowiq tensory B; @ B; oraz 3; @ Bj + 8; @ B; dla i < j, a wiec dim(S?*(V)) = @

e Baze A*(V) stanowiq tensory B; ® Bj — 3; @ B; dla i < j, a wiec dim(A*(V)) = w
o Mamy rozklad V@V = S2(V) @ A*(V).

22.2. Formy wieloliniowe. Zal6zmy, ze K jest cialem charakterystyki 0.
Definicja 257. Formg k-liniowg nazywamy przeksztalcenie f : V¢ — K.

Definicja 258. Forma k-liniowa jest symetryczna jesli zachodza réwnowazne warunki:

o fl@1, @i 1,04, Tig1, .- ’ij—laiL’j,ijrlw-wak) = f($17--~7Ii—1,$j7xi+1,--~717j—17$i7xj+1,---,mk)
o f(z1,...,7) = f(zo(1)s- - Tok)) dla dowolnej permutacji o € X,,.

Definicja 259. Forma k-liniowa f jest antysymetryczna jesli zachodza réwnowazne warunki:

[ ] f(ml,...,xi_l,aji,xi+1,...,xj_l,a:j,xj+1,...,a:k) = —f(a:l,...,xi_l,xj,xi+1,...,xj_l,xi,xj+1,...,xk)
o f(w1,...,m1) = |o] - f(Ts(1),-- s To(n)) dla dowolnej permutacji o € 3.
o f(;z:l,...,xk):Ojeéli T, =Ty dlaz;«é]

Stwierdzenie 260. Jesli f jest symetryczna, to
f@1® @80 R @Iy —T1® T, ® DT @ @ ap) = 0.

Jesli f jest antysymetryczna, to

fE1®-®;®- - ®z;® - @xx) = 0.
Definicja 261. k-tqg potegg symetryczng V nazywamy

S*(V) = V®* /tensory z zamienionymi wsp6irzednymi.

n-tg potegq zewnetrzng V nazywamy

AR (V) = V®F Jtensory z powtérzeniami.

Stwierdzenie 262. Formy k-liniowe symetryczne to funkcjonaly na S*(V). Formy k-liniowe antysyme-
tryczne to funkcjonaty na A¥(V).

Definicja 263. Symetryzacja s: V& — S¥(V)
1
s(a1®-~-®ak) = E Z aa(1)®...®ag(k)
: oceX)

Stwierdzenie 264. Niech (3;) bedzie bazq przestrzeni V. Przestrzen S™(V) jest generowana przez tensory
postact

ﬁil K& ﬁlk
dla iy < -+ <ig. Przestrzen A™(V) jest generowana przez tensory
Bi, @ -+ ® Bi,

dlai; < - <.

Uwaga. Oznaczenie — tensory w potedze zewnetrznej oznaczamy
oy A N ag,

a przestawienie dwoch wspolrzednych powoduje zmiane znaku.

Wniosek. Jesli dim(V') = n, to

o dim(S¥(V)) = ("tF ),
o dim(A*(V)) = (}).
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22.3. Przyklady form k-liniowych.
Przyktad 24. Tloczyn wektorowy: A"~ 1(V) — V.
Przyktad 25. Wyznacznik: A"(V) — K.
23. WYKEAD 25 (7 VI)
23.1. Wielomiany. Niech K bedzie dowolnym cialem.

Definicja 265. Wielomianem na zmiennych z1, ..., x, nazywamy wyrazenie postaci
E ) i in
allw--;lnxl e xnﬂ7
11 5eenyin 20

gdzie a;, ... i, sa elementami K prawie wszystkimi réwnymi 0.

Definicja 266. Suma i iloczyn wielomiandw.
Definicja 267. Oznaczenie: K[z1,...,z,].
Definicja 268. Stopien wielomianu.

Definicja 269. Funkcja wielomianowa zadana przez wielomian.

Stwierdzenie 270. Jesli cialo jest nieskoriczone, to funkcja wielomianowa jest wyznaczona jednoznacznie
przez wielomian.

Dowdéd. Wystarczy wykazaé, ze jesli W(cy,...,c,) = 0 dla wszystkich (c1,...,¢,) € K™, to W = 0. Dla
n = 1 z twierdzenia Bezout, dalej indukcja z wyodrebnieniem zmiennej. O
Algebry.
Definicja 271. Algebrg nad cialem K nazywamy przestrzen wektorowa A nad K wraz z zadanym mnozeniem
p:AxA—A
ktore jest taczne, tzn.
pla @ p(B 7)) = plpla® f) @7).
Mozna to zapisaé¢ jako réwnos$é u(p ® id) = u(id @ p).
Bedziemy zapisywaé u(a® 3) = a - 8.
Definicja 272. Méwimy, ze algebra A ma jedynke, jedli istnieje element 1 € A taki, ze l -a=a=a- 1.
Definicja 273. Algebra A jest przemienna jesli zachodzi jeden z réwnowaznych warunkéw:

® Vapgeaa-f=0-a,
® Vagea pla® pB) = pu(B® a),
e uT=7Tu:A®A— A gdzieT: A® A — A® A zamienia kolejnosé.

Przykltad 26. Rozszerzenia cial.
Przyklad 27. K[zq,...,2,].
Przyktad 28. End(V) ~ M, x,(K).

Definicja 274. Monoidem nazywamy zbior z tacznym dziataniem i jedynka. Monoid jest przemienny, jesli
to dzialanie jest przemienne.

Definicja 275. Jesli M jest monoidem, to
KM)={f:M — K : f prawie wszedzie réwna 0}

z dodawaniem (f + g)(m) = f(m) + g(m) i mnozeniem

(f-9)m)= > f(mi)g(ms)

mipmoa=m

jest algebra nad K (przemienng o ile M jest przemienny).

Przyklad 29. Dla monoidu N™ otrzymujemy pierscien wielomianéw of n zmiennych.
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23.2. Wielomiany symetryczne.

Definicja 276. Wielomian W (x1,...,x,) jest symetryczny jesli dla dowolnej permutacji o € 3,, mamy
W(zy,...,2n) = W(Tsy,...,0n).

Definicja 277. Elementarnym wielomianem symetrycznym stopnia k od n zmiennych nazywamy wielomian
O'ﬁ: Z Ljq oo e Ly,
1<i1 <+ <ip<n
Przyklad 30. Elementarne wielomiany symetryczne dla matych n.
Twierdzenie 278. Jesli W jest wielomianem symetrycznym od n zmiennych, to istnieje wielomian P taksi,
ze

W(xy,...,2,) = P(oy,...,00).

n

Dowdd. Indukcja wedlug pary (n,s), gdzie n jest liczba zmiennych, a s jest stopniem wielomianu. Jesli
n = 1 to twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy, ze twierdzenie zachodzi dla dowolnych wielomianéw, ktore
maja mniej zmiennych niz n lub n zmiennych, ale stopien mniejszy niz s. Z zatozenia indukcyjnego mamy
przedstawienie

W(zx1,...,2p-1,0) = Q(U}L_l, o ,0’2:%).

Zdefinijmy P, :== P—Q(o},...,0"1). Mozna sprawdzié, ze Py(z1,...,%,_1,0) = 0. Z twierdzenia Darboux

Py dzieli sie przez z,,, a poniewaz jest symetryczny, to dzieli si¢ przez o). Wobec tego istnieje wielomian P»
taki, ze

P=0o"P,+Q(o),...,o" 1.
Wielomian P, ma mniejszy stopien niz n , wigc mozna go przedstawi¢ jako wielomian od wielomianéw
symetrycznych. O
Twierdzenie 279. Jesli Q(ol,...,0%) =0, to Q = 0.
Dowdéd. Bez dowodu. ]

23.3. Wielomiany jednorodne.
Definicja 280. Wielomian w(z1,...,2,) = >, a4, .. i, 21" ... 24" nazywamy wielomianem jednorodnym

n
stopnia k, jesli

n
Qi ... i, 75 0= Zij =k.

j=1

Kazdy wielomian mozna zapisa¢ jednoznacznie jako sume
oo
W(xl,...,xk): § wk(xlw"vl‘n))
k=0

gdzie wy jest wielomianem jednorodnym stopnia k.

Stwierdzenie 281. Niech P, C K|x1,...,x,] to podprzestrzer wielomiandw jednorodnych stopnia k. Wéw-
czas Py jest podprzestrzeniq wektorowq. Ponadto:
L] PO ~ K,

o Py to przestrzen funkcjonaléw liniowych na K™ (tj. Py = (K™)*),
o P, to przestrzer form kwadratowych na K™ (Py = (S?(K"™))* =2 S2((K™)*)).

Stwierdzenie 282. Niech V bedzie skoticzenie wymiarowq przestrzeniq wektorowq z bazq (51, - . ., Bn). Wow-
czas istnieje izomorfizm

i1 Tazy in TAZY

F:P.oal .2 3@ 080 080 @8 cSHV)
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23.4. Funkcje wielomianowe.

Definicja 283. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z baza (01,...,08,). Woéwczas wielomian w €
Klx1,...,x,] zadaje funkcje wielomianowa

fw:V2oa—wBi(a),...,5(a) € K.
Zadaje to homomorfizm K[z, ...,x,] — C(V, K), ktéry jest monomorfizmem jesli cialo K jest nieskoniczone.
Niech A bedzie przestrzenia afiniczna.

Definicja 284. Funkcje f: A — K nazywamy funkcjg wielomianowg, jesli dla wybranego uktadu bazowego
(p; B1, - - ., Bn) istnieje wielomian w(xy,...,z,) taki, ze

! (P + Z Czﬂi) =w(ct,. .., cn).
Stopniem funkcji wielomianowej nazywamy najmniejszy mozliwy stopienn wielomianu w.

Definicja 285. Podzbiér X C A nazywamy hiperpowierzchnig, jesli jest zbiorem zer pewnej funkcji wielo-
mianowej. Podzbidr jest algebraiczny jesli jest przecieciem hiperpowierzchni.

23.5. Klasyfikacja hiperpowierzchni stopnia < 2. Niech A bedzie przestrzenia afiniczng wymiaru n.
Stwierdzenie 286. Hiperpowierzchnia stopnia 0 na A to albo cala przestrzen, albo zbior pusty.

Stwierdzenie 287. Hiperpowierzchnia stopnia 1 to hiperplaszczyzna, zadana z pewnej bazie réwnaniem
xr1 = 0.

Stwierdzenie 288. Kazda hiperpowierzchnia stopnia 2 (kwadryka) na R? jest afinicznie réwnowazna jed-
nemu z ponizszych zbiorow:

2bidr pusty 2> +y> +1=0,

okrag (elipsa) 2% +y?> — 1 =0,

punkt 2 +y> =0,

hiperbola 2 —y2 +1 =0,

dwie proste przecinajgce sie 2?2 —y?2 =0,
parabola 2% +y = 0,

dwie proste réwnolegle x> =1,

prosta 2% = 0.

Dowdod. Mamy
P ={(z,y) € R*: w(z,y) = ax® + bry + cy®> + dx + ey + f =0}
Rozpatrzmy trzy przypadki:

e a # 0 lub ¢ # 0. Mozemy zalozyé, ze a # 0. Wykonujemy postawienie x = = — %y i dostajemy
wielomian, w ktérym wspoétezynnik przy zy jest rowny 0.
e a =c=0, ale b # 0. Podstawiajac x = bz mozna zalozy¢, ze

w(z,y) =xy +dx + ey + f.

Podstawiamy x = u + v, y = u — v i dostajemy wielomian, ktérego czes¢ 2-jednorodna nie zawiera
uv.

Ostatecznie mozna zalozy¢, ze w jest postaci
w(z,y) = ax® + cy® + dx + ey + f.

Podstawiajac = lz, y = my mozemy uzyskaé a,c € {1,0,—1}. Jesli a # 0, to przy pomocy postawienia
r=x— % dostajemy d = 0. Analogicznie, jesli ¢ # 0, to mozemy skasowaé e. Mozna tez unormowaé¢ wyraz
wolny — doprowadzié¢ do stanu w ktérym f € {—1,0,1}. Ostatecznie pozostaja przypadki jak wyzej. (]
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24. WYKEAD 26 (14 VI)

Stwierdzenie 289. KaZdg hiperpowierzchnie stopnia 2 na K" mozna opisa¢ w pewnej bazie rownianiem
az?+ -4 a2+, =0
lub
azi 4 taaitce=0
gdzie ay,...,a, #0.
Dowod. Mamy
W(T1,. .. Tn) = q(T1,. . 2n) @1, ..., 20) + =0,
gdzie ¢ jest forma kwadratowa (wielomianem jednorodnym stopnia 2), a [ funkcjonalem (wielomianem jed-
norodnym stopnia 1). Poniewaz kazda forme mozna zdiagonalizowaé, mozna zalozyé, ze q(x1,...,2z,) =
a1x? +- - +a,r2. Po dokonaniu podstawien z; = z; — 51, gdzie b; s3 wsplczynnikami nowo uzyskanej formy
I mozemy wyzerowa¢ zmienne w czesci liniowej. Otrzymujemy
w(xy, ... 2n) = @12 + -+ a2 + by 1Tppy + -+ bpy +c=0.
Jesli czedé liniowa sie zeruje, to otrzymaliSmy przypadek drugi, a jesli nie to podstawiamy x, = b,112,+1 +
-+ bpxy + ¢, a zmienne T,41,...,T,—1 dowolnie i dostajemy przypadek pierwszy. (Il

Wniosek. Kazda hiperpowierzchnie stopnia 2 na C™ mozna opisaé¢ jednym z rownan

2422 =0

i+ 2t r, =0

i 22 4+1=0

Kazda hiperpowierzchni¢ stopnia 2 na R™ mozna opisaé¢ jednym z rownan

2 2 2 2 _
i R o i e R |

2 2 2 2
x1+...+‘rr_xr+1_..._errs—’—xn:0
af bl —agy — e —ay  +1=0

Stwierdzenie 290 (Klasyfikacja kwadryk na C?). KaZda kwadryka na C? jest opisana jednym z réwnari:
o 22 + 4% + 1. Odpowiadajq jej trzy kwadryki rzeczywiste:
— 22+ 9% + 1 (elipsa urojona),
_ 2 2 ;
x* +y* —1 (elipsa),
— 22 —y? + 1 (hiperbola).
o 22 + 9%, Odpowiadajq jej dwie kwadryki rzeczywiste:
— 22+ 92 (punkt),
— 22 —y? (para prostych przecinajgcych sie)
e 22 +y (parabola)
e 22 + 1. Odpowiadajq jej dwie kwadryki rzeczywiste:
— 22 + 1 (para prostych réwnoleglych urojonych)
— 22 — 1 (para prostych réwnoleglych)
o 22 =0 (prosta)

Stwierdzenie 291 (Klasyfikacja kwadryk na C3). KaZda kwadryka na C? jest opisana jednym z réwnari:
o 22+ 4% + 22 + 1. Odpowiadajg jej nastepujace kwadryki rzeczywiste:
— 22+ 9% + 22+ 1 (elipsa urojona),
— 22+ 9%+ 22 -1 (elipsa),
— 22 +y? — 22 + 1 (hiperboloida dwupowlokowa),
— 22 +y? — 22 — 1 (hiperboloida jednopowtokowa,),
o 22 + 9% + 22, Odpowiadajg jej nastepujgce kwadryki rzeczywiste:
— 22+ 9% + 22 (punkt)
— 22 +y? — 22 (stoiek)
o 22 + 142 + 2. Odpowiadajq jej nastepujgce kwadryki rzeczywiste:
— 22 +y? + z (paraboloida eliptyczna)
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— 22 — y? + 2 (paraboloida hiperboliczna)

o 22 + 142 + 1. Odpowiadajq jej nastepujgce kwadryki rzeczywiste:
— 22 +y? + 1 (walec urojony)
— 22 +y? — 1 (walec eliptyczny)
— 22 — 9% + 1 (walec hiperboliczny)

o 22 +y2. Odpowiadajq jej nastepujace kwadryki rzeczywiste:
— 22 +y? (prosta)
— 22 — y? (para plaszczyzn przecinajgcych sie)

o 22 + y.(walec paraboliczny)

e 22 + 1. Odpowiadajq jej nastepujgce kwadryki rzeczywiste:
— 22+ 1 (prosta plaszczyzn réwnoleglych urojona)
— 22 — 1 (para plaszczyzn réwnoleglych)

e 22 =0. (plaszczyzna)

Definicja 292. Punkt p € A nazywamy $rodkiem symetrii podzbioru przestrzeni afinicznej X C A jesli
p+taceX & p—aeX.

Stwierdzenie 293. Jesli f : A — A jest automorfizmem afinicznym zachowujgcym zbior X C A i p jest
Srodkiem symetrii, to f(p) tez jest $rodkiem symetrii.

Stwierdzenie 294. Niech K bedzie nieskonczonym ciatem charakterystyki roznej od 2. Zalozmy, ze hiper-
powierzchnia X C A nie jest zawarta w Zadnej wlasciwej podprzestrzeni. Jesli

X ={a12? +...a,22 + ¢ =0},
i (81,-..,8n) jest Srodkiem symetrii X, to s; = --- = s, =0. Jesli
X ={a2? +...a,2% + 2, = 0},

to X nie ma $rodka symetrii.

Dowdd. Istnienie jest oczywiste. Zalézmy, ze zachodzi przypadek 11 (s1,...,s,) jest Srodkiem symetrii. Jesli
(z;) € X, to
T T
Zflﬂ?? =-—c= Z a;(2s; — xi)Q
i=1 i=1
wiec

-
Zai(éls? —4s;x2;) =0
i=1

czyli wspélrzedne (x;) musza spelnia¢ pewna tozsamo$é liniowa ktéra jest nietrywialna jesli s; # 0 dla

pewnego s; € {1,...,r}.
W przypadku 2 niech s = (s1, ..., s,) bedzie $rodkiem symetrii. Jedli s € X, to

-
E aisf + s, =0.
i=1

Sprawdzamy, ze (—s1,82,...,5,) € X skad wynika, ze (3s1,52,...,8,) € X, wiec 8s? = 0. Analogicznie

pokazujemy, ze s; = --- = s, = 0, a wiec réwniez s, = 0. Ale to nie jest Srodek symetrii. Jesli (s1,...,5,) &
X, t0 (81,.++,80_1,—a183 — -+ — a,s2) € X, ale punkt symetryczny ma wspélrzedne

(81,000, 8n_1,0185 + -+ a,«sf + 2s5,)
i jak mozna sprawdzi¢ nie nalezy do X. O

24.1. Stozkowe. Niech K = R.

Stwierdzenie 295. Dla kazdej nicosobliwej hiperpowierzchni X C R? stopnia 2 istnieje wloZenie afiniczne
R? — R3 takie, Ze X jest przeciwobrazem standardowego stozka x2 + y? — 22 = 0.

Od tego momentu rozpatrujemy metryke na R2.
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Definicja 296. Niech a € R?, K C R bedzie prosta i e > 0. Stozkowg o ognisku a, kierownicy K i
mimosrodzie e nazywamy zbior

S(a,K,e) ={peR*: o(p,a)=e-o(p,K)}.

Stwierdzenie 297. Dla a € K stozkowa jest zbiorem pustym dla e < 1, prostq dla e = 1 i sumq dwdch
prostych dla e > 1.

Stwierdzenie 298. Dia a & K, to stozkowa jest elipsq, jesli e < 1, parabolg dla e =1 i hiperbolg dla e > 1.
Okrgg jest zdegenerowanym przypadkiem elipsy — dla kierownicy w nieskonczonosci.

Definicja 299. Kanoniczne réwnanie elipsy (a,b — osie):

22 . 2 )
a? b2 ’
Kanoniczne réwnanie hiperboli (¢ — 0§ rzeczywista, b — o$ urojona):
22y )
a? b2 '
Kanoniczne rownanie paraboli:
z? = 2dy.

Stwierdzenie 300. Kaidg stozkowg mozna zapisaé w postaci kanonicznej w pewnym metrycznie réwnowaz-
nym ukladzie wspolrzednych.

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze K = {(u,y) : y € R}, a = (v,0), gdzie r = u — v jest
odlegloscia pomiedzy ogniskiem a kierownica. Wéwczas S(a, K, e) dana jest réwnaniem
(= v)* +y? = e*(z —u)?
czyli
22(1 — €%) + 2(—2v + 2¢%u) + y* = (e*u? — v?).
Zalézmy, ze e # 1. Wéwcezas mozemy dobraé u, v tak, aby v = e?u przy zachowaniu r. Konkretnie
1 e?
U=-——=r, V=-—-=T.
1—e2 1—e2
Dostajemy wtedy réwnanie
1 et e?
2 2 2 2 ( 2 2
z°(1—e =7rle — =r .
=) +y ( e (162)2> e

Po podzieleniu przez prawa strone otrzymujemy

9 2
z? (1_62> +y° (' 162') =1,

re re

przy czym znak przy y jest dodatni dla e < 1 i ujemny dla e > 1. Otrzymujemy réwnanie elipsy (hiperboli)

o osiach
e e

=r——, b=r————.
1—e2 V1= e

i dostajemy réwnanie

y? = 2rzx. O

a

T

Dla e = 1 przyjmujemy u = —5, v = 3

Stwierdzenie 301. Kazdg forme kwadratowq na przestrzeni unitarnej R? mozna zdiagonalizowaé przy po-
mocy unitarnej zmainy bazy.

Stwierdzenie 302. KazZda hiperpowierzchnia stopnia 2 jest izometryczna z pewnq stozkowq w postaci ka-
noniczne;.



