ZADANIA GAL*

1. ROZNE

1.1. Niech K bedzie ciatem, a n > 1 liczba naturalng. Méwimy, ze para (K,n) ma wtasno$é O, jesli dla kazdej

pary macierzy A, B € Myxn(K) takiej, ze B jest odwracalna, istnieje t € K takie, ze macierz C;y = A + tB jest

nieodwracalna.

(a) Dla jakich n > 1 para (C,n) ma wlasnosé O?

(b) Dla jakich n > 1 para (R,n) ma wtasnosé¢ O?

(c) Dla jakich n > 1 istnieje cialo K takie, ze (K, n) nie ma wlasnosci O?

(d) Czy dla kazdej pary (K,n) i kazdego wielomianu w(t) € K|t] stopnia n istnieja macierze A, B € My x»(K) takie,
ze det(A +tB) = w(t)?

1.2. Dany jest C-liniowy endomorfizm f : C* — C". Niech detc(f) (odpowiednio detr(f)) bedzie wyznacznikiem
f traktowanego jako endomorfizm przestrzeni wektorowych nad C (odpowiednio: R). Wyrazié¢ detr(f) za pomoca
detc(f).
1.3. Niech K bedzie ciatem, a V' C K[z] dowolng podprzestrzenig liniowa. Udowodnié, ze V posiada baze zlozong z
wielomianéw o réznych stopniach:
(a) Przy zalozeniu, ze V jest skoficzenie wymiarowa.
(b) Bez tego zalozenia.
1.4. Dane sa przestrzenie wektorowe V, W nad cialem K, dim(V) = m, dim(W) = n.
(a) Niech A = (aa,...,an) bedzie baza V, a B = (B1,...,06,) baza W. Znalezé baze ;; przestrzeni Hom(V, W)
taka, ze jesli M (f)4 = (aij), to f =32, > aijvij.
(b) Dla dowolnego endomorfizmu g : W — W wyrazié¢ wyznacznik endomorfizmu
g« : Hom(V,W) 5 f+ go f € Hom(V, W)

za pomoca det(g).
(c) Dla dowolnego endomorfizmu h : V — V wyrazi¢ wyznacznik endomorfizmu

g« : Hom(V,W) > f — f o h € Hom(V, W)
za pomoca det(h).

2. HOMOMORFIZMY
We wszystkich ponizszych zadaniach V', W, ...oznaczaja przestrzenie wektorowe nad ciatem K.

2.1. Znalez¢ baze B przestrzeni R"/V oraz macierz M(q)?t homomorfizmu ilorazowego ¢ : R" — R"/V jesli
(a) n=3,V =1lin((1,2,0),(—1,-1,0))

(b) n=4, V =1in((1,1,0,0),(-1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,0,0,1))

() V=A(z1,...,2n) : Z?Zl zn =0}

(d) V=A{(x1,...,azn): Y @n=0, 3" ixn =0}

Czy zawsze mozna wybraé baze ztozong z warstw wektoréw bazy standardowej?

2.2. Udowodnié, ze dla dowolnego endomorfizmu f : V' — V istnieje dokladnie jeden endomorfizm

gr : V/ker(f) — V/ker(f)
taki, ze gf o g =gqo f, gdzie g : V. — V/ker(f) jest przeksztalceniem ilorazowym. Czy
2.3. Czy istnieja endomorfizmy f, f': V — V tanie, ze f # f', ker(f) = ker(f') oraz gy = gs?
2.4. Dla endomorfizmu f : R® — R" znalez¢ baze B przestrzeni coim(f) := V/ker(f) oraz macierz przeksztalcenia
g5 o ktéorym mowa powyzej w tej bazie, jesli

(a) n=3, f(r1,r2,23) = (v2 — 3, T3 — T1, 21 — T2)
(b) n=4, f(x1,2z2,23,24) = (x1 + T2 + T4, T2 — T3 — 2T4, T1 + 3 + 3T, T1 + T2 + 24)
(C) f(xla"'vx’ﬂ) = (071‘1,ZE2,...,1'71,71)
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2.5. Macierz A € My, xn(K) zapisaé w postaci iloczynu A = BC, gdzie B € Mmxr(K), C = Myxn(K), a r jest
rzedem macierzy A.

1 1 2 2

2 2 1 1
(a) K=R, A= 11 2 92

2 2 1 1

1 2 3 4
(b) K=R,A=[5 6 7 8

9 10 11 12

1 1 0 1

0 2 1 1
(C)K—Fg,A— 1 0 1 2

2 1 1 0

1 7 -1 —
d) K=C, A= i -1 — 1

2.6. Niech V,W,Y, V', W’ beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K. Skonstruowaé kanoniczne (tj. nie zalezace
od wyboru bazy) izomorfizmy.

(a) V/W =~ (V/Y)/(W/Y)dlaY CW C V.

(b) (VeW)/(V'eW)~(V/VYe(W/W)dlaV' CV, W CW.
() VeW) ~V eW"

(d) Hom(Y,V/W) ~ Hom(Y,V)/Hom(Y, W).

3. KATEGORIE

3.1. Udowodnié, ze kategoria Set., ktorej obiektami sa zbiory z wyréznionym punktem, a morfizmami funkcje
zachowujace punkt wyrdzniony, jest kategoria.

3.2. Pokazaé, ze przyporzadkowanie przestrzeni liniowej zbioru jej wektoréw jest funktorem Vectx — Set..
3.3. Pokazaé, ze przyporzadkowanie zbiorowi X przestrzeni liniowej

K[X] = {Z cex : prawie wszystkie ¢, sg ZEI‘OWE}

reEX

jest funktorem Set — Vectxk.
3.4. Obliczy¢ granice prosta i odwrotng diagramu V. — W.
3.5. Udowodnié, ze jesli A ma obiekt poczatkowy ao, to dla dowolnego funktora F': A — C zachodzi lim F = F(ao).

3.6. Obliczy¢ granice proste diagraméw
R? R

0 X

R —— R? 2 —=R
o7
1

3.7. Niech A bedzie kategorig z jednym obiektem @ i morfizmami {id,,t}, gdzie t> = id,. Niech F : A — Vectg
bedzie funktorem takim, ze F(a) = R? oraz

(a) F(t)(z,y) = (z,9),
(b) F®)(z,y) = (-2, -y),
(c) Ft)(z,y) = (y, 7).

Obliczy¢ granice prosta i odwrotng funktora F.
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4. WEKTORY I WARTOSCI WELASNE

4.1. Znalezé wektory i wartosci wlasne macierzy

5 6 -3 1 -1 1 0 2 1
-1 0 1 1 0 0 -2 0 3
2 2 -1 0 1 O -1 -3 0

4.2. Niech K bedzie ustalonym ciatem. Dla wielomianu w(z) € K[z] oznaczmy
w(z)K[z] := {w(z)v(z) € K[z] : v(z) € K[z]}.
Dany jest endomorfizm
[ Kzl /w(x)K[z] 3 v(z) + w(z) K[z] — zv(z) + w(z) K] € K[z]/w(z)K[z].
(a) Znalez¢ wektory i wartosci wlasne f jesli K = Ciw(z) = 2™ — 1.
(b) Opisaé wektory i wartosci wtasne f w ogdlnym przypadku.
4.3. Niech A € M,,x»(K) bedzie macierza odwracalna. Wyrazié wartosci wlasne macierzy A~! za pomoca wartosci
wlasnych A.
4.4. Endomorfizm f € End(V) jest nilpotentny jesli f* = 0 dla dostatecznie duzego k.
(a) Udowodnié, ze jesli f € End(V) jest nilpotentny i dim(V) = n, to f* = 0. Podaé przyktad nilpotentnego
endorfizmu takiego, ze f"~! # 0.
(b) Znalezé wszystkie klasy nilpotentnych endomorfizméw R™ dla n < 4.

4.5. Dany jest endomorfizm f € End(R"). Wyrazié
su]é) lim {/|| /()]
o€ n n—oo

w terminach wartosci wtasnych f.

4.6. Dla grafu I o n wierchotkach definiujemy macierz grafu A(I') = (a;;) wzorem

- J1 jesliaib sy polagczone krawedzig,
i = {0 w przeciwnym przypadku.
Obliczy¢ wartosci wlasne i wektory wlasne:
(a) grafu pelnego,
(b) gwiazdy,
(c) ciagu,
(d) okregu.

4.7. Obliczy¢

G ()

4.8. Znalez¢ posta¢ Jordana i baze Jordana macierzy

1 2 1 -1 -5 -7 2 2 0
(a) <—1 -4 -3 ) (b) (-2 -4 -7 ) (c) (-1 -1 -1 >
1 6 5 2 5 8 2 2

1

0 -1 0 0 2 4 -3 -2 11 1 1
2 3 0 1 1 1 1 2 1 -1 0 -1
@3 2 1 9 ©f 3 o o o OFf 1 0 2
1 -1 0 0 0o 1 1 -1 0 1 -1 0

0 -1 0 -1 -1 3 0 4 3 0

1 -1 -1 -1 -1 5 2 9 5 2

@] o o o o 1 ml-1 0o -1 -1 o0

11 1 1 1 0O 0 0 0 0

0o 1 0 1 0 2 1 -4 -2 -1

4.9. Znalezé postaé¢ Jordana macierzy J,(A\)*, gdzie J,,()\) jest klatka Jordana n x n o wartoci whasnej \.
4.10. Wyrazi¢ wielomian minimalny macierzy A @ B za pomocg, wielomianéw minimalnych macierzy A i B.

4.11. Znalezé wielomian minimalny macierzy J,,(\).
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4.12. Znalezé postacé i baze Jordana:

(a) wa(A) = (1-X)°

—12
0
1

—12
0
6

(b) we(N) = (1 =X

-2
-2 ) (B-1)=0.
5

-1
0
2

—2
B=|-3
6

4.13. Znalezé postacé i baze Jordana:

(a)

-6 -2

0

-1 -2 -1 -2

—4

-3
-3

—4 -3 -2

-8
-3

-2

0

0 0 0
-2 -2 =2

0
0

1 1 0
-1 -5 —4

1
-7
-3

0

-1

CS

(A =1+ 1%,

(d) wo(X)

0 0
0 1
-2 -1
1 -1

1
1
-3
0

(

(€) we = —A3(A—1)?

- — O O O

1
-1
—2

1

2

1
0
-1
0
0

2
-1
—1

0

1
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5. PRZESTRZENIE AFINICZNE I RZUTOWE
5.1. Dana jest podprzestrzen H = {(z,y,2) : 3z 4+y — 2 = 1} C R® oraz rzut f : R®> — R® na plaszczyzne
M = af((0,1,0),(2,1,-1),(1,1,1)) wzdtuz wektora a = (0, 1,1).
(a) Znalezé wzér na f.
(b) Znalezé uklad réwnan opisujacy f(M).
5.2. Znalezé baze punktows przestrzeni afinicznej AN B, A, B C R?* gdzie
A =af((1,0,0,1),(2,1,1,1),(0,1,-1,0),(1,1,1,1)), B = af((0,0,0,1), (1,-1,-1,-1),(2,3,4,5)).
5.3. Zbadaé, dla jakich z,y € R istnieje przeksztatcenie afiniczne f : R? — R? takie, ze
fL2) =11,  f(2,-1)=(26), [f(=1,-3)=(0,-4),  f(1,5)=(a,b).
5.4. Znalez¢ macierz przeksztalcenia
f:R¥> (z,y,2) m Rz —y—z+ 1L, z+y—22+2) eR?
w bazach punktowych ((1,1,1),(1,2,3),(0,1,0), (-1,1,0)) oraz ((2,1), (1,1), (0, —1)).
5.5. Znalezé réwnanie opisujace podprzestrzen af(L U L") C R*, gdzie
L={(1+t2—t,2t)cR*: teR}, L' ={(2t,t+1,0,t)€R": t € R}.
5.6. Dla jakich wartosci s € R istnieje prosta rownolegta do plaszczyzny
P={(z,y,2: z+2y—2=4)} CR®
przechodzaca przez punkty (1,0,0) i (2,s,3)?
5.7. Dane sa plaszczyzny
Li={(z,y,2): v+y+2z=2}, Ly ={(z,y,2): 2z —y=1}
Znalezé réwnanie plaszezyzny Ls takiej, ze (1,2,3) € L3 oraz dim(Li1 N Ly N Lg) = 1.
5.8. Znalezé réwnanie parametryczne prostej L C R®, ktéra przechodzi przez punkt (1,1,1) oraz przecina proste
Ly ={(t2t+1,1—-1t): t € R}, Lo={(2+2t,—t,3): t € R}.
5.9. Znalez¢ warunki konieczne i dostateczne na to, aby przeksztalcenie afiniczne f : A — A bylo

a
b

9

) przesunieciem o wektor,

) rzutem na podprzestrzen,
¢) symetria wzgledem podprzestrzeni,
d) obrotem (dla K = R),

¢)

)

1

1

(f

(

(

(

(

(e) przeksztalceniem skonczonego rzedu (K algebraicznie domkniete),

miato punkt staty.

5.10. Znalezé¢ wszystkie klasy réwnowaznosci automorfizméw afinicznych R2.

5.11. Znalez¢é wszystkie podprzestrzenie niezmiennicze endomorfizmoéw
fl@y)=(+Lz+2y+3), g(z,y,2)=022+1,32+2,4y+3).

5.12. Udowodnié twierdzenie Cevy.

5.13. Znalezé¢ wszystkie izomorfizmu réwnowaznosci automorfizméw afinicznych R2.

5.14. Opisaé¢ wszystkie klasy izomorfizmu afinicznego czworokatéw wypuktych.

5.15. Opisaé¢ wszystkie automorfizmy afiniczne, ktére zachowuja,

(a) sympleks A",

(a) n-kat foremny,

(a) szescian.

5.16. Opisaé¢ wieloscian dualny do graniastostupa, ktérego podstawa jest n-kat foremny.

5.17. Udowodnié, ze jesli (p;), (¢;) sa tréjkami réznych punktéw na przestrzeni rzutowej, to istnieje doktadnie jedno
przeksztatcenie rzutowe f : P* — P! takie, ze f(p:) = gi.

5.18. W powyzszym zadaniu znalezé warunek na to, aby punkty f(ps) = ga.

5.19. Znalezé wzér na przeksztalcenie rzutowe f : P! — P! takie, ze f([1 : 0]) = [z1 : z2], £([0,1]) = [v1 : v,
F(1:1)) = [21 : 22].
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6. PRZEKSZTALCENIA DWULINIOWE
6.1. Sprawdzi¢, ze mnozenie wielomianéw zadaje przeksztalcenie dwuliniowe K[z] X K[z] — K.

6.2. Znalez¢é macierz przeksztalcenia dwuliniowego K[z]/(z™) x K[z]/(z") — K][z]/(z™) zadanego przez mnozenie
w bazie standardowej.

6.3. Pokazad, ze istnieje naturalny izomorfizm K[z,y] & Kz] ® K[y].

6.4. Niech T : K" @ K" — K" ® K" dane bedzie wzorem T(z ® y) = y ® x. Znalezé bazy przestrzeni ker(T — id)
oraz ker(T +id).

6.5. Dla przestrzeni wektorowych W C V| X skonstruowaé kanoniczny izomorfizm (V/W)®@ X 2 (V@ X)/(W @ X).

6.6. Podac przyktad przeksztatcenia VW — V @W | ktérego nie da si¢ przedstawié w postaci f®g dla f € End(V),
g € End(W).

6.7. Sprawdzié¢ dla jakich a, b, c € R wzér
F((@,), () = aza’ + blay’ +2"y) + c(yy)
zadaje iloczyn skalarny na RZ.
6.8. Udowodnié, ze dla dowolnego iloczynu skalarnego (—, —) na V zbiér
B(0,r) ={aeV:|lafl <c}
jest wypukty. Znalez¢é jego wierchotki.
6.9. Udowodnié, ze dla dowolnego wektora aw € V' przestrzeni unitarnej V' i dowolnej podprzestrzeni W C V' funkcja
0:W3p—lla—p|leR
przyjmuje minimum w doktadnie jednym punkcie.
6.10. Pokazaé, ze podzbiér V* ® V* sktadajacy sie ze wszystkich iloczynéw skalarnych jest wypukty.
6.11. Niech C bedzie przestrzenia funkcji ciagtych na odcinku [0, 1]. Udowodnié, ze

1
CxCS(f,g)H/fgeR
0

jest iloczynem skalarnym.
6.12. Znalez¢é macierz symetrii prostopadlej wzgledem {(x,y,z) : « —y + 2z = 0} w bazie standardowej.

6.13. Przeprowadzi¢ ortogonalizacje Grama—Schmidta na ukladzie wektoréw
a1 = (07 17 1a 0)7 Q2 = (Oa 11 070)7 a3 = (17 la 17 1), Qg = (1> 27 3a4)

przestrzeni R* za standardowym iloczynem skalarnym.

2 -1 1
A=|-1 1 0
1 0 3

(a) Udowodnié, ze macierz A zadaje iloczyn skalarny na R3.

(b) Znalezé bazg ortonormalna przestrzeni R® z tym iloczynem skalarnym (np. przez ortonormalizacje bazy standar-
dowej).

(c) Znalezé réwnanie plaszczyzny prostopadlej do wektora (1,2,3) przy uzyciu iloczynu skalarnego zadanego przez
macierz A.

(d) Rozwiazaé zadanie 6.12 przy uzyciu tego iloczynu skalarnego.

6.14. Dana jest macierz

6.15. Niech V C R[z] bedzie podprzestrzenia wielomianéw stopnia mniejszego niz 4 w przestrzeni unitarnej R[z] z

iloczynem skalarnym
-1
(v,w) = / vw.
1

6.16. Niech t € R i niech f; : R* x R® — R bedzie funkcja zadang wzorem

Znalez¢ baze ortonormalna V.

fe((z1, 22, 23), (Y1, Y2,¥3)) = 2211 + (T1y2 + T2y1) + 222y2 + 2(z2ys + T3y2) + tx3ys.

(a) Dla jakich wartoéci parametru ¢ funkcja f; zadaje iloczyn skalarny na R3?
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(b) Znalezé wzér na rzut prostopadly na plaszczyzne x3 = 0 z iloczynem skalarnym fs.
6.17. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb a, b, ¢ € R zachodzi nieréwnos$é
(a+b+e)V2< Va2 +b02+ b2+ + Va2 + 2.
6.18. Udowodnié, ze dla dowolnych wektoréw a, 3,y € V zachodzi
llac = A1+ 118 = 71I* = 3l = BII* + 2] 3 (e + ) — I

6.19. Niech f bedzie izometrig R* ze standardowym iloczynem skalarnym. Pokazaé, ze

(a) Kazda wartosé¢ wlasna f jest réwna 1 lub —1.

(b) Jesli det(f) =1, to f jest obrotem.

(c) det(f) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy podprzestrzen punktéw stalych f ma wymiar nieparzysty.

(d) Jedli det(f) = —1, to istnieje prosta L taka, ze f jest ztozeniem obrotu wokét L z symetria wzgledem L.

6.20. Czy istnieje rodzina funkcji ciaglych a;;(¢) : [0,1] — R, 4,5 € {1,2} taka, ze Ao = I, A1 = —I, gdzie

A, = a11(t) a12(t)
’ az1(t) aza(t)
oraz dla kazdego t € [0, 1] macierz A; jest
(a) symetryczna i odwracalna,

(b) ortogonalna?

6.21. Pokazaé, ze jesli A € M, x(R) jest antysymetryczna, to (A—1I)"'(A+1T) jest ortogonalna i 1 nie jest wartodcia
wlasna.

6.22. Znalez¢é réwnanie parametryczne podprzestrzeni M, ktéra zawiera (1,2,1,0) i jest prostopadia do prostej
(-1,2,0,2) +¢(1,1,1,-1).

6.23. Znalezé wzér na odlegto$é punktu p = (z1, ..., x,) do plaszczyzny zadanej réwnaniem Z a;x1 = bw przestrzeni
euklidesowej R™ ze standardowym iloczynem skalarnym. Jak zmieni sie ten wzér jesli uzywamy innego iloczynu
skalarnego?

6.24. Obliczy¢

(a) odleglo$é pomiedzy prosta (1,2,3) +¢(1,1,1) a prosta (0,1,1) +¢(2,0,—1).

(b) odleglto$é pomigdzy plaszczyzna

L = 1 —x2+x3=0

T1+22—x3+ x4 +25 =1
1 +x4 —x5 =1

a prosta (1,2,1,0,0) +¢(0,0,0,1,1).
6.25. Pokazaé, ze kazda macierz unitarna jest diagonalizowalna.

6.26. Pokazaé, ze jesli et4 jest macierza ortogonalna/unitarna dla kazdego t € R, to A jest macierza antysymetrycz-
ng/antyhermitowska.

6.27. Oznaczmy e; = (0,...,0,1,0,...,0), gdzie 1 znjduje si¢ na i-tym miejscu. Znalezé miare zbioru

a) lin{(0,0,0), (1,1,0), (2, —1 1)}

(b) 1in{(0,0,0), (1,1,0), (2, ~1,1), (3,
(c) 1in{(0,0,0),(1,1,0),(2,-1,1), (3,
(d) lin{e1,...,en,—e€1,... —en} CR
(e) lin{er,...,en} CR"™

6.28. Zortonormalizowaé uktad wektoréw (1,4,0), (2414, 1, —i), (0,1,1) w C* ze standardowym iloczynem skalarnym.
6.29. Pokazad, ze kazda macierz unitarna jest diagonalizowalna.

6.30. Znalez¢ baze ortonormalng endomorfizmu R? danego macierza

1 14 2 14
3 2 -1 -16
14 -16 5

6.31. Macierz A € M,,x»(C) jest normalna jesli AT A = AA”. Pokazaé, ze kazda macierz normalna gérnotréjkatna
jest diagonalna.
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7. FORMY DWULINIOWE
7.1. Sklasyfikowa¢ formy kwadratowe na przestrzeni wymiaru 1 nad dowolnym ciatem.

7.2. Pokazaé, ze kazde dwie niezdegenerowane formy symetryczne z wektorem izotropowym sg izomorficzne. Kazdy
element ciala jest wartoscia takiej formy.

7.3. Przestrzen z poprzedniego zadania nazywa sie plaszczyzna hiperboliczna H. Pokazaé, ze dla kazdej przestrzeni
V' z forma symetryczng f istnieje rozktad
V=ZeoH'qV

taki, ze f(Z,V) = 0 oraz V' nie ma wektoréw izotropowych.

7.4. Zalézmy, ze q(a) = q(B) # 0 dla o, 8 € V i q jest forma kwadratowg na V. Pokazaé, ze istnieje automorfizm
g:V — V zachowujacy q taki, ze f(a) =

7.5. Udowodnié nastepujace twierdzenie Witta: jesli Vi, Vo, W sa przestrzeniami z forma kwadratowa oraz Vi @ W i
Vo @ W sa izomorficzne, to Vi i Va2 s izomorficzne.

7.6. Niech V bedzie przestrzenia wielomianéw stopnia < m nad R. Znalezé sygnature i rzad formy kwadratowej
q(w) = w(a)?, dla a € R.



