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Rozdzial 1

(Generowanie zmiennych losowych

1.1 ,Liczby losowe”

U podstaw symulacji stochastycznych lezy generowanie ,liczb pseudo-losowych”, nasladuja-
cych zachowanie zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym na przedziale [0, 1]. Jak to
sie robi, co to jest ,pseudo-losowos$¢”, czym sie rozni od ,prawdziwej losowosci”? Dyskusja na
ten temat przekracza ramy tych wyktadéw. Z punktu widzenia uzytkownika, ,liczby pseudo-
losowe” mozna dosé bezpiecznie traktowac jako ,losowe”. Dobre generatory liczb losowych sa
tatwo dostepne. Przyjme pragmatyczny punkt widzenia i zaczne od nastepujacego zatozenia.

1.1.1 Zatozenie. Mamy do dyspozycji potencjalnie nieskoriczony cigg niezaleznych zmien-
nych losowych Uy, ... U, ... o jednakowym rozktadzie U(0,1).

W jezyku algorytmicznym: przyjmujemy, ze kazdorazowe wykonanie instrukeji zapisanej w
pseudokodzie

Gen U ~ U(0,1)

wygeneruje kolejna (nowa) zmienng U,,. Innymi stowy, zostanie wykonane nowe, niezalezne
doswiadczenie polegajace na wylosowaniu przypadkowo wybranej liczby z przedziatu [0, 1].

1.1.2 Przyktlad. Efektem wykonania pseudokodu
for 1 =1 to 12

begin

Gen U ~ U(0,1)

write U

end

11
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sa, powiedzmy, liczby

0.32240106 0.38971803 0.35222521 0.22550039 0.04162166 0.0539661
0.13976025 0.16943910 0.69482111 0.28812341 0.58138865 0.9955146

Nawiasem mowiac, rzeczywisty kod w R, ktory wyprodukowal nasze 12 liczb losowych byt
taki:

U <- runif(12); U A

W Czesci | zajmujemy sie pytaniem, jak ,wyprodukowaé¢” zmienne losowe o réznych rozkta-
dach, wykorzystujac zmienne Uy, Us, . ... Najpierw pokaze zabawny przyktad, a w nastepnym
podrozdziale przedstawie kilka powaznych metod.

1.1.3 Przyklad (Przyblizona generacja rozktadu normalnego). Zmienna losowa

12
X=>U—-6
i=1

ma w przyblizeniu standardowy rozktad normalny N(0,1). Wynika to z Centralnego Twier-
dzenia Granicznego (jesli uznamy, ze liczba 12 jest dostatecznie bliska oco; zauwazmy, ze
EX =01 VarX = 1). Mozna zbada¢ (na przyklad symulacyjnie!) jak dobre jest przyblize-
nie. Do$¢ trudno odréznié probke X, ..., X,, wyprodukowana przez powyzszy algorytm od
probki pochodzacej doktadnie z rozktadu N(0,1) (chyba, ze n jest ogromne).

Oczywiscie, w czasach szybkich komputeréow przedstawiona tu przyblizona metoda zdecydo-
wanie nie jest polecana! Istniejg efektywne, doktadne algorymy generujgce probki z rozktadu
normalnego. Pare z nich przedstawie w dalszej czesci tych wyktadow. A

1.1.4 Uwaga. W tym miejscu nalezy sie dygresja. Przyjmujemy natepujaca umowe. Algo-
rytm uwazamy za doktadny, jesli zmienna losowa na wyjsciu ma doktadnie rozktad docelowy
przy zatozeniu, ze operacje arytmetyczne sg wykonywane bezbtednie i liczby losowe na wej-
Sciu sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym. (Jest to, oczywiscie,
pewna idealizacja.)

Wszystkie algorytmy przedstawione w Czesci | sa doktadne. Wyjatkiem jest Przyktad 1.1.3.
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1.2 Odwracanie dystrybuanty

Metoda opiera sie na prostym fakcie. Jezeli F' jest ciagly i $ciSle rosnaca dystrybuanta,
U~U0,1)iX=FYU),toX=F1YU)~F.

1.2.1 Przyktad (Rozklad Wykladniczy). To jest wyjatkowo tatwy do generowania rozktad
— wystarczy taki algorytm:

1
Gen U; X := —XlogU

Na wyjéciu, X ~ Ex()). Zeby sie o tym przekonaé, wystarczy obliczyé¢ dystrybuante tej
zmiennej losowej: P(X < z) = P(—logU < z) = P(U > e™) = 1—¢ . Jest to
najprostszy przyktad ogélnej metody ,odwracania dystrybuanty”. A

Nastepujaca definicja funkcji ,pseudo-odwrotnej” (zwanej tez funkcjo kwantylowq) pozwala
pozby¢ sie ktopotliwych zatozeri o odwracalnosci dystrybuanty.

1.2.2 Definicja. Jezeli F : R — [0, 1] jest dowolng dystrybuantq, to funkcje F~ :]0,1[— R
okreslamy wzorem:
F~(u) = inf{z : F(z) > u}.

1.2.3 Stwierdzenie. Nierdwnosé F~(u) < x jest rownowazna u < F(x), dla dowolnych
u€l0, 1] iz eR.

Dowdd. 7, prawostronnej ciaglosci dystrybuanty F wynika, ze kres dolny w Definicji 1.2.2
jest osiggany, czyli
F(F~(u)) > u.

Z drugiej strony,
F~(F(z)) =min{y : F(y) > F(z)} <z,

po prostu dlatego, ze x € {y : F(y) > F(x)}. Teza stwierdzenia natychmiast wynika z dwoch
nieré6wnosci powyzej. 0

1.2.4 Wniosek (Ogolna metoda odwrécenia dystrybuanty). Jezeli U ~ U(0,1) ¢ X =
F~(U), toP(X < z) = F(z). W skrdcie, X ~ F.

Na Rysunku 1.1 wida¢ 20 punktow Uy, ..., Uy, ktore wylosowatem z rozktadu U(0,1) (na
osi pionowej) i odpowiadajace im punkty X; = F~1(U;) (na osi poziomej).

Zauwazmy, ze ta metoda dziata réwniez dla rozkltadéw dyskretnych i sprowadza sie wtedy
do metody ,oczywiste;j”.
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0.8

0.6

0.4 —

0.2

Rysunek 1.1: Zmienne losowe U; i X; = F~(U;).
1.2.5 Przyklad (Rozktady dyskretne). Zatozmy, ze P(X = i) = p; dlai = 1,2,... i
> p; = 1. Niech sg =0, s, = Zle p;. Jezeli I jest dystrybuanta zmiennej losowej X, to
F~(u) =1 wtedy i tylko wtedy gdy s;-1 < u < s;.

JAN
Odwracanie dystrybuanty ma ogromne znaczenie teoretyczne, bo jest catkowicie ogblna me-
toda generowania dowolnych zmiennych losowych jednowymiarowych. Moze sie to wydaé
dziwne, ale w praktyce ta metoda jest uzywana stosunkowo rzadko, z dwoch wzgledow:

e Obliczanie F'~ bywa trudne i nieefektywne.

e Stosowalnos$¢ metody ogranicza sie do zmiennych losowych jednowymiarowych.

Podam dwa przyktady, w ktorych faktycznie stosuje sie metode odwracanie dystrybuanty.
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1.2.6 Przyklad (Rozklad Weibulla). Z definicji, X ~ Weibull(5), jesli
F(z) =1 — exp(—2”)
dla x > 0. Odwroécenie dystrybuanty i generacja X sa tatwe:
X=(-Im)Y?, U~U0,1).
JAN

1.2.7 Przyktad (Rozklad Cauchy’ego). Gestosé i dystrybuanta zmiennej X ~ Cauchy(0, 1)

sa nastepujace:
() = =— Fla) = 5 + — arctan(x)
T)=—— xr) = = + —arctan(x).
P w14 a? 2 7

Mozna te zmienng generowac¢ korzystajac¢ z wzoru:

X = tan (7r (U—%)) U ~U(0,1).

1.2.8 Uwaga (Przestrzen probabilityczna). W tym skrypcie pokazuje, jak generowaé rozne
zmienne losowe, uzywajac ciagu Uy, ..., Uy, ... ~iiq. U(0,1) (zobacz Zalozenie 1.1). W tym
sensie, wszystkie rozpatrywane zmienne losowe sa okreslone na przestrzeni probabilistycznej
(Q =1[0,1]*,F = B>, P = Leb™), gdzie B jest o-cialem podzbioréw borelowskich, zas Leb
jest miarg Lebesgue’a na przedziale [0, 1]. W istocie, Zadanie 1.3 pokazuje, ze jesli zmienna
losowa X jest funkcja ciagu Uy, ..., U,,..., to jest postaci X = ¢(U) dla odpowiednio do-
branej funkcji ¢. Mozemy zatem przyjac za przestrzen probabilistyczna (2 = [0, 1], B, Leb).
Mozna pokazaé¢ (wykracza to poza ramy naszych rozwazan), ze kazdy rozktad prawdopo-
dobienistwa na R? (a nawet wigcej, kazdy rozklad na przestrzeni polskiej) jest rozktadem
prawdopodobieristwa zmiennej postaci X = ¢(U). Wniosek 1.2.4 stanowi prosty dowod tego
faktu w szczegélnym przypadku zmiennych losowych jednowymiarowych.

JAN

1.3 Metoda przeksztalcen

Odwracanie dystrybuanty jest szczegdlnym przypadkiem metody przeksztatcen. Zalozmy,
ze umiemy losowaé zmienna losowa X. Zmienna losowa Y, ktéra ma posta¢ Y = h(X), a
wiec jest pewna funkcjg zmiennej X, w naturalny sposob ,dziedziczy” rozktad prawdopodo-
bienistwa zgodnie ze schematem P(Y € -) = P(h(X) € -) = P(X € h™(+)) (,wykropkowany”
argument jest zbiorem; zmienne X i Y nie musza by¢ jednowymiarowe). Odpowiednio
dobierajac funkcje h mozemy ,przetwarza¢’ jedne rozktady prawdopodobienistwa na inne.
Nastepujace twierdzenie jest podstawowym narzedziem obliczania gestosci przeksztatconych
zmiennych losowych.
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1.3.1 Twierdzenie. Zatozmy, ze X jest d-wymiarowq zmienng losowq o wartosciach w
otwartym zbiorze A C Re. Jezeli zmienna X ma gestosé px wzgledem d-wymiarowej miary
Lebesque’a i h : A — B C RY jest dyfeomorfizmem, to zmienna Y = h(X) ma gestosé dang
wzorem

py(y) = px(h™'(y)) |[det DA™ (y)

gdzie D oznacza macierz pochodnych czgstkowych (d x d).

Y

Zwroéémy uwage, ze w tym miejscu mowimy o gestosciach wzgledem miary Lebesgue’a i
twierdzenie ogranicza sie do przeksztalcen ,zachowujacych wymiar”. Jesli h jest przeksztal-
ceniem z R? do R*, gdzie k < d, to mozna wprowadzi¢ d — k ,pomocniczych zmiennych” i
Jrozszerzy¢” h do przeksztatcenia z R? do R? — a potem ,wycatkowaé niepotrzebne zmienne”.
Zobacz na przyktad dowod Twierdzenia 1.6.7.

Prawie wszystkie algorytmy generowania zmiennych losowych zawieraja metode przeksztal-
cen jako czes¢ sktadowa. W tym miejscu ogranicze sie do podania jednego przyktadu, w
ktorym metoda przeksztalcen wystepuje w ,czystej postaci”. Przedstawiony ponizej algo-
rytm jest wspotczesna, doktadng metoda generowania zmiennych o rozktadzie normalnym.
Ciekawe, ze tatwiej jest generowaé¢ zmienne losowe normalne ,parami”.

1.3.2 Przyktad (Algorytm Boxa-Miillera). Algorytm opiera sie na przej$ciu do wspolrzed-
nych biegunowych w R2.

Gen U;; © := 27U,

Gen Us; R :=+/—2loglUs,
X :=Rcos®; Y := Rsin©

Na wyjsciu obie zmienne X 1Y maja rozktad N(0, 1) i w dodatku sa niezalezne. Uzasadnienie
poprawnosci algorytmu Boxa-Miillera opiera sie na dwu faktach: zmienna R? = X24Y? ma
rozklad x?(2) = Ex(1/2), za$ kat © miedzy osia i promieniem wodzacym punktu (X,Y) ma
rozktad U(0, 27). A

Doswiadczenie, polegajace na wygenerowaniu zmiennych losowych X i Y powtoérzytem 10000
razy. Na Rysunku 1.2 wida¢ 10000 wylosowanych w ten sam sposob i niezaleznie punktow
(X,Y), histogramy i gestosci brzegowe X 1Y (kazda ze wspotrzednych ma rozktad N(0, 1))
oraz histogram i gesto$¢ R? = X% + Y? (R? ma rozklad wyktadniczy Ex(1/2)).

Histogram jest ,empirycznym” (moze w obecnym kontekscie nalezaloby powiedzieé¢ ,symu-
lacyjnym”) odpowiednikiem gestosci: sposrod wylosowanych wynikéw zliczane sa punkty
nalezace do poszczegdlnych przedziatow.
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Rozklad normalny Histogram of Y
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Rysunek 1.2: Dwuwymiarowy rozktad normalny i rozktady brzegowe.
1.4 Metoda eliminacji

To jest najwazniejsza, najczesciej stosowana i najbardziej uniwersalna metoda. Zaczne od
raczej oczywistego faktu, ktory jest w istocie probabilistycznym sformutowaniem definicji
prawdopodobienstwa warunkowego.
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1.4.1 Stwierdzenie. Przypusémy, ze Z = Zy,..., Zy, ... jest ciggiem niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie, o wartosciach w przestrzeni Z. Niech C' C Z bedzie
takim zbiorem, ze P(Z € C) > 0. Niech

N =min{n : Z, € C}.
Zmienne losowe N 1 Zn sq niezalezne, przy tym
P(Zy € B)=P(Z € B|Z € C) dla dowolnego B C Z,

2a8

P(N=n)=(1-0""19, (n=1,2,...), gdze 0=P(ZcO).

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze
P(Zye B N=n)=P(Z, ¢C,...,Z, 1¢C,Z, € CNB)
=P(Z1¢C)---P(Z,1¢C)P(Z, e CNB)
=(1-0)""P(ZeCNB)=(1-0""10-P(Z € B|Z € C).
O

W tym Stwierdzeniu Z moze by¢ dowolng przestrzenia mierzalna, zas C'i B — dowolnymi
zbiorami mierzalnymi. Stwierdzenie méwi po prostu, ze prawdopodobienistwo warunkowe
odpowiada do$wiadczeniu losowemu powtarzanemu az do momentu spetnienia warunku, przy
czym rezultaty poprzednich doswiadczen sie ignoruje (stad nazwa: eliminacja).

Uwaga (Losowa liczba akceptacji). Zasadniczy algorytm eliminacji opisany powyzej polega
na powtarzaniu generacji tak dtugo, az zostanie spetnione kryterium akceptacji. Liczba prob
N jest losowa i ma rozklad geometryczny Geo(f), a rezultatem jest jedna zmienna losowa
o zadanym rozktadzie. Specyfika jezyka R narzuca inny sposéb przeprowadzania eliminacji.
Dziatamy na wektorach, a wiec od razu produkujemy n niezaleznych zmiennych 71, ..., Z,,
nastepnie poddajemy je wszystkie procedurze eliminacji. Przez sito eliminacji (spetnienie
warunku Z; € C) przechodzi K sposrod nich. Liczba zaakceptowanych zmiennych K ma
oczywiscie rozktad dwumianowy Bin(n,0) z § = P(Z € C). Otrzymujemy wiec losowq
liczbe zmiennych o rozkladzie docelowym. Dla przyktadu, generowanie zmiennych (X,Y) o
rozktadzie jednostajnym na kole jednostkowym {z? + y? < 1} moze w praktyce wyglada¢
tak:

> n <- 1000

> X <- runif(n,min=-1,max=1) \# generowanie z rozktadu U(-1,1)
> Y <- runif(n,min=-1,max=1)

> Accept <- X"2+Y"2<1 \# wektor logiczny

> X <- X[Accept]

> Y <- Y[Accept]

Otrzymujemy pewna losowa liczbe (okoto 785) punktow (X,Y) w kole jednostkowym.



1.4. METODA ELIMINACJI 19

Metoda eliminacji dla gestosci

Zaktadamy, ze umiemy generowaé¢ zmienne losowe o gestosci ¢, a chcieliby$my otrzymac
zmienng o gestosci p. Mowimy, ze p jest gestoscia docelowqg a q instrumentalng.

Wazna zaleta przedstawionego ponizej algorytmu jest to, ze nie trzeba znac ,statych normu-
jacych” obu gestosci p i q. Wystarczy, ze potrafimy oblicza¢ wartosci funkeji proporcjonalnych
do gestosci, p x pi ¢ o ¢ (to znaczy p(z) = p(z)/c, 1 g(x) = §(x)/c, dla pewnych statych ¢,
ic,). Zakladamy, ze p < ¢. Nastepujacy algorytm produkuje zmienna X o gestosci p.
repeat
Gen X ~q;
Gen U ~ U(0,1)
p(X
until U < w;
G(X)

return X

Dowaod poprawnosci algorytmu. Niech X bedzie przestrzenia wartosci zmiennej losowej X.
Zastosujemy Stwierdzenie 1.4.1 do zmiennej losowej Z = (X, U) na przestrzeni Z = X x [0, 1].
Na mocy tego stwierdzenia wystarczy pokazaé, ze

p(X) L[
(1.4.2) P (X € B‘U < N—) = — [ p(z)dz.

q(X) ¢ JB
Z niezaleznosci zmiennych losowych X i U wynika, ze para (X, U) ma taczna gestos¢ rowna
q(y) - 1. Zatem

P (X €B,U< %) - /B /0 P dug(z)ds = /B %q(m)dx - C—lq /B (z)dz.

Zastepujac B przez X otrzymujemy

Wzor (1.4.2) dostaniemy dzielac stronami dwie ostatnie rownosci. O

Uwaga. W istocie X moze by¢ ogoélna przestrzenia z miarg p. Wystarczy przyja¢ umowe, ze
symbol [ ---dx jest skrotem dla [ --- p(dz).

Uwaga. Efektywnos$é algorytmu zalezy od dobrania gestosci ¢ w taki sposob, aby funkcja ¢
majoryzowala funkcje p ale nie byta duzo od niej wieksza. Istotnie, liczba prob N do zaakcep-
towania X ma rozklad geometryczny z prawdopodobienstwem sukcesu [ p/ [ G, zgodnie ze
Stwierdzeniem 1.4.1, zatem EN = [ ¢/ [ p. Ten iloraz powinien by¢ mozliwie bliski jedynki,
co jest mozliwe jesli ,ksztalt funkcji ¢ jest podobny do p”.
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Zwykle metode eliminacji stosuje si¢ w potaczeniu z odpowiednio dobranymi przeksztatce-
niami. Doskonaty ilustracja jest rodzina algorytmoéw przedstawiona w nastepnym podroz-
dziale.

Iloraz zmiennych ré6wnomiernych

Szczegodlnie czesto stosowany jest specjalny przypadek metody eliminacji, znany jako al-
gorytm ,jilorazu zmiennych réownomiernych” (Ratio of Uniforms). Zaczniemy od prostego
przyktadu, ktory wyjasni te nazwe.

1.4.3 Przyktad (Rozklad Cauchy’ego). Metoda eliminacji z prostokata [0, 1] x [—1, 1] otrzy-
mujemy zmienna losowa (U, V') o rozkladzie jednostajnym na potkolu {u > 0,u* + v* < 1}.
Kat ® pomiedzy osia pozioma i punktem (U, V') ma, oczywiscie, rozktad U(—m, 7).

repeat
Gen U ~ U(0,1);
Gen V ~ U(-1,1)
until U?+ V%<1
X =V/U

Na wyjsciu X ~ Cauchy, bo

1 1 1 1
PX<z)=PV <alU)=-0+ 3= — arctan(z) + 5

™ ™

Ogolny algorytm metody ,ilorazu réwnomiernych” oparty jest na nastepujacym fakcie.

1.4.4 Stwierdzenie. Zalozmy o funkcji h : R — R, ze
h(z) >0, /h(:c)d:c < 00.

Niech zbior C), C R? bedzie okreslony nastepujgco:

Ch:{(u,v):0<u< h(%)}

Miara Lebesgue’a tego zbioru (pole figury) jest skoriczone, |Cy| < 00, a zatem mozna mowié
o rozktadzie jednostajnym U(C}).

Jezeli (U, V) ~ U(Cy) i X = V/U, to X ma gestosé proporcjonalng do funkcji h (X ~
h/[h).
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Dowad. ,Pole figury” C), jest réwne

|Ch| = // dudv = // ududz
Ch o<su

<4/ h(x)

—00 0 —00

Dokonali$my tu zamiany zmiennych:

(u,v) — <u,ng).

u

Jakobian przeksztalcenia odwrotnego (u, z) — (u,v = ux) jest rowny

Son =y )=

W podobny spos6b, na mocy znanego wzoru na gestos¢ przeksztatconych zmiennych loso-
wych, Twierdzenie 1.3.1, obliczamy taczna gestosé (U, X):

pu.x(u, ) = upyy(u,ur) na zbiorze {0 < u < \/h(z)}.
Stad dostajemy gestos¢ brzegowa X:
h(z)

/ udu _ hiz)
IChl  2|Ch|

0

[
Zeby wylosowaé (U, V) ~ U(Cy) stosuje sie zazwyczaj eliminacje z prostokata. Uzyteczne
jest nastepujace oszacowanie bokow tego prostokata.
1.4.5 Stwierdzenie. Jesli funkcje h(x) © x*h(x) sq ograniczone, wtedy

Ch - [O,CL] X [b*7b+]u

by = [suplx?h(z)], b = — [sup[x2h(z)].

x>0 <0

gdzie
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Dowdd. Jesli (u,v) € Cj, to oczywiscie 0 < u < y/h(v/u) < \/sup, h(x). Zalézmy dodat-
kowo, ze v > 0 1 przejdzmy do zmiennych (v,z), gdzie x = v/u. Nierownosé¢ u < \/h(v/u)
jest rownowazna v* < 2?h(x). Poniewaz x > 0, wige dostajemy v? < b2. Dla v < 0 mamy
analogicznie v? < b?. m

Ogolny algorytm RU jest nastepujacy:

repeat
Gen Ul,UQ;
U .= CLUl; Vi.=b_ -+ (b+ - b,)UQ
until (U,V) € Cy;
V
X ==
U

1
1.4.6 Przyklad (Rozklad normalny). Niech h(z) = exp (—5552). Wtedy

1v? v?
Cy = {(u,v) 10 < u<exp (_Zﬁ)} = {E < —41HU}-

Zauwazmy, ze a = 11 b, = —b_ = V2e~!. Otrzymujemy nastepujacy algorytm:

repeat
Gen Ul,UQ
U:=Up; V:i=+v2 12U, —1);
\%
X = —
U

until X2< —4InU

Gestosci przedstawione szeregami

Ciekawe, ze mozna skonstruowa¢ doktadne algorytmy eliminacji bez koniecznosci doktadnego
obliczania docelowej gestosci. Podstawowy pomyst jest nastepujacy. Niech p bedzie funkcja
proporcjonalng do gestosci docelowej, za$ ¢ funkcja proporcjonalna do gestosci instrumen-
talnej (jak wiemy, nie sa potrzebne stale normujace) i p < ¢. Zalézmy, ze mamy dwa ciagi
funkcji, przyblizajace p z dotu i z gory:

P <P<Pn,  Pn—D Pn—p (n—00).
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Jesli umiemy ewaluowac funkcje p,, i p, to mozemy uruchomic algorytm eliminacji. Warunek
akceptacji, Uq(Y) < p(Y'), jest sprawdzany w nastepujacy sposob:

e Jedli dla pewnego n mamy Uq(Y) < pn(Y) to akcepujemy Y.

e Jedli dla pewnego n mamy Uq(Y) > p,(Y) to eliminujemy Y.

o Jedli p,(Y) < Uq(Y) < Pnu(Y) to zwigkszamy n.
Zbieznos¢ przyblizen dolnych i gérnych do funkcji p gwarantuje, ze predzej czy pézniej podej-

miemy decyzje (stwierdzimy, czy warunek Uq(Y") < p(Y') jest spetniony, czy nie). Zauwazmy,
ze wytarczy tutaj zbieznosé punktowa ciggéw funkceji.

Szczegolnym przypadkiem jest ,,metoda szeregow zbieznych”. Zalozmy, ze p(x) = > 2, al(x),
. ‘ g

[e.e]
= n+1
Tny1(7). Za dolne/gorne oszacowania gestosci p mozemy przyjac b = > ;o) an £ rnﬂ

Inny szczegolny przypadek to ,,metoda szeregow naprzemiennych”. Zalozmy, ze p(x) =
Yoo (1) a,(x), gdzie a;(x) N\, 0. Wtedy parzyste sumy czeSciowe szeregu sa mniejsze
od p(x), za$ nieparzyste sa wieksze od p(z). Mamy wiec naturalne oszacowania dolne/goérne.

1.4.7 Przyklad. Rozklad Kolmogorowa-Smirnowa ma gestosé

_ 82 n+1 2, —2’r12$27 (ZL’ > 0)

1.5 Zadania i uzupelnienia

Zadania teoretyczne

Najpierw zauwazmy, ze ,liczba losowa” jest w istocie tym samym co nieskoniczony cigg rzutéow
monetq.

1.1 Zadanie. Jesli €1,...,6p,... ~iiq. Ber(1/2), to znaczy P(e, = 1) = P(e, = 0) = 1/2, to
zmienna losowa U = Y >° | 27 "¢, ma rozklad jednostajny U(0, 1).

1.2 Zadanie. Odwrotnie, jesli zmienna losowa U ma rozktad jednostajny U(0,1) to kolejne cyfry

E1y...,En, ... rozwinigcia dwojkowego U = Y >° | 27 "¢, sa niezalezne i kazda ma rozklad Ber(1/2).

Jedna (idealna) ,liczba losowa” jest w istocie tyle samo warta, co nieskoriczony ciag niezaleznych
Jliczb losowych”.
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1.3 Zadanie. Jesli zmienna losowa U ma rozktad jednostajny U(0, 1) to mozna zdefiniowaé ciag
funkcji ¢, : [0, 1] — [0, 1] tak, ze zmienne losowe U,, = ¢,,(U) tworza nieskoriczony ciag Uy, , ..., Uy, ...
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkltadzie U(0, 1).

Wskazowka: Wykorzystaj Zadania 1.2 1 1.1.

Uwaga: Oczywiscie, w realnych symulacjach nie nalezy ,rozmanazaé¢” pojedynczej liczby losowej,
ktora ma skoriczong, przyblizona reprezentacje zmiennoprzecinkowa. Trzeba zachowaé zdrowy roz-
sadek i zadbac o to, zeby teoretycznie ,doktadne” algorytmy zadowalajaco dziataty w praktyce.

1.4 Zadanie. Piekny algorytm generowania z rozkladu normalnego, wynaleziony przez Marsaglie,

jest nastepujacy:

repeat

Gen V1,Vo ~U(—1,1)
R? = V2 + V{
until R%Z <1
X =RVy; Y:=RVy
return (X,Y)

"

Uzupelnij brakujaca linijke "R := --.7-.. "
zmienne o rozkladzie N(0,1).

Na wyjsciu powinniSmy otrzymaé dwie niezalezne

1.5 Zadanie. Rozwaz nastepujacy prosty przyktad algorytmu eliminacji:

repeat
Gen X ~U(0,1)
Gen U ~U(0,1)
until U < X

return X

Podaj rozktad prawdopodobieristwa zmiennej X na wyjsciu. Zbadaj co sie stanie, jesli przestawimy
kolejnosé instrukeji w taki sposob:
Gen U ~U(0,1)
repeat
Gen X ~U(0,1)
until U < X

return X

Podaj rozktad prawdopodobienstwa zmiennej X na wyjsciu.



1.5. ZADANIA I UZUPELNIENIA 25

Cwiczenia komputerowe

1.1 Cwiczenie. Wyprobuj dzialanie generatora ,liczb losowych” w R. Funkcja nazywa sie runif:

> n <- 1000
> U <- runif(n) \# generowanie z rozktadu jednostajnego na [0,1]
> hist (U,prob=TRUE, col="gray")

Jak nalezy interpretowaé histogram, produkowany przez funkcje hist? Zwrdé uwage na znaczenie
parametru prob=TRUE. Napisz 7hist, zeby wezwaé¢ pomoc.

1.2 Cwiczenie. Wygeneruj probke (ciag niezaleznych zmiennych losowych) z rozkladu normalnego
N(0,1). Funkcja nazywa si¢ rnorm. Narysuj histogram. Nal6z na histogram wykres gestosci.
Sugeruje uzycie funkcji curve:

> n <- 100

> X <- rnorm(n) \# generowanie ze standardowego rozktadu normalnego
> hist (X,prob=TRUE, col="gray")

> curve(dnorm(x),col="blue",add=TRUE)

Zwr6o¢ uwage na zasadnicza réznice pomiedzy argumentem X funkcji hist i argumentem x funkcji
curvel!

Zrob wykres dystrybuanty empirycznej (empirical cumulant distribution function) Przypomnij sobie
definicje. Funkcja w R nazywa sie ecdf. Nal6z na to wykres ,prawdziwej”, teoretycznej dystrybu-
anty. Na przyktad tak:

> ..
> plot(ecdf (X))
> curve (pnorm(x),col="blue",add=TRUE)

Zorientuj sie, jakie sa dodatkowe parametry funkcji rnorm, jakie sg dostepne inne funkcje zwiazane z
rozktadem normalnym, jakie inne rozktady prawdopodobienistwa sa ,wbudowane” w R (na przyktad
zajrzyj do ,Introduction to R”).

1.3 Cwiczenie (Kontynuacja). Sprawdz, czy wylosowana w poprzednim ¢wiczeniu probka jest

rzeczywiscie zgodna z rozktadem N(0,1). Uzyj testu Kolmogorowa-Smirnowa:

> ...
> ks.test (X, pnorm)
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Przypomnij sobie, jak jest obliczana statystyka testowa (D) i p-wartosé¢ (p-value).

Wygeneruj m = 10000 probek o licznosci n = 100 kazda i zastosuj test Kolmogorowa-Smirnowa
do kazdej z nich. Zapamietaj p-wartosci i przeanalizuj je. Jaki jest rozktad prawdopodobieristwa
p-wartosci, jesli hipoteza zerowa jest prawdziwa?

1.4 Cwiczenie. Napisz funkcje realizujaca przyblizona generacje z rozkladu N(0,1), opisang w
Przyktadzie 1.1.3. Sugestia: wystarczy napisaé¢

> rnormCTG <- function(n) { replicate(n, sum(runif(12))-6) }

Powtoérz zabawe sugerowana w poprzednim ¢wiczeniu, uzywajac tym razem funkcji rnormCTG za-
miast rnorm. Czy porafisz wykry¢ niedoskonato$c przyblizonej metody?

Nastepujace éwiczenie ilustruje podstawowe pojecia statystyki Bayesowskiej i wyjasnia istote tak
zwanej metody ABC (Approximate Bayesian Computation). W modelu Bayesowskim zaklada sie,
ze obserwowana zmienna losowa X pochodzi z rozkladu o warunkowej gestosci f(:|¢). Parametr 0
traktuje sie jako realizacje zmiennej losowej ¥ o rozktadzie a priori, ktory ma gestosé m(-). Oblicza
sie gestosé warunkowa (0| X = x), czyli rozktad a postriori. Analitycznie, rozklad a posteriori jest
dany znanym wzorem Bayesa 7(0|X = z) o« f(z|0)7(f). ABC jest bezposrednim zastosowaniem
metody eliminacji (Stwierdzenie 1.4.1) do probkowania z rozktadu a posteriori. Generuje sie pare
(9, X) w dwoch krokach: 9 ~ 7(-) a nastepnie X ~ f(:[¢). Jesli X =z, to ¥ ~ 7(-|X = z), w

przeciwnym razie pare sie eliminuje.

1.5 Cwiczenie (ABC w modelu Bin/Beta). Rozwaz nastepujacy 2-etapowy schemat losowania:
najpierw wylosuj zmienna losowa ¥ ~ U(0, 1) a nastepnie X ~ Bin(n,?). Wybierz np. n = 9.

e Zbadaj eksperymentalnie rozktad brzegowy X. Oblicz ten rozktad analitycznie.

e Zbadaj eksperymentalnie rozktad a posteriori zmiennej ¢ przy X = 3, metodg ABC. Oblicz
ten rozktad analitycznie. Poréwnaj.

e Wyprobuj losowanie 2-etapowe w odwotnym porzadku: wygeneruj X z rozktadu brzegowego,
a nastepnie ¢ z rozktadu a posteriori. Sprawdz, ze otrzymana zmienna ¢ ma brzegowy rozklad
a priori.

Nastepne ¢wiczenia ilustruja rézne typy zbieznosdci zmiennych losowych. Zwré6émy uwage na zasad-
nicza réznice miedzy zbieznoscia ,mocna’ i ,staba”. Zbieznos¢ mocna (inaczej: prawie na pewno,
z prawdopodobieristwem 1) jest wlasnoscia trajektorii, czyli wylosowanego ciggu zmiennych loso-
wych. Jesli X,, —,n. X to rysujac wykres ciagu X1, Xo,..., X,,... mozna zobaczy¢, ze trajektorie
daza do wartosci granicznych. Zbiezno$¢ staba jest w istocie zbieznoscia rozktadow prawdopodobieri-
stwa. Zeby ,zobaczy@’ rozklad prawdopodobieristwa, trzeba na ogol powtorzyé cate doswiadczenie
symulacyjne wiele razy (powiedzmy, m razy) i analizowa¢ rozktad empiryczny (narysowaé histo-
gram, obliczy¢ momenty itp.). Jesli badamy rozktad graniczny, pojedyncze doswiadczenie polega
na wylosowaniu zmiennej X,, dla ,dostatecznie duzego n’.
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1.6 Cwiczenie (Mocne Prawo Wielkich Liczb). Wygeneruj duza probke Xy, ..., X,,... z jakiegos
rozkladu o skonczonej wartosci oczekiwanej p = EX;. Narysuj wykres S, /n w funkcji n, gdzie
Sp = X1+ -+ X, (mozesz uzy¢ funkcji cumsum). Powtorz doswiadczenie kilka razy i naszkicuj
kilka trajektorii na tym samym rysunku. MPWL jest klasycznym przyktadem zbieznosci p.n. ciagu
zmiennych losowych do liczby (S,/n —pn. ).

1.7 Cwiczenie (Urna Polya). Rozwazmy ciag zmiennych losowych X,, o wartosciach w zbiorze
{0,1} zdefiniowany rekurencyjnie:

o p
PX:1=1)=——, P(X;=0)=
o+ Sn B +n— Sn
P(Xpi1=1X1,...,Xp) = ——, PXp11=0X1,.... X)) = ————
( n+1 | 1, ) n) C¥+,3+7’L’ ( n+1 ’ 1, ) n) a—l—ﬁ—&—n’
gdzie
Sp=X1+-+X,.
Zinterpretuj te regute w terminach ciagu ,losowan kul z urny”.
e Przeprowadz symulacje (dos¢ dlugiego) ciagu X1, Xo,.... Narysuj wykres S, /n w funkcji

n. Powtérz doswiadczenie kilka razy i naszkicuj kilka trajektorii na tym samym rysunku
(powiedzmy, dla a = g =1).

e Udowodnij, ze ciag
a+ S,

a+pB+n

n =

jest martyngatem. Wywnioskuj stad zbieznos¢ M, —pn. X 1 S,/n —pn X (zbieznosé do
zmiennej losowej X). Poréwnaj z zachowaniem trajektorii na rysunku.

e Zbadaj doswiadczalnie rozklad prawdopodobienstwa granicznej zmiennej losowej X (powtorz
doswiadczenie m razy, zapamietujac wartosci Sy, /n dla duzego” n).

e Sprawdz, ze X ~ Beta(a, 3). Zrob kilka doswiadczen dla réznych wartosci parametrow «, (3.

1.8 Cwiczenie (Prawo Arcusa Sinusa). Niech X7, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi
o jednakowym rozktadzie z wartoscia oczekiwana EX; = 0 i skoficzong wariancja. Niech S; =
Xi1+--+X;dlai=1,...,n). Okreslmy

n

D 1S > 0).

i=1

T, =

SRS

Zinterpretuj T, w terminach ,ciagu gier” z wyplatami X;. Zrob wykres trajektorii (0,57, S, ..., S,)
i oblicz odpowiednig wartos¢ T,. Zbadaj doswiadczalnie rozklad prawdopodobienistwa zmiennej
losowej T, dla duzego n. Sprawdz doswiadczalnie, ze dla n — oo, T,, — Beta(1/2,1/2) (nazwa
twierdzenia pochodzi od dystrybuanty tego rozktadu beta).
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1.6 Rozktady wielowymiarowe

Ogolne metody generowania zmiennych losowych sa z powodzeniem stosowane réwniez do
zmiennych losowych wielowymiarowych. W szczegolnosci, dotyczy to metody eliminacje i
przeksztatcen. Wyjatek stanowi ,najbardziej ogbélna” metoda odwracania dystrybuanty, ktora
nie ma naturalnego odpowiednika dla wymiaru wickszego niz 1.

Metoda rozkladéw warunkowych

Jest to wlasciwie jedyna metoda ,w zasadniczy sposéb wielowymiarowa”. Opiera sie na przed-
stawieniu gestosci tacznej zmiennych losowych X, ..., X, jako iloczynu gestosci brzegowej i
gestosci warunkowych (wzor laricuchowy):

p(fol, Ty ... 7-77d) = p($1)p(x2]331)p($3|331, 552) o 'p(iﬂd’l’l; cee ,iUdfl)-

Wynika stad nastepujacy algorytm:

Gen X ~ p()
for i:=2 to d do
Gen XZ ~ p(|X1, . ;Xi71>

1.6.1 Przyklad (Wielowymiarowy rozktad normalny). Ograniczymy sie do pary zmiennych
losowych X, Xy pochodzacych z rozktadu dwuwymiarowego N(0,0, 0%, 02, p) o gestosci

( ) 1 { 1 (x% 90182 .732)}
p(x1,T2) = exp| — ——= (= — 22,
b 201094/ 1 — p? 2(1 — p?) \o? p0'10'2 o3

Jak wiadomo (mozna to sprawdzi¢ elementarnym rachunkiem),

1 1 g2 \?2
p(o|xy) = exp ——(m——x)}
( 2| 1) /_271'0'2 /—1 _p2 |: 20.%(1 _p2) 2 pa_l 1
To znaczy, ze N(0,0%) jest rozkladem brzegowym X, oraz

g
N (p—%l, 221 p2>)
o1

jest rozktadem warunkowym X, dla X; = x;. Algorytm jest wiec nastepujacy.
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Gen Xl, X2 ~ N(O, 1)

Xl = O'1X1
X2 = p(O’g/O’l)Xl + 091/ 1-— p2X2

Rozktad N(0,0,1,1,1.5,0.8165)

X2

X1

Rysunek 1.3: Probka z dwuwymiarowego rozktadu normalnego, poziomice gestosci i funkcja
regresji Ty = ]E(XQ’Xl = .171).
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Efekt dzialania tego algorytmu wida¢ na Rysunku 1.3. W tym konkretnym przyktadzie
X; ma rozklad brzegowy N(0, 1), zas Xy ma rozkltad warunkowy N(X7,0.5). Zauwazmy,
ze VarX, = 1.5 1 Cov(Xy, X3) = 1. Wykresem funkcji regresji E(X3|X; = x7) jest prosta
xre = x1, przedstawiona na wykresie. Pokazane sa tez poziomice gestosci (elipsy). Warto
zwroci¢ uwage, ze funkcja regresji nie pokrywa sie ze wspolna osia tych elips. Dlaczego? Jak
obliczy¢ 08?7

Uogoélnienie na przypadek rozkladu normalnego N(py, o, 0%, 03, p), z niezerowymi $rednimi,
jest banalne. Uogo6lnienie na wyzsze wymiary tez nie jest skomplikowane. Okazuje sie jed-
nak, ze metoda rozktadéow warunkowych dla rozktadéw normalnych prowadzi do algorytmu
identycznego jak otrzymany metoda przeksztalcen, patrz Przyktad 1.6.3. JAN

Metoda kompozycji i marginalizacja

Metoda kompozycji jest niezwykle prosta technika generowania zmiennych losowych. Za-
t6zmy, ze docelowy rozktad jest mieszanka rozktadéw prawdopodobienistwa, czyli jego gestosé
jest kombinacja wypukta postaci

p(x) = Zaipz‘(iﬁ)7 (ai > O,Zai = 1) )

Jesli umiemy losowaé z kazdej gestosci p; to mozemy uruchomié¢ dwuetapowe losowanie:

Gen [ ~«a(); { to znaczy P(I =i)=oq; }
Gen X ~pr; { jesli I =1 to uruchamiamy generator rozktadu p; }

return X

Jasne, ze na wyjsciu mamy X ~ p. W istocie jest to szczegdlny przypadek metody rozkta-
dow warunkowych. Istotnie, kompozycja polega na wygenerowaniu pary (I, X) z rozktadu
tacznego tak, aby otrzymac¢ docelowy rozktad brzegowy zmiennej X.

1.6.2 Przyktlad (Rozktad Laplace’a). Rozklad Laplace’a (podwojny rozktad wyktadniczy)
ma gestose

_ L
p(z) = e

Mozna go ,skomponowac¢” z dwoch poléwek rozktadu wyktadniczego:

Gen W ~ Ex()); { generujemy z rozktadu wykZadniczego }
Gen U ~ U(0,1);
if U <1/2 then X =W else X := —W { losowo zmieniamy znak }

return X
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A

Przyktady zastosowania metody rozkladéw warunkowych i marginalizacji do generowania z
ytrudnych” jednowymiarowych rozktadow ciaglych sa podane w Zadaniach 1.6 i 1.7.

Ponizej przedstawiam metody symulacji dla kilku typow rozktadéw wielowymiarowych, ktore
mi sie wydaja szczegdlnie wazne i ciekawe.

Rozklady sferyczne i eliptyczne

Dwuwymiarowy rozklad normalny, oméwiony w 1.6.1, ma poziomice gestosci bedace elip-
sami. W wielu wymiarach, poziomice gestosci normalnej sa elipsoidami. Wielowymiarowe
rozklady normalne naleza do rodziny rozktadéw eliptycznych. W szczegbélnym przypadku,
gdy elipsoidy sa sferami, méwimy o rozktadach sferycznych.

1.6.3 Przyklad (Wielowymiarowy rozktad normalny). Rozwazmy niezalezne zmienne lo-
sowe Z1,...,Zq ~ N(0,1). Wektor Z = (Zy,...,Z4)" ma d-wymiarowy rozktad normalny
N(0,1) o gestosci

pz(2) = (27) "% exp {—%z%] .

Jezeli teraz A jest nieosobliwa macierza (d x d) to przeksztalcenie z — x = Az jest dyfe-
omorfizmem z jakobianem det A. Z Twierdzenia 1.3.1 wynika, ze wektor losowy X = AZ
ma rozktad normalny o gestosci

1
px () = (2m)"¥2(det )% exp [—ﬁmTE_lx] ,
gdzie ¥ = AAT. Innymi stowy, X ~ N(0,¥). Algorytm generacji jest oczywisty:
Gen Z ~ N(0,1)
X =A7

Jesli dana jest macierz kowariancji X wektora X, to przed uruchomieniem algorytmu trzeba
znalezé¢ taka macierz A, zeby ¥ = AAT. Istnieje wiele takich macierzy, ale najlepiej skorzy-
sta¢ z rozktadu Choleskiego i wybra¢ macierz trojkatna. A

Rozwazmy teraz U(B?), rozklad jednostajny na kuli

Bl={z cR*: |z|* < 1}
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i U(S? 1), rozklad jednostajny na sferze
S = {z e RY: 22 = 1)

Oczywiscie, |r| oznacza norme euklidesowa, |z| = (22 + --- + 22)/2 = (272)"/2. Rozklad
U(B%) ma po prostu stala gesto$¢ wzgledem d-wymiarowej miary Lebesgue’a na kuli. Roz-
ktad U(S?!) ma stala gestosé wzgledem (d — 1)-wymiarowej miary ,powierzchniowej” na
sferze. Oba te rozklady sa niezmiennicze wzgledem obrotéw (liniowych przeksztalcen ortogo-
nalnych) R¢. Takie rozklady nazywamy sferycznie symetrycznymi lub krocej: sferycznymi.
Zauwazmy, ze zmienng losowa o rozkladzie U(S?"!) mozemy interpretowaé jako losowo wy-
brany kierunek w przestrzeni d — l-wymiarowej. Algorytmy ,poszukiwan losowych” czesto
wymagaja generowania takich losowych kierunkow.

Rozktady jednostajne na kuli i sferze sa blisko ze soba zwiazane.

o JesliV=(Vi,...,Vy)) ~U(BY i R=|V|to

V Vi Va a1
Y=—=|—=,...,—= ) ~US).
(R’ ’R) ( )

R
Latwo tez zauwazy¢, ze R jest zmienna losows o rozkladzie P(R < r) =r
odY.

4 niezalezng

o Jesli Y ~ U(S% 1) i R jest niezalezna zmienng losowa o rozkladzie P(R < r) = r? to
V = RY = (RY,,...,RVy) ~ U(B).

Zmienng R tatwo wygenerowa¢ metoda odwracania dystrybuanty.
Najprostszy wydaje sie algorytm eliminacji:
repeat

Gen Vi,...,Vy~U(-1,1)
until R2=V32+... +V2<1

Na wyjsciu otrzymujemy, zgodnie z zadaniem
V=0A,...,Vy) ~U(BY.

W istocie, doktadnie ta metoda, dla d = 2, jest czescia algorytmu biegunowego Marsaglii
(Zadanie 1.4). Problem w tym, ze w wyzszych wymiarach efektywnosc eliminacji gwattownie
maleje. Prawdopodobieristwo akceptacji jest rowne stosunkowi ,,objetosci” kuli B? do kostki
[—1,1]¢. Ze znanego wzoru na objetosé¢ kuli d-wymiarowej wynika, ze

|BY  ox?? 1 /2

2 ~ar(d2) 2 - @) e
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Zbieznos¢ do zera jest bardzo szybka. Dla duzego d kula jest znikoma czeScia opisanej na
niej kostki.

Inna metoda, ktorg z powodzeniem stosuje sie dla d = 2 jest zwigzana ze wspotrzednymi
biegunowymi:

Gen ® ~ U(0,2m);

Y :==cosP; Y, :=sind;

Gen U; R:=U,;

Vi=Yi-R; Voa:=Ys- R;

Na wyjsciu (Y1,Ys) ~ U(SY) i (Vi,Vs) ~ U(B?). Jest to czes¢ algorytmu Boxa-Miillera.
Uogolnienie na przypadek d > 2 nie jest jednak ani proste, ani efektywne. Mechaniczne
zastapienie, wspotrzednych biegunowych przez wspolrzedne sferyczne (dla, powiedzmy d =
3) prowadzi do niepoprawnych wynikéw (Cwiczenie 1.10).

Poprawny i efektywny algorytm jest podany ponizej.

Gen Zy,...,Z4~iia. N(0,1);
R:=(Z+--+ Z)V?
Yi:=271/R,...,Y;:= Z4/R;
Gen U; R:=UY%;
Vi=Y1-R,....Vg:=Y;-R;

Na wyjsciu Y ~ U(S471) i V ~ U(B%). Jak wida¢, algorytm polega na normowaniu punktow
wylosowanych ze sferycznie symetrycznego rozktadu normalnego.

1.6.4 Przyktad (Wielowymiarowe rozklady Studenta). Niech Z = (Zy,...,Z4)" bedzie
wektorem losowym o rozkladzie N(0, I), za§ R? — niezalezna zmienng losowa o rozkladzie
x*(n). Wektor

Ziye Zg) T

T_
le?"'ayd =
( ) e

ma, z definicji, Sferyczny rozktad t-Studenta z n stopniami swobody. Gestos¢ tego rozktadu
(z doktadnoscia do stalej normujacej) jest rowna
1 —(n+d)/2 1 —(n+d)/2
p(y) = p(yr, ..., ya) x [1+E(Zy?)} = {1+ﬁ|y|2}
W przypadku jednowymiarowym, a wiec przyjmujac d = 1, otrzymujemy dobrze znane
rozklady t-Studenta z n stopniami swobody o gestosci
1

1+ y2/n)(ntD/2

p(y) o (
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W szczegblnym przypadku, biorac za liczbe stopni swobody n = 1, otrzymujemy rozklady
Cauchy’ego. Na przyktad, dwuwymiarowy rozktad Cauchy’ego ma taka gestosé:

1
L yi +43)"

p(y1, 1) o (

A

Uzytecznym uogoélnieniem rozktadéw sferycznych sa rozklady eliptyczne. Sa one okreslone
w nastepujacy sposob. Niech X bedzie macierza symetryczng i nieosobliwg. Nazwijmy
uogdlnionym obrotem przeksztalcenie liniowe, ktore zachowuje uogdlniong norme |x|g-1 =
(xT¥"'2)1/2. Rozklad jest z definicji eliptycznie konturowany lub krocej eliptyczny, gdy
jest niezmienniczy wzgledem uogo6lnionych obrotéw (dla ustalonej macierzy X).

Rozklady Dirichleta

1.6.5 Definicja. Mowimy, ze n-wymiarowa zmienna losowa X ma rozktad Dirichleta,
X =(X1,...,X,) ~Dir(ay, ...,ay)
gesli X9+ -+ X, =1 1 2mienne Xy, ..., X,,_1 majg gestosc

Clog + -+ ap) 1 Qn_1—1
o=l - gon=lop g g
T(an).. T(an) Tl (=@ =

cfn—1
Parametry aq, ..., a, mogg byé dowolnymi liczbami dodatnima.

p(T1,.. . ) = )0‘"*1.

Uwaga. Rozklady Dirichleta dla n = 2 sa to w istocie rozktady beta:
(X1, X3) ~ Dir(aq, az) wtedy i tylko wtedy, gdy X; ~ Beta(ag,az) 1 Xo =1 — Xj.

1.6.6 Wniosek. Jesli Uy, ..., U,_1 sqg niezaleznymi zmiennymi o jednakowym rozktadzie
jednostajnym U(0,1) 4

Ul:n—l <...< Un—l:n—l
oznaczajq statystyki pozycyjne, to spacje

Xl - Ul:n—h Xz - Ui:n—l - Ui—l:n—la Xn =1~ Un—l:n—l

magjg n-wymiarowy rozklad Dir(1,... 1).
1.6.7 Twierdzenie. Jesli Yi,...,Y, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
gammoa,

Y; ~ Gamma(a;, A)
iS=Y +---+Y, to

(Xl,...,Xn):(

Wektor losowy X jest niezalezny od S.

Y Y

g,...,g) NDiI‘(Oél,---,Oén)-
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Dowdd. Obliczymy taczng gesto$é zmiennych losowych S, X, ..., X,,_1. Zwr6émy uwage, ze
parametr ,skali” rozkltadow gamma, A, jest taki sam dla ¢« = 1,...,n. Mozemy bez straty
og6lnodci zatozyé, ze A = 1. Ze wzoru na przeksztalcenie gestosci wynika, ze

P8 X1, X1 (S5 T1, o Tno1) = Pyy, v, (@18, ..., Ty S)

an—1 _—xps a(yb s 7yn)

x (z18)2 e ™% . (z,s e
(#19) (@n3) 0(s,x1,...Tp_1)
X 93(1)‘1_1 .. .:Ugn—lsaﬁm-&-an—le—s,

poniewaz jakobian przeksztalcenia odwrotnego jest rowny s”~'. Wystarczy teraz zauwazy¢,

ze

a1—1
x]_ ...l‘

(0773

—1 .
o oc Dir,

st ten=le=s o Gamma.
[
1.6.8 Wniosek. Dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie wyktadni-
czym,
Yi,..., Y, ~ Ex(1),

jesli S=Y,+---+Y, to

Yy Yo :
(Xl,...,Xn)— (g,,g) ND]I'(17...,1)

Z 1.6.6 1 1.6.8 wynika, ze nastepujace dwa algorytmy:
Gen U17 .. .,Unfl;

Sort (U17 BRI Un—l); UO = 07 Un =1;
for i:=1 to n do X;:=U; — U;_4

oraz
Gen Yi,...,Y, ~ Ex(1)

Si=Yi+-+Y,
for i:=1 to n do X;:=Y;/S

daja te same wyniki.

Wiele ciekawych wlasnosci rozktadoéw Dirichleta wynika niemal natychmiast z 1.6.7 (cho¢
nie tak tatwo wyprowadzi¢ je postlugujac sie wzorem na gestosé¢). Mam na mysli przede
wszystkim zasadniczg wlasnosé ,,grupowania zmiennych”.
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1.6.9 Wniosek. Rozwazmy rozbicie zbioru indeksow na sume roztgcznych podzbiorow:

Jj=1
Jezeli (Xy,...,X,) ~ Dir(ay, ..., ) i rozwazymy ,zgrupowane zmienne”

icl;
to wektor tych zmiennych ma tez rozktad Dirichleta,

(Sl, ey Sk) ~ Dil"(ﬁl, e ,ﬂk),

ﬁj = ZO(Z'.

1€l

gdzie

Co wiecej, kazdy z wektorow (X;/S;)icr, ma rozktad Dirichleta Dir(a;)ier, @ wszystkie te
wektory sq niezalezne od (Sy, ..., Sk).

1.6.10 Przykltad. Wniosek 1.6.9 razem z 1.6.6 pozwala szybko generowa¢ wybrane sta-

tystyki pozycyjne. Na przyktad laczny rozktad dwoch statystyk pozycyjnych z rozktadu
jednostajnego jest wyznaczony przez rozktad trzech ,zgrupowanych spacji™
(Uk:n-1, Uin—1 = Upin—1, 1 = Upn—1) ~ Dir(k,l — k,n —1)

JAN

1.6.11 Przyktad (Rozklad dwumianowy). Aby wygenerowa¢ zmienng o rozkladzie dwumia-
nowym Bin(n, p) wystarczy rozpozna¢ miedzy ktorymi statystykami pozycyjnymi z rozktadu
U(0,1) lezy liczba p. Nie musimy w tym celu generowa¢ wszystkich staystyk pozycyjnych,
mozemy wybiera¢ ,najbardziej prawdopodobne”. W potaczeniu 1.6.10 daje to nastepujacy
algorytm.
k:=n; 0:=p; X:=0;
repeat

i=|1+k0];

Gen V ~ Beta(i,k+1—1);

if 6 <V then

begin 0 :=0/V; k:=i—1 end
else

begin X =X +i; 0=(0—-V)/(1-V); k:=k—1i end

until =0
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Najprostsza metoda generowania zmiennych o rozktadzie Dirichleta opiera sie bezposrednio
na Twierdzeniu 1.6.7. Inna metoda wykorzystuje nastepujacy fakt, ktory jest w istocie
szczegbdlnym przypadkiem ,reguty grupowania” 1.6.9.

1.6.12 Wniosek. Jesli (Xy,...,X,) ~ Dir(ay,...,ap) i Sy = Xq+- -+ Xp dlak=1,....n,
to zmienne

B: 7_B: 7'-'7BTL—:—
XX T XX, YT X+ X,

sq niezalezne i
By, ~ Beta(ay, agi1 + -+ ap).

Oduwrotnie, jesli zmienne By, ..., B, sq niezalezne i majq odpowiednie rozktady beta (wzor
powyzej), to wektor (X1, ..., X,) ma rozktad Dirichleta.

Oczywiscie, jesli wygenerujemy niezalezne zmienne By, . .., B, o rozkladach beta, to zmienne
Xq,..., X, tatwo ,odzyska¢” przy pomocy wzoréw:
X1 = B1

X, = (1— By)B;
X3 = (1 — Bl)(l — Bg)Bg

Powyzsze rownania okreslaja algorytm generowania zmiennych o rozktadzie Dir(aq, ..., ay,).

1.7 Rozklady dyskretne

Jak wylosowa¢ zmienng losowa I o rozkladzie P(I = i) = p; majac dane py, po,...7 Metoda
odwracania dystrybuanty w przypadku rozkladow dyskretnych (Przyktad 1.2.5) przyjmuje
nastepujaca postaé¢. Obliczamy sy, sg, ..., gdzie s = Zlepi. Losujemy U ~ U(0,1) i
szukamy przedziatu |s;_1, s;] w ktorym lezy U.

1.7.1 Przyklad (Algorytm prymitywny). W zasadzie mozna to zrobi¢ tak:
Gen U, [ :=1
while s; < U do [ :=1+1;

return [
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A

Problemem jest mata efektywnosé tego algorytmu. Jedno z mozliwych ulepszen polega na
bardziej ,inteligentnym” lokalizowaniu przedziatu |s;_y, s;] U, na przykltad metoda bisekcji.

Przedstawie teraz pieckna metode oparta na innym pomysle.

1.7.2 Przyklad (Metoda ,,Alias”). Przypusémy, ze mamy dwa ciagi liczb: ¢1, ..., g, gdzie
0 <¢q <1oraz ay,...,an, gdzie a; € {1,...,m} (to sa owe ,aliasy”). Rozpatrzmy taki
algorytm:

Gen K ~U{l,...,m};

Gen U;

if U <qk then [ := K else [ :=ag;

return [

Jest jasne, ze
, 1
P(I:Z):E g+ Yy (1-q)
Jiaj=t

Jesli mamy zadany rozktad prawdopodobienistwa (pi, ..., py) 1 cheemy, zeby P(I = i) = p;,
to musimy dobra¢ odpowiednio ¢; i a;. Mozna zawsze tak zrobi¢, i to na wiele réznych
sposobow. Opracowanie algorytmu dobierania wektoréw ¢ i a do zadanego p pozostawiamy
jako éwiczenie. A

Metoda ,,Alias” ma rowniez swoj odpowiednik dla rozktadéow ciaglych. Prosty przyktad
pokazany jest w Zadaniu 1.8.

Zadanie 1.9 podaje jeszcze inng, ogbélng metode losowania z rozktadu dyskretnego.

Przedstawimy teraz kilka metod losowania prostych ,obiektéw kombinatorycznych”.

Pobieranie probki bez zwracania

Sposrod r obiektow checemy wybraé losowo n tak, aby kazdy z (:;) podzbioréw miat jednakowe
prawdopodobienstwo. Oczywiscie, mozna losowaé tak, jak ze zwracaniem, tylko odrzucac
elementy wylosowane powtoérnie.
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Algorytm I. W tablicy ¢(1),...,c(r) zaznaczamy, ktore elementy zostaly wybrane.

for i:=1 to r do ¢(i) := false;

1:=0

repeat
repeat Gen K ~ U{l,...,r} until ¢(K) = false;
¢(K):= true; i:=1i+1;

until 1 =n

Pewnym ulepszeniem tej prymitywnej metody jest nastepujacy algorytm.

Algorytm II. Tablica ¢(1), ..., c(r) ma takie samo znaczenie jak w poprzednim przyktadzie.
Bedziemy teraz ,przegladac¢” elementy 1,...,7r po kolei, decydujac o zaliczeniu do probki
kolejnego elementu zgodnie z odpowiednim prawdopodobienstwem warunkowym. Niech 7
oznacza liczbe wybranych, zas t — 1 - liczbe przejrzanych poprzednio elementow.

for i:=1 to r c(i) := false;
t:=1; 1:=0
repeat

Gen U;

if U< ———" then

r—(t—1)
begin c¢(t) := true; i:=i+ 1 end;
t:=t+1;

until 7 =n

Algorytm III. Tablica s(1),...,s(n) zawiera teraz numery wybieranych elementow.

for i:=1 to n do s(i) :=1;
for t:=n+1 to r do
begin
Gen U;
if U < n/t then
begin Gen K ~ U{l,...,n}; s(K):=t end

end

Uzasadnienie poprawnosci tego algorytmu jest rekurencyjne. Zalo6zmy, ze przed t-tym loso-
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waniem kazda probka wybrana ze zbioru {1,...,t — 1} ma prawdopodobieristwo

(t;1>1: <t—1>-7!-<t—n>'

W kroku t ta probka ,przezywa” czyli pozostaje bez zmiany z prawdopodobieristwem 1 —n /t
(jest to prawdopodobienstwo, ze probka wylosowana ze zbioru {1, . .., ¢} nie zawiera elementu
t). Zatem po kroku ¢ kazda probka nie zawierajaca elementu ¢ ma prawdopodobienstwo

<t—1>-7!~<t—n>'t_tn: CL)

Z prawdopodobienstwem n/t ,podmieniamy” jeden z elementéw probki (losowo wybrany)
na element ¢t. Sprawdzenie, ze kazda probka zawierajaca element ¢ ma po t-tym losowaniu
jednakowe prawdopodobienistwo — pozostawiam jako ¢wiczenie.

Permutacje losowe

Przez permutacje losowa rozumiemy uporzadkowanie n elementéw wygenerowane zgodnie z
rozktadem jednostajnym na przestrzeni wszystkich n! mozliwych uporzadkowan. Permutacje
liczb 1,...,n zapiszemy w tablicy o(1),...,0(n). Latwo sprawdzi¢ poprawnosé¢ nastepuja-
cego algorytmu.

for i:=1 to n do o(i) :=1;
for 1:=1 ton—1 do
begin
Gen J ~ U{i,i+1,...,n};
Swap(a (i), o(J))

end

Funkcja Swap zamienia miejscami elementy o (i) i o(J).

Na zakonczenie nalezy sie uwaga na temat algorytmoéw losowania ,obiektéw kombinatorycz-
nych” w R. Losowanie probki (bez zwracania albo ze zwracaniem) mozna wykona¢ przy
pomocy uniwersalnej funkcji sample. Jesli chodzi o permutacje losowe, to mozna uzyé¢ dosé
prymitywnego, ale prostego kodu

> U <- runif(n)
> Perm <- sort(U, index.return = TRUE)$ix
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1.8 Zadania i uzupeinienia

Zadania teoretyczne

1.6 Zadanie. Skonstruuj generator zmiennych losowych o gestosci

p(x) oc/ y "e dy, (x>0).
1

Uzyj metody rozktadow warunkowych i marginalizacji: wygeneruj zmienna (X,Y") o gestosci p(z, y)
y e~ . Przy okazji oblicz stalg normujacs.

1.7 Zadanie. Zaproponuj algorytm generujacy zmienna losowa X o gestosci

p(z) = —logz, (0<z<1).

1
Sugestia: Rozwaz gestosé p(z,y) = —1(0 < z < y < 1) i przypomnij sobie metode rozkladow
Yy

warunkowych.

1.8 Zadanie. Rozpatrz algorytm:

Gen X ~U(0,1)
Gen U ~U(0,1)
if U < X then return X else return 1 — X

Jaki jest rozktad prawdopodobieristwa zmiennej X na wyjsciu? Wyjasnij zwiazek z metoda Alias
(Przyktad 1.7.2).

1.9 Zadanie. . Jesli Wy,..., Wy sa niezalezne i kazda ma rozktad wyktadniczy, X; ~ Ex()\;) to
min(Wy, ..., W) ~ Ex(D>_ A;. Jesli J jest numerem zmiennej, dla ktorej minimum jest przyjmowane,
to P(J =j) = A\j/ > A\i. Wskazdwka: Najpierw rozpatrz przypadek k = 2.

1.10 Zadanie. Uzasadnij poprawnos¢ algorytmu generujgcego permutacje losowe. Mozesz tez
napisa¢ kod w R i sprawdzié¢ jego poprawnos¢ wykonujac symulacje (jak?).

Nastepne zadania dotycza statystyk pozycyjnych. Bezpos$rednia metoda symulowania statystyk
pozycyjnych polega na wygenerowaniu probki z danego rozktadu i jej uporzadkowaniu. Lepszy
sposob oparty jest na Wniosku 1.6.6 w potaczeniu z prostym spostrzezeniem, ktore jest sformutowane
w Zadaniu 1.11 ponize;j.

1.11 Zadanie. Udowodnij, ze jesli Uy, ..., Uy ~iiq. U(0,1) i X; = F~(U;) to (F~(U1p)s -, F~ (Upin)
jest wektorem statystyk porzadkowych (Xi., < -+ < X,,.,) 2z rozkltadu o dystrybuancie F'.

Z Wniosku 1.6.6 i Twierdzenia 1.6.7 wynika reprezentacja statystyk pozycyjnych jako unormowanych
sum zmiennych wykltadniczych. To nie tylko utatwia symulacje, ale podpowiada postaé twierdzen
granicznych dla statystyk pozycyjnych i prowadzi do prostych dowodéow.
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1.12 Zadanie. Niech M, = min(Uy,...,U,) dla Uy,..., U, ~iiq. U(0,1).

Jaki jest rozklad prawdopodobienstwa M, 7 Jak dobra¢ ciag b,, zeby ciag b,M,, mial nie-
zdegenerowany rozkltad graniczny? Zidentyfikuj ten rozktad.

Sprawdz wniosek symulacyjnie.

Jesli uzyles “brutalnej’metody generowania zmiennej M,, (powiedzmy, min(runif (n)) to po-
wtorz doswiadczenie korzystajac z faktu, ze M, ~ Beta(1,n).

1.13 Zadanie. Zalézmy, ze Uy, ..., U, ~iiq. U(0,1). Niech M,, = med(Uy,...,U,) (zalézmy, ze n
jest liczba nieparzysta).

Jaki jest rozktad prawdopodobienstwa M, ? Udowodnij, ze
Vn(M, —1/2) —q N(0,a?).
Oblicz ,wariancje asymptotyczng”, czyli liczbe a?.

Wskazowka: Niech n = 2k — 1. Zauwaz, ze M, ma taki sam rozklad prawdopodobienistwa jak

Sk/Sok, gdzie S; = Wi + -+ W;, Wi,..., Wa ~iiq. Ex(1).

Cwiczenia komputerowe

1.9 Cwiczenie. Napisz funkcje rmult.norm(n,V), ktéra generuje n niezaleznych wektoréow lo-
sowych o d-wymiarowym rozkladzie normalnym N(0,V'), gdzie V jest d x d macierza wariancji-
kowariancji. Wskazdwka: Funkcja chol oblicza rozktad Choleskiego macierzy. Najwygodniejszym
formatem wyjscia jest macierz o wymiarach n x d. Mozna dokonaé transformacji liniowej wszystkich
kolumn macierzy uzywajac mnozenia macierzowego %*%.

Uwaga: W pakiecie mvtnorm istnieje gotowa funkcja rmvnorm. Poréwnaj jej dziatanie ze swoim
kodem.

1.10 Cwiczenie. Rozwazmy punkty produkowane przez nastepujacy algorytm:

Gen ¢ ~ U(0,2m); Gen ¥ ~ U (—g, g)

X :=cosPcosV¥; Y :=sindPcosV; Z =sin¥

Wygeneruj duza liczbe punktow (X, Y, Z), przyjrzyj si¢c nim (jak?) i przekonaj sie, ze nie majg one
rozktadu jednostajnego na sferze S2.

1.11 Cwiczenie. Rozwazmy punkty produkowane przez nastepujacy algorytm:

Gen ® ~ U(0,27m); Gen Z ~ U(—1,1)
X =vV1—-Z%2cos®; Y :=+v1—-2%2sin®
return (X,Y,”2)
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Wygeneruj duza liczbe punktow (X, Y, Z), przyjrzyj sie nim i przekonaj sie, ze maja rozklad jedno-
stajny na sferze S2.

1.12 Cwiczenie. Napisz funkcje runisphere, ktora generuje n niezaleznych wektoroéw o rozkltadzie
jednostajnym na sferze (d — 1)-wymiarowej.

e Wygeneruj duza probke 3-wymiarowych wektorow (X1, Xo, X3) ~iiq. U(S?). Zbadaj 1-
wymiarowe rozktady brzegowe. Jaki jest rozklad, powiedzmy, X17

e Wygeneruj duza probke 4-wymiarowych wektorow (X1, Xo, X3, X4) ~iiq. U(S?). Zbadaj
2-wymiarowe rozktady brzegowe. Jaki jest rozklad, powiedzmy, (X7, X9)?

e Zgadnij teze nastepujacego twierdzenia: Jesli (X1,...,Xy) ~ US4 1) to (X1,...,Xq_2) ~

1.13 Cwiczenie. Wygeneruj probke (X;,Y;), i = 1,...,n z 2-wymiarowego rozktadu Cauchy’ego.
(rozktad t-Studenta z 1 stopniem swobody). Poréwnaj z rozkladem par (X;,Y;), gdzie X; 1 Y; sa
niezalezne o 1-wymiarowym rozktadzie Cauchy’ego. Naszkicuj wykresy 2-wymiarowych gestosci w
obu przypadkach. Uzyj funkcji contour do narysowania poziomic gestosci.

Uwaga: W tym ¢éwiczeniu chodzi o narysowanie poziomic teoretycznych gestosci, przedstawionych
odpowiednimi wzorami. Funkcja contour wymaga przygotowania danych przy uzyciu funkcji outer,
co wymaga pewnego wysitku.

1.14 Cwiczenie. Napisz funkcje rdirich, ktora generuje wektor o rozktadzie Dirichleta.

e Uzyj generatora Beta.
e Uzyj generatora Gamma.

Nastepne é¢wiczenia dotycza statystyk pozycyjnych. Poréwnajmy metode generacji sformutowana w
Zadaniu 1.11 z metoda bezposrednig.

1.15 Cwiczenie. Wygeneruj wektor statystyk porzadkowych (X1., < -+ < Xpup), czyli uporzad-
kowana probke (X7 < --- < X,,) z rozkladu wyktadniczego F' = Ex(1).

e Bezposrednio, poprzez uporzadkowanie probki.

e Uzyj Wniosku 1.6.8, wlasnosci rozktadu Dirichleta i Zadania 1.11. SprawdZ, ze ponizsze
kawatki kodu sa réwnowazne:

> X <- rexp(n)
> X <- sort(X,decreasing=TRUE)

oraz

> X <- rexp(n)
> X <- -log(cumsum(X)/sum(X))

e Oblicz 1-wymiarowa gestos¢ px, . (x) teoretycznie i poréwnaj z rezultatami doswiadczenia.
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Czasami nie trzeba i nie warto generowaé wszystkich statystyk pozycyjnych, tylko te, ktore nas
interesuja. Ilustruje to nastepne éwiczenie.

1.16 Cwiczenie. Uzyj generatora Dirichleta do wyprodukowania pary wybranych statystyk po-
rzadkowych z rozktadu U(0, 1), na przyktad (Uas,Uss), bez generowania wszystkich statystyk po-
rzadkowych. Wyprodukuj probke (powiedzmy, wektory U25 i U45 zawierajace m niezaleznych par).

e Naszkicuj poziomice gestosci 2-wymiarowej zmiennych (Us.5, Uy.5). Poréwnaj z estymatorem
gestosci obliczonym na podstawie probki — funkcja kde2d w pakiecie MASS.

Sugestia: Napisz po prostu contour (kde2d (U25,U45)). Szkicowanie poziomic teoretycznej
gestosci jest trudniejsze.

e Oblicz kowariancje Cov(Us.s, Us.5) teoretycznie. Porownaj z wynikami symulacji.

1.17 Cwiczenie. Zalozmy, ze Uy, ..., U, ~iid. U(0,1). Niech M, = med(Uy,.. "Ui) (zalozmy,
ze n jest liczba nieparzystj). Niech ponadto X,, = (Ui + -+ U,)/ni R, = (M,, + M,)/2, gdzie
M, =min(Uy,...,Uy) i M, = max(Uy,...,U,).

Zbadaj symulacyjnie zachowanie 3 ,estymatoréw liczby 1/2”: mediany M, éredniej X,, i ,$rodka
zakresu”, czyli R,,. Oczywiste jest, ze EM,, = EX,, = ER,, = 1/2.

e Poréwnaj odchylenia standardowe tych 3 zmiennych: sprawdz, ze

VnVar(M,) — a, y/nVar(X,) —b, y/n?Var(X,)—c (n— o0).

Na podstawie symulacji oszacuj liczby a i b. Zauwaz, ze liczba b jest tatwa do obliczenia
teoretycznie. Liczba a pojawia sie w Zadaniu 1.13.

e Postaraj sie rozpoznaé graniczne rozktady prawdopodobienstwa:

Vn(M, —1/2) —q7?, n(R, —1/2) =47

Zauwaz, ze na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego mamy /n(X,—1/2) —4 N(0,1/12).

1.18 Cwiczenie. Na bezludnej wyspie zyja dwa gatunki ptaszkow: A i B. Ornitolog zjawia sie
na tej wyspie i obserwuje ptaszki pojawiajace sie¢ zgodnie ze schematem Bernoulliego. Niech ¥
oznacza prawdopodobieristwo natrafienia na gatunek A, zas§ 1 — 9 prawdopodobienistwo natrafienia
na gatunek B. Poniewaz ornitolog nie znal dotychczas tych gatunkéw, nadaje im nazwy zgodnie z
kolejnoscia napotkania po raz pierwszy. Niech 9 bedzie prawdopodobiefistwem spotkania ptaszka
tego gatunku, ktory zostal oznaczony jako pierwszy. Jaki jest rozktad 9 przy zalozeniu, ze 9 jest
zmienng losowa?

Matematyczne sformulowanie zadania jest nastepujace: Niech ) bedzie zmienna losowa o gestosci
p na przedziale [0, 1]. Zmienna 9 ma warunkowo rozktad dwupunktowy:

PO =09=0) =0, PWO=1-09=0)=1-06.

Na poczatku zal6zmy, ze ¥ ma rozktad jednostajny U(0,1).
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e Obliczy¢ E(J]9),

e Obliczy¢ E(¥) w zaleznosci od E(¥9),

e Obliczy¢ gestosé rozktadu prawdopodobieristwa zmienne;j J.

Jaka bedzie odpowiedz, jesli zalozymy, ze ¥ ma rozkltad Beta(2,1), o gestosci p(f) = 201(0 < 6 < 1)7
Jesli ¥ ~ p, gdzie p jest dowolng gestoscia na przedziale [0, 1]7

e Zmnajdzmy rozwigzanie doswiadczalnie. A moze symulacje naprowadza nas na wtasciwe roz-
wigzanie?

e Pojawiajace sie w ten sposéb rozktady zmiennej losowej 9 nazywaja sie ,Invariant under size-
biased sampling” (ISBS). Skad ta nazwa? Poda¢ kilka przyktadow rozktadow ISBS (rozktady
empiryczne, obliczone teoretycznie gestosei).

e Sprobowaé¢ uogoélni¢ na przypadek > 2 gatunkéw ptaszkow.
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Rozdziat 2

Symulowanie proceséw stochastycznych

Pelny tytul tego rozdziatu powinien brzmie¢ ,Symulacje Niektorych Procesow Stochastycz-
nych, Bardzo Subiektywnie Wybranych Sposr6éd Mnoéstwa Innych”. Nie bede szczegdltowo
ttumaczyt, skad pochodzi moéj subiektywny wybor. Zrezygnowalem z proby przedstawienia
procesow z czasem ciaglym i rownoczesnie ciagta przestrzenia stanéw, bo to temat oddzielny
i obszerny.

2.1 Procesy Poissona

Jednorodny proces Poissona na poélprostej

2.1.1 Definicja. Rozwazmy niezalezne zmienne losowe Wi, ... , Wy, ... o jednakowym roz-
ktadzie wyktadniczym, W; ~ Ex(X) i utwdrzmy kolejne sumy

To=0Ti=Wy, To=W,+Wa, ..., Te=Wy+-+W,, ...

Niech, dlat > 0,
N(t) = max{k : T < t}.

Rodzine zmiennych losowych N(t) nazywamy procesem Poissona.

Proces Poissona dobrze jest wyobrazaé¢ sobie jako losowy zbidr punktow {T1,Ts, ..., Ty, ...}
na polprostej [0, oo[: Zmienna N (t) oznacza liczbe punktow, ktore ,wpadly” w odcinek 0, ¢].
Wygodnie bedzie uzywa¢ symbolu

N(s,t) = N(t) — N(s)

dla oznaczenia liczby punktow, ktore ,wpadly” w odcinek |s, ¢].

47
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Rysunek 2.1: Kilka trajektorii procesu Poissona z intensywnoscia A = 0.2.

2.1.2 Stwierdzenie. Jesli N(t) jest procesem Poissona, to

P(N(t) = k) = e—M(AkZI .

Dowaod. Zauwazmy, ze
Ty, ~ Gamma(k, \).

Wobec tego ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite wynika, ze

P(N(t) = ]C) Tk t Tk+1 > t)

Tk+1 > tITk = S)ka( ) ds

IP’ (Wig1 >t — 8|1y, = s)pr(s) ds

k 1 —)\sd

Il
\Nc\

k k k
:e—,\t / k=1ldg — e A t_:e—At()‘t) .
r'(k) J (k— 1)k k!
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Oczywiscie EN (t) = At. Liczba

)\ —= _=
EW; t

jest nazywana intensywnoscig procesu.
2.1.3 Stwierdzenie. Jesl:
O<ti<to< - <ty <+,
to zmienne losowe N(t1), N(t1,t3),... sq niezalezne i kazda z nich ma rozktad Poissona:

N(ti_l, tl) ~ POISS(/\(tZ — tz‘—l))-

Dowdd. Pokazemy, ze warunkowo, dla N(t;) = k, ciag zmiennych losowych
Tk+1 - tl, Wk+2, Wk+3 ceey jest iid ~ EX()\)
Wymnika to z wtasnosci braku pamieci rozktadu wyktadniczego. W istocie, dla ustalonych
N(t1) =k i Sk = s mamy
]P)(Tk_,_l — 1 > t’N(tl) = ]{?,Tk = S)
P(Tk+1 —t1 > t‘Tk = S,Tk+1 > tl)
P(Wk—i-l >t +t— S|Wk+1 >t — S)
P(WkJr]_ > t) = e_)‘t.

Fakt, ze zmienne Wy o, Wi, 3. .. sa niezalezne od zdarzenia N (t1) = k jest oczywisty. Poka-
zaliSmy w ten sposob, ze losowy zbior punktow {Tyi1 — t1, Tki2 — t1, ...} ma (warunkowo,
dla N(t;) = k) taki sam rozktad prawdopodobienistwa, jak {7},7T3,...}. Proces Poissona
obserwowany od momentu t; jest kopig wyjsciowego procesu. Wynika stad w szczegdlnosci,
ze zmienna losowa N (o, t1) jest niezalezna od N(t1) i N(ta,t1) ~ Poiss(A(ta — t1)). Dalsza
cze$¢ dowodu przebiega analogicznie i ja pominiemy:. O]

Metoda generowania procesu Poissona oparta na Definicji 2.1.1 jest raczej oczywista. Nie
jest to jednak jedyna metoda. Inny sposob generowania (i inny sposéb patrzenia na proces
Poissona) jest zwiazany z nastepujacym faktem.

2.1.4 Stwierdzenie. Warunkowo, dla N(t) = n, cigg zmiennych losowych
T.....T,
ma rozktad taki sam, jak ciqg statystyk pozycyjnych
Utns o+ Upienm
z rozktadu U(0,1).



50 ROZDZIAEL 2. SYMULOWANIE PROCESOW STOCHASTYCZNYCH

Dowdd. Obliczmy warunkowa gestosé zmiennych losowych T4, ..., T, jesli N(t) = n:

. pTh---,Tn (tl, Ce 7tn> . P(N(t) = n|Tn = tn)

ti,..., 1, =
pT1,...,Tn|N(t)( 15 ) ‘Tl) P(N(t) _ TL)
_ bwm (t)pw,(ta = 1) -+ - pw, (tn — tn1) - P(Wygr >t — )
P(N(t) =n)

)\nef)\tlef/\(tgftl) . ef}\(tnftnfl) . ef)\(tftn)

- (At)re > /nl
n!

— t_”’

dla0<t; <---<t, <t O

Wynika stad nastepujacy sposob generowania procesu Poissona na przedziale [0, t].

Gen N ~ Poiss(\t)

for i=1 to N do Gen U; ~ U(0,t);
Sort (Uy,...,Un)

(Ty,....,Ty) := (Uiny- .-, Uny)

Co wazniejsze, Stwierdzenia 2.1.2, 2.1.3 i 2.1.4 wskazuja, jak powinny wygladaé¢ uogélnienia
procesu Poissona i jak generowac takie ogblniejsze procesy. Zanim tym si¢ zajmiemy, zrobmy
dygresje i podajmy pewna ,infinitezymalng” charakteryzacje ,zwyklego” procesu Poissona.
Nietrudno sprawdzi¢, ze proces Poissona spelnia nastepujace rownania:

P(N(t+h) =n+1|N(t) =n) = A\h+ o(h),

)
(2.1.5) P(N(t—i-h) :n’N(t):n) :1—)\h+0(h), h ™\, 0,

gdzie o(h) oznacza funkcje taka, ze lim\oo(h)/h = 0. Odwrotnie, mozna udowodni¢, ze
rownanie (2.1.5), przy pewnych naturalnych zalozeniach, charakteryzuje proces Poissona
(Twierdzenie 2.5.7). Ten fakt nie jest bezposrednio uzywany w symulacjach, ale wprowadza
intuicyjny sposob okreslania proceséw, uzytecznych w probabilistycznym modelowaniu zja-
wisk. W podobnym jezyku tatwo formutowaé zalozenia o tak zwanych procesach urodzin i
Smierci. Wrocimy do tego przy okazji omawiania procesow Markowa z czasem cigglym.

Niejednorodne procesy Poissona w przestrzeni

Naturalne uogolnienia procesu Poissona polegaja na tym, ze rozwaza si¢ losowe zbiory punk-
tow w przestrzeni o dowolnym wymiarze i dopuszcza sie r6zng intensywnos$¢ pojawiania sie
punktéw w réznych rejonach przestrzeni. Niech X' bedzie przestrzenia polska. Czytelnik,
ktory nie lubi abstrakeji moze zalozyé, ze X C RY.
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Musimy najpierw wprowadzi¢ odpowiednie oznaczenia. Rozwazmy ciag zmiennych losowych
o wartosciach w X' (punktow losowych):

X1, X

(moze to by¢ ciag skonczony lub nie, liczba tych punktéw moze by¢ zmienng losowa). Niech,
dla AC X,

N(A) = #{i: X, € A)

oznacza liczbe punktow, ktore ;wpadty do zbioru A” (przy tym dopuszczamy wartosé N(A) =
oo i umawiamy sie liczy¢ powtarzajace sie punkty tyle razy, ile razy wystepuja w ciagu).

Niech teraz p bedzie miara na (o-ciele borelowskich podzbioréw) przestrzeni X.

2.1.6 Definicja. N = N(-) jest procesem Poissona z miarg intensywnosci j, symbolicznie
N ~ PP(u), jesli

e dla parami roztgcznych zbiorow Ay, ..., A; C X, odpowiadajgce im zmienne losowe
N(Ay),...,N(A;) sq niezalezne;

A n
e P(N(A) =n) = e_“(A)M, dla kazdego A C X takiego, ze u(A) < oo i dlan =
n!
0,1,....

Z: elementarnych wtasnosci rozktadu Poissona wynika nastepujacy wniosek.

2.1.7 Wniosek. Rozwazymy rozbicie zbioru A o skoriczonej mierze intensywnosci, pu(A) <
00, na roztgezng sume A = A U---U Ag. Wtedy

P(N(Ay) =nq,...,N(Ar) = ni|N(A) =n)
ol

(Al)nl . -,U,(Ak)nk, (n1 + o+ ng = n)

| I
ny!-onyg!

Jesli natomiast p(A) = oo to tatwo zauwazy¢, ze N(A) = oo z prawdopodobienstwem 1.

Z Definicji 2.1.6 i Wniosku 2.1.7 natychmiast wynika nastepujacy algorytm generowania pro-
cesu Poissona. Zalézmy, ze interesuje nas ,fragment” procesu w zbiorze A C X o skonczonej
mierze intensywnosci. W praktyce zawsze symulacje musza sie do takiego fragmentu ogra-
nicza¢. Zauwazmy, ze unormowana miara pu(-)/u(A) jest rozktadem prawdopodobieristwa
(zmienna losowa X ma ten rozktad, jesli P(X € B) = u(B)/u(A), dla B C A).

Gen N ~ Poiss(u(A))
for i=1 to N do Gen X; ~ u(-)/u(A)
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Nalezy rozumie¢, ze formalnie definiujemy N(B) = #{i : X; € B} dla B C A, w istocie
jednak za realizacje procesu uwazamy zbior punktow {Xi,..., Xy} C A (,zapominamy” o
uporzadkowaniu punktow). Widaé, ze to jest proste uogdlnienie analogicznego algorytmu
dla ,zwyktego” procesu Poissona, podanego wczesniej.

Mozna réwniez rozbi¢ zbidr A na roztaczna sume A = A; U--- U Ay i generowaé niezaleznie
fragmenty procesu w kazdej czesci A;.

2.1.8 Przyklad. Jednorodny proces Poissona na kole B? = {z? + y? < 1} mozna wygene-
rowa¢ w nastepujacy sposob. Powiedzmy, ze intensywnosé¢ (punktéow na jednostke pola) jest
A, to znaczy u(B) = A|B]|, gdzie |B| jest polem (miara Lebesgue’a) zbioru B.

Najpierw generujemy N ~ Poiss(A7), nastepnie punkty (Xi,Y7),..., (Xy,Yy) niezaleznie z
rozktadu U(B?). To wszystko. JAN

Ciekawszy jest nastepny przyktad.

2.1.9 Przyklad (Jednorodny proces Poissona w przestrzeni prostych). Prosta na plasz
czyznie mozna sparametryzowaé¢ podajac kat ¢ € [0, 27[ jaka tworzy prostopadta do proste;
z osig poziomg oraz odlegtosé r > 0 prostej od poczatku uktadu. Kazda prosta jest wiec
opisana przez pare liczb (@, r) czyli punkt przestrzeni £ = [0, 27[x [0, co[. Jesli teraz wyge-
nerujemy jednorodny proces Poissona na tej przestrzeni, to znaczy proces o intensywnosci
w(B) = A|B|, B C L, to mozna sie spodziewa¢ zbioru ,losowo potozonych prostych”. To
wida¢ na Rysunku 2.2.

W istocie, wybor parametryzacji zapewnia, ze rozklad prawdopodobienstwa procesu nie
zalezy od wyboru uktadu wspotrzednych. Dowdd, czy nawet precyzyjne sformutowanie tego
stwierdzenia przekracza ramy tego skryptu. Intuicyjnie chodzi o to, ze na obrazku ,nie
ma wyrdznionego kierunku ani wyréznionego punktu”. Nie mozna sensownie zdefiniowaé
pojecia ,Jlosowej prostej” ale kazdy przyzna, ze proces Poissona o ktérym mowa mozna uznaé
za udcidlenie intuicyjnie rozumianego pojecia ,losowego zbioru prostych”. A

Ciekawe, ze podstawowe metody generowania zmiennych losowych maja swoje odpowiedniki
dla proceséw Poissona. Role rozktadu prawdopodobienistwa przejmuje miara intensywnosci.

2.1.10 Przyklad (Odwracanie dystrybuanty). Dla miary intensywnosci A na przestrzeni
jednowymiarowej mozna zdefiniowaé dystrybuante tej miary. Dla uproszczenia rozwazmy
przestrzen X = [0, 00[ i zalozymy, ze kazdy zbiér ograniczony ma miare skoriczona. Niech
A(t) = A([0,t]). Funkcje A : [0, 00[— [0, 00[ nazwiemy dystrybuanta. Jest ona niemalejaca,
prawostronnie ciagta, ale granica w nieskoriczonosci A(oco) = lim, . A(x) moze by¢ dowol-
nym elementem z [0,00]. Dla procesu Poissona na [0, co[ wygodnie wroci¢ do prostszych
oznaczen, piszac N(t) = N([0,¢]) jak we wczesniej rozpatrywanym przypadku jednorodnym.

Niech J(t) bedzie jednorodnym procesem Poissona na [0,00[ z intensywnoscia roéwna 1.
Wtedy
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Rysunek 2.2: Proces Poissona w przestrzeni prostych.

jest niejednorodnym procesem Poissona z miarg intensywnosci A\. W istocie, jesli 0 <
t1 < ty < -+ to N(t1), N(ts) — N(t1),... sa niezalezne i maja rozklady odpowiednio
Poiss(A(t1)), Poiss(A(t2) — A(t1)), . ... Zauwazmy, ze jesli Ry < Ry < --- oznaczaja punkty
skoku procesu J(-) to N(t) = max{k : R < A(t)} = max{k : A~ (Ry) < t}, gdzie A~ jest
uogolniona funkcja odwrotna do dystrybuanty. Wobec tego punktami skoku procesu N sa
Tr = A~ (Ry). Algorytm jest taki:
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Gen N ~ Poiss(A(t));
for i:=1 to N do Gen R; ~U(0,A(t)); T;:=A(R;)

Pominelismy tutaj sortowanie skokow i zatozyliSmy, ze symulacje ograniczamy do odcinka

0, ¢]. A

2.1.11 Przyklad (Przerzedzanie). To jest odpowiednik metody eliminacji. Zal6zmy, ze
mamy dwie miary intensywnosci: u o gestosci m i A o gestosci I. To znaczy, ze A(B) =
Jpl(z)dz i w(B) = [,m(x)dz dla dowolnego zbioru B C X. Zalozmy, ze I(x) < m(z) i
przypusémy, ze umiemy generowac¢ proces Poissona o intensywnosci p. Niech Xi,..., Xy
beda punktami tego procesu w zborze A o skoriczonej mierze p (wiemy, ze N ~ Poiss(u(A)).
Punkt X; akceptujemy z prawdopodobienistwem [(X;)/m(X;) (pozostawiamy w zbiorze) lub
odrzucamy (usuwamy ze zbioru) z prawdopodobienstwem 1 — I(X;)/m(X;). Liczba pozosta-
wionych punktéw L ma rozktad Poiss(\(A)), zas kazdy z tych punktéw ma rozktad o gestosci
I(x)/A(A), gdzie N(A) = [, l(z)dx. Te punkty tworza proces Poissona z miarg intensywnosci
A.

Gen X ={X1,...,Xn} ~PP(u("));
for i:=1 to N Gen U; ~U(0,1);

if U; > I(X;)/m(X;) then X :=X\ X;;
return X = {X7,..., X} ~PP(\("))

A
2.1.12 Przykltad (Superpozycja). To jest z kolei odpowiednik metody kompozycji. Metoda
opiera sie na nastepujacym prostym fakcie. Jezeli Nq(-), ..., Ni(-) sa niezaleznymi procesami
Poissona z miarami intensywnosci odpowiednio py(-),...,ux(-), to N(-) = >, N;(-) jest
procesem Poissona z intensywnoscia p(-) = >, pi(-). Dodawanie nalezy tu rozumie¢ w

dostaowny sposob, to znaczy N(A) jest okreslone jako > . N;(A) dla kazdego zbioru A.
Jedli utozsamimy procesy z losowymi zbiorami punktéw to odpowiada temu operacja brania
sumy mnogosciowe] (ztaczenia zbioréw). Niech X1, ..., X, beda punktami j-tego procesu
w zborze A o skoriczonej mierze ;.
X =0;
for j:=1 to k do

begin

Gen Xj = {Xj@, con 7Xj,Nj} ~ PP(,UJ()),

X:=XUX;;

end
return X = {X{,..., Xy} ~PP(u(-)) { mamy tu N=3 . N; }



2.2. ZADANIA I UZUPELNIENIA 95

A

Wygodnie jest utozsamia¢ procesy Poissona z losowymi zbiorami punktow, jak uczyniliSmy
w ostatnich przyktadach (i mniej jawnie w wielu miejscach weczesniej). Te zbiory mozna
rozumie¢ w zwyklym sensie, dodawac, odejmowac tak jak w teorii mnogosci pod warunkiem,
ze ich elementy sie nie powtarzajg. W praktyce mamy najczesciej do czynienia z intensywno-
Sciami, ktore maja gestosci ,w zwyklym sensie”, czyli wzgledem miary Lebesgue’a. Wtedy,
z prawdopodobienstwem 1, punkty procesu Poissona nie powtarzaja sie.

2.2 Zadania i uzupelnienia

Cwiczenia komputerowe

2.1 Cwiczenie. Wygeneruj trajektorie ednorodnego procesu Poissona i przedstaw jej przebieg na
rysunku (powiedzmy, dla intensywnosci A = 0.2 i dilugosci przedziatu 200). Przedstaw na tym
samym rysunku kilka (niezaleznych) trajektorii.

Wskazowka: Mozesz uzy¢ funkcji stepfun.

2.2 Cwiczenie. Niech {N(t) : t > 0} bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A. Zdefiniujmy
e(t) = E[Tnw+1 — T = EWng41 (obowiazuje konwencja Ty = 0). Stowami, e(t) jest $rednia
dtugoscia tego odcinka miedzy sasiednimi punktami procesu Poissona, ktory zawiera liczbe t.

e Zaprojektuj i wykonaj symulacje pozwalajace obliczaé¢ funkcje e(t) dla zadanej ,siatki” punk-
tow t. Powiedzmy, A =1,¢t=0.25k, k=1,2,....

e Oblicz funkcje e(t) analitycznie. Porownaj z wynikami symulacji.

Wskazowka: Skoncentruj sig na obliczeniu e (t) = E[t—Ty)]. Wielkod¢ e (t) = E[Ty(#)41—1]
jest tatwa. Wykorzystaj poznane wlasnosci procesu Poissona.

Zadania teoretyczne

2.1 Zadanie. Laczny rozklad zmiennych losowych N i N jest zdefiniowany przez podanie rozktadu
brzegowego N ~ Poiss(A) i warunkowego (N1|N = n) ~ Bin(n, ). Jesli No = N — N; to zmienne
losowe Np i Ny sa niezalezne, N1 ~ Poiss(6)), Ny ~ Poiss((1 — 0)\).

Udowodnij. Wyjasnij zwiazek z procedura ,przerzedzania” dla procesu Poissona.

2.2 Zadanie. Odwrotnie, jesli zmienne losowe Nj i Ny sa niezalezne, N7 ~ Poiss(\1), Ny ~

Poiss(Ag) i N = Nj + Ny, to N ~ Poiss(A = A1 + \g) i warunkowo (Ni|N = n) ~ Bin(n, 0 = A1 /\).

Udowodnij. Wyjaénij zwiazek z procedurg ,superpozycji’ proceséw Poissona.
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2.3 Zadanie. Zalozmy, ze zmienne losowe N i T1,...,T,,... sa niezalezne, T; ~ Ex(\) i N ~
Geo(0), czyli P(N = k) = (1 —0)* 19 dla k = 1,2,.... Niech T = Zf\il T;. Pokaz, ze T ~ Ex(0)).

Wyjasnij zwiazek z procedura ,przerzedzania” dla procesu Poissona.
2.4 Zadanie. Jezeli T' ~ Ex()) to
P(T <t+h|T >t) =M+ o(h)

przy h N\, 0. Odwrotnie, jesli powyzsze rownanie zachodzi dla T' > 0 i dystrybuanta F'(t) = P(T < t)
jest rézniczkowalna, to T' ma rozklad wyktadniczy.

2.3 Symulowanie tancuchéw i proceséw Markowa

Czas dyskretny, przestrzen dyskretna

Zacznijmy od najprostszej sytuacji. Rozwazmy skoriczony lub przeliczalny zbior X, ktory
bedziemy nazywali przestrzeniq standw. Czasem wygodnie przyjac, ze X = {1,2,...,d} lub
X ={1,2,...}. Jest to tylko umowne ponumerowanie stanow.

2.3.1 Definicja. (i) Cigg Xo, X1, ..., Xy, ... zmiennych losowych o wartosciach w prze-
strzeni X nazywamy tancuchem Markowa, jesli dla kazdego n = 1,2,... i dla kazdego
ciggu punktow o, Ty, ..., Ty, Tuy1 € X,

]P<Xn+1 = 'Tn+1|Xn = Jzn;anl = Tn-1y--- 7X1 = Q:leO = $0)
= ]P)(Xn—i-l = xn—i—l‘Xn = mn);

(0 ile tylko P(X,, = xp, Xpo1 = Tp_1,..., X1 = x1, Xo = x9) > 0, czyli prawdopodobieristwo
warunkowe w tym wzorze ma sens).

(i) Laricuch Markowa nazywamy jednorodnym, jesli dla dowolnych standw x i x' i kazdego
n mozemy napisac
P(X,.1 = 2'| X, = 2) = P(z,2),

to znaczy prawdopodobienistwo warunkowe w powyzszym wzorze zalezy tylko od x i x’, ale nie
zalezy od n.

Jesli X,, = x, to méwimy, ze taricuch w chwili n znajduje sie w stanie x € X'. Warunek (i) w
Definicji 2.3.1 znaczy tyle, ze przyszla ewolucja tancucha zalezy od stanu obecnego, ale nie
zalezy od przesztosci. Lancuch jest jednorodny, jesli prawo ewolucji tanicucha nie zmienia si¢
w czasie. W dalszym ciagu rozpatrywaé¢ bedziemy gltéwnie taricuchy jednorodne. Macierz
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P(1,1) --- P(1,2)
) _ : :
Tl eX P(z,1) --- P(z,2")

nazywamy macierzq (prawdopodobieristw) przejscia tancucha. Jest to macierz kwadratowa
(d x d), jesli przestrzen X jest skoriczona, ale moze by¢ ,macierza” o nieskoriczonej liczbie
wierszy i1 kolumn. Macierz P jest stochastyczna, to znaczy P(x,z’) > 0 dla dowolnych
stanow x,2’ € X oraz ), P(x,2') = 1 dla kazdego z € X. Jedli v(x) = P(Xy = ), to (by¢
moze nieskoniczony) wektor wierszowy

nazywamy rozktadem poczgtkowym tancucha (oczywiscie, ) v(x) =1). Jest jasne, ze

IED(XO = xO7X1 =T1,... 7Xn71 = -Tnthn = xn)

(2.3.2) = v(zo)P(z0,71) - P(Tp_1, Tp).

Ten wzor okresla jednoznacznie taczny rozktad prawdopodobieristwa zmiennych Xy, Xy, ..., X, ...

i moze by¢ przyjety za definicje jednorodnego tancucha Markowa. W tym sensie mozemy
utozsamic taricuch z para (v, P): taczny rozktad prawdopodobieristwa jest wyznaczony przez
podanie rozktadu poczatkowego i macierzy przejscia.

Opiszemy teraz bardzo ogoélng konstrukcje, ktora jest podstawa algorytméw generujacych
tanicuchy Markowa. Wyobrazmy sobie, jak zwykle, ze mamy do dyspozycji ciag U =
Uy, Uy, ..., Uy, ... Jiczb losowych”, produkowanych przez komputerowy generator, czyli z

teoretycznego punktu widzenia ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkta-
dzie, U(0,1). Niech ¢ : [0,1] = X 19 : X x [0,1] — X beda takimi funkcjami, ze

P(y(U) =z) =v(z) dlakazdego z € X,

(2.3.3) ?)
o P (¢p(x,U) = 2') = P(x,2") dla dowolnych z,2' € X.

Jesli okreslimy Xy, X1,...,X,, ... rekurencyjnie w nastepujacy sposob:
(2.3.4) Xo=vlo),  Xnt1=0(Xn,Unt1),

to jest jasne, ze tak otrzymany ciag zmiennych losowych jest tanicuchem Markowa z rozkta-
dem poczatkowym v i macierza przejscia P.

Na zakonczenie tego podrozdziatu zrobmy kilka prostych uwag.

e Gdy symulujemy tancuch Markowa, kodujemy funkcje ¢ zazwyczaj w postaci R-owej
funkcji krok () tak, ze instrukcja X<-krok(X) aktualizuje X := X, do X = X, 1.
Jawne zapisanie macierzy P w pamieci jest niemal zawsze zbedne, a czesto niemozliwe.
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e Mozna sobie wyobrazaé¢, ze dla ustalonego z, zbior {u : ¢(x,u) = y} jest odcinkiem
dhugosci P(x,y), ale nie musimy tego zada¢. Nie jest istotne, ze zmienne U; maja
rozktad U(0,1). Moglibysmy zalozy¢, ze sa okreslone na dos¢ dowolnej przestrzeni
U. Istotne jest, ze te zmienne sa niezalezne, maja jednakowy rozktad i zachodzi wzor
(2.3.3). W praktyce zazwyczaj do zrealizowania jednego ,kroku” taricucha Markowa
generujemy wiecej niz jedna ,liczbe losowa’.

Czas dyskretny, przestrzen ciaggla

Przypadek ciaglej lub raczej ogdlnej przestrzeni stanéw jest w istocie réwnie prosty, tylko
oznaczenia trzeba troche zmieni¢ i sumy zamienié¢ na catki. Dla prostoty przyjmijmy, ze X C
R?. Ponizej sformutujemy definicje w taki sposob, zeby podkresli¢ analogie do przypadku
dyskretnego i pominiemy subtelnosci teoretyczne. Zwroémy tylko uwage, ze prawdopodo-
bienistwo warunkowe nie moze tu by¢ zdefiniowane tak elementarnie jak w Definicji 2.3.1, bo
zdarzenie warunkujace moze mie¢ prawdopodobienistwo zero.

2.3.5 Definicja. (1) Cigg Xo, X1,...,X,, ... zmiennych losowych o wartosciach w X nazy-
wamy tancuchem Markowa, jesl dla kazdegon = 1,2, ..., dla kazdego ciggu xg,x1, ..., T,
punktow przestrzeni X oraz dowolnego (borelowskiego ) zbioru B C X,
P(Xn41 € B|Xp = xp, X1 = g1, ..., Xq = 21, Xo = 2)
=P(X,41 € B|X,, = z,),

(dla prawie wszystkich punktow (x,, xn_1,...,x1, %))

(i) Lancuch Markowa nazywamy jednorodnym, jesli dla dowolnego zbioru B C X i kazdego
n mozemy napisac
P(X,+1 € B|X,, =) = P(z, B)

(dla prawie wszystkich punktow x ).
Funkcja P(-,-), ktorej argumentami sa punkt x i zbior B, jest nazywana jgdrem przejscia.
Wazne dla nas jest to, ze dla ustalonego x € X, jadro P(x,-) rozwazane jako funkcja zbioru

jest rozktadem prawdopodobienstwa. W wielu przyktadach jest to rozktad zadany przez
gestosce,

P(x,B) = / p(x, o' )dx'.
B
Wtedy odpowiednikiem wzoru (2.3.2) jest nastepujacy wzor na laczna gestosé:
(2.3.6) p(xo, 71, .., Tpo1,Tn) = V(20)p(T0, 21) -+ P(Tn—1, Tn),

gdzie v(-) jest gestoscia rozktadu poczatkowego, zas p(x;, ;41) = p(xi1|z;) jest gestoscia wa-
runkowa. Sformutowaliémy Definicje 2.3.5 nieco ogdlniej gtownie dlatego, ze w symulacjach
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wazng role odgrywaja tancuchy dla ktoérych prawdopodobienistwo przejécia nie ma gestosci.
Przyktadem moze by¢ tancuch, ktéry z niezerowym prawdopodobienstwem potrafi ,sta¢ w
miejscu”; to znaczy P(x,{z}) =: a(z) > 0, i ma prawdopodobienistwo przejScia postaci,
powiedzmy

Pz, B) = a(e)1(x € B) + (1 — a(x)) / p(z,2')da’.

B

Lancuch Markowa na ogélnej przestrzeni stanéw mozna rekurencyjnie generowaé¢ w spo-
sob opisany wzorem (2.3.4), to znaczy Xo = ¥(Up) 1 Xpy1 = ¢ (X, Unqr) dla ciagu id.d.
Up, Uy, ..., Uy, ... z rozkltadu U(0,1). Niech v(-) oznacza rozklad poczatkowy. Funkcje ¢ i
¢ musza spelia¢ warunki

(23.7) P(y(U) € B) =v(B) dla kazdego (mierzalnego) B C X,
o P(¢(z,U) € B) = P(x,B) dla dowolnych z € X, B C X.

Roznica miedzy (2.3.3) 1 (2.3.7) jest tylko taka, ze w ogolnej sytuacji rozktady prawdopodo-
bietistwa zmiennych losowych ¢¥(U) i ¢(z, U), czyli odpowiednio v(-) i P(z,-) nie musza by¢
dyskretne. Funkcje ¢ i ¢ w abstrakcyjnym schemacie (2.3.7) mozemy zastapi¢ w zasadzie

dowolna metoda generacji zmiennych o zadanym rozktadzie, przy czym (dla ¢) ten zadany
rozktad zalezy od x.

2.3.8 Przyktad (Proces AR(1)). Niech X = R i rozwazmy jadro przejscia

1 1 / 2 /

5 exp {—ﬁ(l' — ) } dz’.
Rownowaznie, X, ,1|X, = x ~ N(z,v?) lub X,,,1 = X, + W41, gdzie W, 1, jest zmienng

losowa niezalezng od X,,, o rozktadzie N(0,v?). Napisana w R funkcja krok (), ktora aktu-
alizuje X := X, do X := X,,,1 moze by¢, powiedzmy, taka

P(z,B) =P(X,41 € B|X, = z) = /
B

krok <- function(X)
return (rnorm(1,mean=X,sd=v))

Lancuch Markowa Xj,..., X,,,... jest specjalnym przypadkiem procesu autoregresji 1-go
rzedu, czyli ,AR(1)”. Ogolniejsze procesy autoregresji sa omoéwione w Podrozdziale 2.4. A

Czas ciagly, przestrzen dyskretna

Rozwazmy proces stochastyczny (X (t),t > 0), czyli rodzine zmiennych losowych o warto-
Sciach w skoriczonej lub przeliczalnej przestrzeni stanow X, indeksowana przez parameter t,
ktory interpretujemy jako ciggty czas. Pojedyncze stany oznaczamy przez x,z’,x",... € X
lub podobnie. Zal6zmy, ze trajektorie sa prawostronnie cigglymi funkcjami majacymi lewo-
stronne granice (prawie na pewno).
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2.3.9 Definicja. (i) Mowimy, ze X (t) jest procesem Markowa, jesli dla dowolnych x,x’ €
X oraz s,t >0,

P(X(s+t)=2|X(s) =2, {X(u),0<u<s})=P(X(t+s)=12X(s)=x).

(ii) Proces Markowa nazywamy jednorodnym, jesli dla dowolnych standw x i x' i kazdego
t 1 s mozemy napisac

P(X(s+1) = | X(s) = 2) = P'(, '),
to znaczy prawdopodobieristwo warunkowe w powyzszym wzorze zalezy tylko od x, x' i t, ale
nie zalezy od s.

Sens zalozenia (i) jest taki sam jak w Definicji 2.3.1. Zadamy mianowicie, zeby zmienna
X (t+ s) byta warunowo niezalezna od zmiennych X (u),0 < u < s pod warunkiem zdarzenia
X(s) = x. Oczywiscie, P'(x,y) jest prawdopodobienstwem przejscia w ciggu czasu t. Rozklad
poczatkowy oznaczymy przez v(z) = P (X(0) = ). Poniewaz X jest skoniczona, v moze by¢
przedstawiony jako wektor a P! jako macierz.

Odpowiednikiem macierzy przejicia jest macierz intensywnosci przejsé zdefiniowana naste-
pujaco.

1
AN - h AN /
Q(z, ") —}Llir[l)h [P"(x,2") — I(z,2")],
gdzie I = P jest macierza identycznos$ciows. Mozna udowodni¢, ze granice istnieja. Tak
wiec Q = L P i P" = I+hQ+o(h) przy h \, 0. Innymi stowy, Q(z, 2') jest rzeczywiscie
Lintensywnoscia skokow z x do 2’ (na jednostke czasu). Mamy wzor analogiczny do (2.1.5):

P(X(t+h) =2'|X(t)
P(X(t+h) = 2| X(¢)

z) = hQ(z,z") + o(h) dla 2’ # x;
v = 1+ QU ) + o(h), h™\0

Zauwazmy, ze mamy »__, Q(z,2’) = 0. Wspomnijmy jeszcze mimochodem, ze macierze przej-
Scia wyrazajg sie przez macierz intensywnosci () przy pomocy ,macierzowej funkcji wyktad-
niczej”: P' = exp[tQ)]. Dla uproszczenia notacji, niech Q(z) = —Q(z,z) = >, Q(z,7')
oznacza “intensywnos¢ wszystkich skokéw ze stanu x”.

Z tego co zostato powiedziane tatwo sie domysli¢, ze generowanie procesu Markowa mozna
zorganizowaé podobnie jak dla procesu Poissona, poprzez czasy skokow. Niech 0 < T <
T, <--- < T, <--- beda kolejnymi momentami skokoéw,

Ty =inf{t >0: X(¢) # X(0)};
Ton=inf{t >T,: X(t) # X(T,)}.
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Jesli X(T,,) = z, to czas oczekiwania na nastepny skok, W, 1 = T,,11 —T,, zalezy tylko od x i
ma rozktad wyktadniczy z parametrem Q(x). W szczegdlnosci, mamy E (W, 1| X (T,,) = z) =
1/Q(x). Zadanie 2.4 wyjasnia, dlaczego pojawia sie rozkltad wykladniczy. Jesli obserwujemy
proces w momentach skokéw, czyli skupimy uwage na ciagu X, =X (T,,) to otrzymujemy
taricuch Markowa z czasem dyskretnym, nazywany czasem ,szkieletem”. Jego prawdopodo-
bienistwa przejscia sa takie:

z,2")/Q(x) jesli x # a;

jesli ¢ = o',

(2.3.10) Pz,2') =P(X,p = 2| X, =) = {(6)2(

Oczywiscie, cala trajektoria procesu X (t) jest w pelni wyznaczona przez momenty skokow
Ty,...,T,,... ikolejne stany taricucha szkieletowego Xy, X1,..., X,,.... Po prostu, X(t) =
X,dlaT, <t<T,.

Nastepujacy, stawny algorytm Gillespie’go formalizuje opisany powyzej sposob generacji.

Gen X~ v(-);
TO :O,
for 7:=1 to oo do

begin

Gen W; ~ Ex(Q(X;_1));
T =T + Wi
Gen X; ~ P(X,_1, -); { P dane wzorem powyzej }

end

W praktyce trzeba ustali¢ sobie jakis skoniczony horyzont czasowy t.,., 1 zakoniczy¢ symulacje
gdy T; > tyax. Zauwazmy, ze ten algorytm nadaje sie do symulowania procesu Markowa na
nieskonczonej ale przeliczalnej przestrzeni stanoéw, na przyktad X = {0,1,2,...}. W istocie,
metoda zostata wynaleziona przez Gillespie’go do symulowania wielowymiarowych proceséw
urodzin i $mierci (gléwnie w zastosowaniach do chemii). Te procesy maja najczesciej prze-
strzent stanow postaci X = {0, 1,2,...}¢; stanem ukladu jest uktad liczb x = (z(1), ..., x(d)),
gdzie x(7) jest liczba osobnikow (na przyklad czastek) typu i.

Czasami warto zmodyfikowaé bazowy algorytm Gillespie’go w nastepujacy sposob. Gene-
rowanie procesu Markowa mozna rozbi¢ na dwie fazy: najpierw wygenerowaé ,potencjalne
czasy skokéw” a nastepnie symulowac ,szkielet”, ktory bedzie skakatl wytacznie w poprzednio
otrzymanych momentach (ale nie koniecznie we wszystkich sposrod nich). Opiszemy do-
ktadniej te konstrukcje, ktora bazuje na wtasnosciach procesu Poissona. Wyobrazmy sobie
najpierw, ze dla kazdego stanu z € X symulujemy niezaleznie jednorodny proces Poissona
R* o punktach skoku R} < --- < R} < --- przy czym ten proces ma intensywnos¢ Q(x).
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Jesli teraz, w drugiej fazie X;_; = X(T,_1) = x, to za nastepny moment skoku wybierzemy
najblizszy punkt procesu R* na prawo od T;_q, czyli T; = min{ R} : R} > T,_1}. Z wlasnosci
procesu Poissona (patrz Stwierdzenie 2.1.3 i jego dowod) wynika, ze zmienna T; — T;_; ma
rozktad wyktadniczy z parametrem @Q(x) i metoda jest poprawna. Naprawde nie ma nawet
potrzeby generowania wszystkich proceséow Poissona R*. Warto postuzy¢ sie metoda przerze-
dzania i najpierw wygenerowaé jeden proces o dostatecznie duzej intensywnosci a nastepnie
,W miare potrzeby” go przerzedza¢. Niech R* bedzie procesem Poissona o intensywnosci
Q* > max, Q(z) i oznaczmy jego punkty skokéw przez {R; < --- < Ry < ---}. Jesli w
drugiej fazie algorytmu mamy X (R; ;) = x w pewnym momencie R; ; € R* to zaczynamy
przerzedzaé proces R* w taki sposob, aby otrzymaé proces o intensywnosci Q(z) < Q*. Dla
kazdego punktu R;, j > ¢ powinni$my rzuci¢ moneta i z prawdopodobieristwem (1—-Q(z))/Q*
ten punkt usungé¢. Ale jesli usuniemy punkt R; to znaczy, ze w tym punkcie nie ma skoku,
czyli X(R;) = x. Jedli punkt R; zostawimy, to wykonujemy skok, losujac kolejny stan z
prawdopodobienstwem P(x, -). W rezultacie, stan X (R;) jest wylosowany z rozktadu praw-
dopodobienistwa

[ estia
(2.3.11) P(z,2") = {1 e )

Niech X, = X (R;) bedzie ,nadmiarowym szkieletem” procesu. Jest to taricuch Markowa,
ktory (w odréznieniu od ,cientszego szkieletu” X,,) moze w jednym kroku pozosta¢ w tym
samym stanie i ma prawdopodobieristwa przejscia P(X,, = 2/|X,,_1 = x) = P(x,2').

Odpowiada temu nastepujacy dwufazowy algorytm.

Faza I:

Gen R ~ PP(Q*) { proces Poissona }

Faza I1:

Gen X~ v(-);
for 1:=1 to oo do Gen XZ ~ P(Xi_l, ) A P dane wzorem powyzej }

W tym ostatnim algorytmie pojawia problem, jesli max, Q(z) = oo, co jest mozliwe dla
nieskoriczonej przestrzeni X i jest typowa sytuacja dla proceséw urodzin i $mierci. Zeby
sobie z tym poradzi¢, mozna wzigé¢ QQ* dostatecznie duze, zeby ,na ogdél” wystarczato, a w
malo prawdopodobnym przypadku zawitania do stanu z z Q(z) > @Q* przerzucaé sie na
pierwszy, jednofazowy algorym.
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2.4 Stacjonarne procesy Gaussowskie

Ograniczymy sie do dwoch klas proceséw, czesto uzywanych do modelowania réznych zjawisk.
Beda to procesy z czasem dyskretnym i przestrzenia stanéw R, to znaczy ciagi (zaleznych)
zmiennych losowych X, Xy,...,X,,,... o wartosciach rzeczywistych. Niech W; beda nie-
zaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkltadzie N(0, v?). Wygodnie rozwazy¢ tutaj
dwustronnie nieskoniczony ciag ..., W_1, Wy, Wy,... . W,, ...

2.4.1 Definicja. Proces ruchomych srednich rzedu q, w skrocie MA(q) jest okreslony
rownaniem

Xn :/BIWn—1+"'+Ban—qv (n:O)17"')7

gdzie By, ..., By jest ustalonym ciggiem wspotczynnikow.

Sposob generowania takiego procesu jest oczywisty i wynika wprost z definicji. Co wiecej
widaé, ze proces MA(q) jest stacjonarny, to znaczy laczny rozklad prawdopodobieristwa
zmiennych Xg, Xy, ..., X, jest taki sam jak zmiennych Xy, Xi11,..., Xxin_1, dla dowolnych
n i k. Intuicyjnie, proces nie zmienia si¢ po ,przesunieciu czasu” o k jednostek.

2.4.2 Definicja. Proces autoregresji rzedu p, w skrocie AR(p) jest okreslony réwnaniem
rekurencyjnym

Xp=a1Xp 1+ +a,Xnp + W, (n=p,p+1,...),

gdzie au, . . ., oy jest ustalonym ciggiem wspotczynnikow.

Procesy autoregresji wydaja sie bardzo odpowiednie do modelowania ,szeregéw czasowych™
stan ukladu w chwili n zalezy od stanéw przesztych i dotatkowo jeszcze od przypadku.
Procesy AR(1), w szczegolnosci sa taricuchami Markowa. Sposob generowania proceséw
AR(p) jest tez bezposrednio widoczny z definicji. Pojawia sie jednak pewien problem. Jak
znalez¢ X, ..., X,_1 na poczatku algorytmu w taki sposob, zeby proces byt stacjonarny?
Jest to o tyle istotne, Ze rzeczywiste procesy (na przyktad czeregi czasowe w zastosowaniach
ekonomicznych) specjalisci uznaja za stacjonarne, przynajmniej w przyblizeniu. Zalézmy, ze
spetniony jest nastepujacy konieczny i dostateczny warunek istnienia stacjonarnego procesu

AR(p).

2.4.3 Zalozenie. Wielomian charakterystyczny A(z) =1 — oz — ... — 2P nie ma zer w
kole {|z| < 1}.

Rozwazmy dla wygody oznaczen podwdjnie nieskonczony proces
o X, X, Xy,

spelniajacy rownanie autoregresji rzedu p. Zatézmy, ze ten proces jest stacjonarny i wektor
Xo, ..., Xp_1 rozktad normalny, N(0,X). Stacjonarnos¢ implikuje, ze elementy macierzy X
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musza by¢ postaci Cov(X;, X;) = 02p;_;. Mamy przy tym p_j = pg, co moze by¢ traktowane
jako wygodna konwencja (po to wlasnie ,rozszerzamy” proces w obie strony). Zastosowanie
rownania definiujgcego autoregresje prowadzi do wniosku, ze

02,0k = COV(X(), Xk) = COV(XO, 041ka1 + -+ OépXk,p + Wk)

2 2 2
=0 P11+ 0 QP2+ + 0 QpPE—p-

Podobnie,
(72 = Var(Xo) = COV(X(), OélX_l + -+ OZpX_p + Wo)
= 02a1p1 + 02a2p2 + -+ 02appp + U2,
gdzie v? = Var(W,). Otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan na wspolczynniki auto-

korelacji pi, (sa to stawne rownania Yule’a-Walkera):

p1 =01+ Qap1 +Qgpe + ...+ QpPp1,

(2.4.4) p2 = 1pr + s+ azpr+ ...+ appp2,

ey

Pp = Q1Pp—1 + Q2pp_2 + Q3p2 + ... + Qp,

Mozna pokazaé, ze przy Zatozeniu 2.4.3 ten uktad ma dokltadnie jedno rozwigzanie. Ponadto
mamy roéwnanie na wariancje stacjonarna:

2

v
(2.4.5) o =

1 —prog — ... —appp
Metoda generowania ciagu Xo, Xi,...,X,,... , ktory jest stacjonarnym procesem AR(p)
jest nastepujaca. Znajdujemy rozwiazanie ukladu réwnan (2.4.4), wariancje obliczamy ze
wzoru (2.4.5) i tworzymy macierz ¥ = (0%p;—j)ij=o..p-1. Najpierw generujemy wektor

losowy (Xo, Xi,...,X,-1) ~ N(0,X). Nastepnie generujemy rekurencyjnie X,, X,41,...
uzywajac réwnania autoregresji. Aby sie przekonaé, ze tak generowany proces jest sta-
cjonarny, wystarczy sprawdzi¢ ze identyczne sa rozklady wektorow (Xo, Xi,...,X,-1) i
(X1, Xo,...,X,). W tym celu obliczamy wariancje ,nowej zmiennej” X, i jej kowariancje
z poprzednimi zmiennymi. Korzystamy ze wzoru X, = oy X,_1 + - - - + o, Xy, ze znajomosci
struktury kowariancji zmiennych X,_1,..., Xy i z rownann Y-W. Sprawdzamy kolejno row-
nosci Cov(X,, X,—x) = o?p dla k = 1,...,p i nastepnie ré6wnos¢ VarX, = o2 co konczy
dowdd.
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2.5 Zadania i uzupelnienia

Zadania teoretyczne

2.5 Zadanie. Laiicuch Markowa na przestrzeni stanéw X = {1,2} ma macierz przejicia
11—« «
P = .
(57 07)
e Oblicz rozklad stacjonarny m w zaleznosci od « i 5.

e Oblicz prawdopodobienistwa przejscia w n krokach, czyli macierz P". Wskazowka: Wystarczy
obliczy¢ np. p, = P"(1,1) = P(X,, = 1|Xp = 1). Latwo ulozy¢ réownanie rekurencyjne:
Prn = Pn—-1(1 — @) + (1 — pp—1)p 1 rozwiaza¢ to rownanie.

o Wygeneruj trajektorie Xg, X1, ..., X, i narysuj jej wykres dla réznych punktéw poczatkowych
(mozesz uzy¢ np. funkcji plot(...,type=’s’). Poréwnaj przebieg procesu np. dla o = § =
0.11idla o= =0.9 (zauwaz, ze rozklady stacjonarne w obu przypadkach sa identyczne).

e Wyestymuj rozklad stacjonarny 7 na podstawie symulowanej trajektorii (dla roznych wartosci
«, B 1 poréwnaj z teoria. Wskazdwka: Mocne Prawo Wielkich Liczb dla taricuchéw Markowa
pozwala estymowa¢ m na podstawie jednej (mozliwie dlugiej) trajektorii (np. n = 1000000).
Istotnie,

%Z 1(Xi = 2) —pn. ().
i=1

e Wygeneruj trajektorie taricucha stacjonarnego (zacznij symulacje od X ~ 7).

2.6 Zadanie. Rozwazmy proces AR(1), czyli taricuch Markowa na przestrzeni X = R zdefiniowany
réwnaniem rekurencyjnym
Xn+1 =aX, + WTL+17

gdzie Wy, W, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie N(0,v?). Powtorz seri¢ do-
Swiadczen i obliczenn podobnie jak w poprzednim zadaniu:

e Oblicz rozklad stacjonarny m w zaleznosci od a.

e Wyprowadz wzor na X,, w zaleznosci od Xg i ,,innowacji” Wy, ..., W,,. Podaj rozkltad warun-
kowy X, |Xo = z.

o Wygeneruj trajektorie Xo, X1, ..., X, i narysuj jej wykres dla réznych punktéw poczatkowych
(mozesz uzy¢ np. funkcji plot(...,type=’1’). Poréwnaj przebieg procesu np. dla a = 0.9 i
dla o = —0.9 (zauwaz, ze rozklady stacjonarne w obu przypadkach sa identyczne).

e Wyestymuj rozklad stacjonarny 7 na podstawie symulowanej trajektorii (dla réznych wartosci
« 1 poréwnaj z teoria. Wskazdwka: Mocne Prawo Wielkich Liczb dla taricuchéw Markowa
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pozwala estymowa¢ m na podstawie jednej (mozliwie dlugiej) trajektorii (np. n = 1000000).
Istotnie,

1 n
- D U(Xi € A) —pn. w(A).
=1

e Wygeneruj trajektorie taricucha stacjonarnego (zacznij symulacje od Xy ~ 7).

2.7 Zadanie. Laiicuch Markowa na przestrzeni X = {0,1,...} jest generowany zgodnie z regutla
Xo = 1, Xp41 ~ Poiss(AX,,), gdzie A > 0. Interpretujemy ten tancuch jako ,proces urodzin i
$mierci”: X, oznacza liczbe osobnikéw w n-tym pokoleniu. Dla kazdego osobnika, niezaleznie od
pozostatych, losowa liczba potomstwa w kolejnym pokoleniu (wliczajac jego samego) ma rozktad
Poissona z parametrem .

e Wygeneruj i narysuj kilka trajektorii dla A = 0.9. Powtorz doswiadczenie dla A = 1.5.

e Sprobuj oszacowaé symulacyjnie prawdopodobienstwo ,wymarcia” 6 = P(lim,, . X, = 0).
Uwaga: Skonstruowanie doktadnego algorytmu (osiagajacego dowolna dokladno$é oblicza-
nia 6 dla dostatecznie diugich symulacji) moze by¢ bardzo trudne. Zadowoli nas rozsadne
przyblizenie.

e Dla jakich wartosci A prawdopodobienistwo ,wymarcia” jest mniejsze od 1?7

e Jesli uczyles/uczylas sie na rachunku prawdopodobieristwa o procesie Galtona-Watsona, to
mozesz wyznaczy¢ 0 teoretycznie (z pomoca obliczeri numerycznych).

2.8 Zadanie. Niech (f1,..., fk,...) bedzie rozkladem prawdopodobienistwa, to znaczy fr > 0 i
> rey fr = 1. Rozwazmy taiicuch Markowa na przestrzeni X = {0, 1,...} o nastepujacych prawdo-
podobienstwach przejscia

P(Xpp1 =k —1X, =k)=1dlak=1,2,...,

P(Xpp1 = k| X, =0) = fr dlak=1,2,....

Przedstawia to nastepujacy diagram:

e+t

e Oblicz rozktad stacjonarny 7, jesli istnieje. Zbadaj istnienie rozktadu stacjonarnego w zalez-
nosci od ciagu (f1,..., fi,...). Wskazdwka: Jesli w jest rozktadem stacjonarnym, to nietrudno
wyrazi¢ m(k) w zaleznosci od 7(0).

o Rozwaz kilka szczegdlnych przypadkow:
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— fr= % dla k =1,...,m (rozkltad jednostajny na zbiorze {1,...,m}).

— fr=(0—-0)F19dlak=1,2,... (rozktad geometryczny na zbiorze {1,2,...})..
_ 1 _

— o= g dla k=12,

Przeprowadz obliczenia teoretyczne i poréwnaj z wynikami symulacji.

Uwaga: W ostatnim przyktadzie konieczna jest ostrozno$é¢ w interpretacji wynikéow symula-
cyjnych. Zastanow sie, jaka jest granica

2.9 Zadanie. Regula przejscia tancucha Markowa na przestrzeni X = [0, 1] jest zdefiniowana
nastepujaco: dla danego X,

Xn+1 ~U(0,X,) 2z prawdopodobienstwem a;
Xp+1 ~ U(X,,1) 2z prawdopodobienstwem 1 — a

(0<a<).

e 7majdz rozktad stacjonarny teoretycznie.

e Wyestymuj rozktad stacjonarny symulacyjnie (np. histogram). Wskazéwka: PWL dla taiicu-
chéw Markowa pozwala estymowaé ten rozktad z pojedynczej trajektorii.

2.10 Zadanie. Regula przejscia taricucha Markowa na przestrzeni X = [0, 1] jest zdefiniowana
nastepujaco. Dla danego X,,, rzucamy moneta, czyli losujemy (niezaleznie) zmienng losowa B, 11 0
rozkladzie P(Bp+1 = 1) = 1/2 = P(B,,4+1 = 0). Nastepny stan lanicucha jest zdefiniowany wzorem

Xpy1 =aBpp1 + (1 - a)Xn

0<a<).

e Przeprowadz symulacje dla a = 1/2. Rozpoznaj rozklad stacjonarny.
e Uzasadnij odpowiedz teoretycznie (dla a = 1/2).

e Przeprowadz symulacje dla a = 2/3. Narysuj histogram i dystrybuante empiryczna. Rozpo-
znaj rozklad stacjonarny.
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2.11 Zadanie. Proces Markowa z czasem ciaglym przestrzeni stanow X = {1,2} ma macierz

o= (7 %)

e Oblicz rozktad stacjonarny m w zaleznosci od «a i 5.

intensywnosci przejscia

e Wygeneruj trajektorie (X(s),0 < s < t) i narysuj jej wykres (np. plot(...,type=’s’)).
Poréwnaj przebieg procesu np. dla o = f = 0.1 i dla @« = § = 0.9 (zauwaz, ze rozklady
stacjonarne w obu przypadkach sa identyczne).

e Wyestymuj rozklad stacjonarny 7 na podstawie symulowanej trajektorii (dla réznych wartosci
a, ) 1 porownaj z teoria. Wskazowka: Mocne Prawo Wielkich Liczb dla procesow Markowa
z czasem ciaglym ma postac:
1 rt
t/o 1(X(s) = z)ds =pn m(x),

przy t — oco. Dla naszego procesu MPWL jest spelnione, wiec wystarczy symulowaé jedng,
dlugg trajektorie. Zwro¢ uwage, ze trzeba wziaé pod uwage nie tylko trajektorie tancucha
szkieletowego (ta ma zawsze postac¢ (1,2,1,2,...,1,2,...)lub(2,1,2,1,...,2,1,...)), ale row-
niez czasy przebywania w obu stanach.

e Wygeneruj trajektorie procesu stacjonarnego (zacznij symulacje od X (0) ~ 7).

Model Chandrasekhara/Smoluchowskiego (proces narodzin i $mierci)

2.12 Zadanie (1 pudetko). Rozwazmy ,pudetko” zawierajace pewna liczbe ,czastek”. Niech X ()
oznacza liczbe czastek znajdujacych sie w pudetku w chwili ¢ > 0. Ewolucje procesu (w czasie
cigglym) opisuja nastepujace prawa:

* Do pudetka wpadaja nowe czastki, przy czym strumieri tych wpadajacych czastek stanowi
jednorodny w czasie proces Poissona z intensywnoécia ay.

1 Kazda czastka znajduje sie w pudetku przez okres czasu bedacy zmienna losowa o rozkta-
dzie wyktadniczym z parametrem a; (o wartoci sredniej 1/at), po czym opuszcza pudetko
bezpowrotnie. Czasy przebywania w pudetku dla poszczegdlnych czastek sa stochastycznie
niezalezne.

Schematycznie:
x5 D 4, T
Opisz prawa ewolucji w postaci
* P(X(t+h)=x+1|X(t)=x)=...40(h) dla h \,0.
T P(X(t+h)=2—1|X(t)=z)=...40(h) dla h \,0.
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Rownowaznie, napisz wzory na intensywnosci przejsé Q(x, ') procesu Markowa X (t).

e PrzeprowadZ symulacje¢ tego procesu. Sugerowane wartodci parametrow: a, = 10, a; = 2.
Zréb wykres kilku trajektorii, dla réznych standéw poczatkowych.

e Zbadaj symulacyjnie zbieznosé¢ procesu do rozkladu stacjonarnego:

lim P(X(t) = z) = 7(x).

t—o0

Oszacuj stacjonarng wartosé oczekiwana

lim EX (t) =?

t—00
Zbadaj symulacyjnie rozklad stacjonarny (np. barplot).
Wskazowka: Podobnie jak w Zadaniu 2.11, wystarczy symulowaé jedng, dtugg trajektorie.

e Zgadnij (powiedzmy, na podstawie symulacji) posta¢ rozktadu stacjonarnego i udowodnij, ze
to jest rzeczywiscie rozktad stacjonarny.

2.13 Zadanie (2 pudetka). Rozwazmy teraz 2 pudetka i nastepujacy schemat przeptywu czastek:

*%%ﬂT

Reguly ewolucji sa podobne jak poprzednio, tylko kazda czastka opuszczajaca pudetko X; momen-
talnie przechodzi do pudetka Xs.
e Napisz wzory na intensywnosci przejscia 2-wymiarowego procesu Markowa X (t) = (X1 (t), X2(t)).

e Przeprowadz symulacje podobne jak w przypadku jednego pudetka. Zbadaj istnienie i postaé
2-wymiarowego rozkladu stacjonarnego m(x1,x2).

e Oszacuj symulacyjnie lim; o, Cov(X(t), Xo(t)). Zastanow sie jak to zrobi¢ i zinterpretuj
wynik.
Model Ehrenfestéw (wersja z czasem ciaglym)

2.14 Zadanie. Pudetko jest podzielone na 2 czesci, z niewielkim otworem w przegrodzie. W
pudelku jest r czastek, ktore moga sie¢ przemieszczaé (losowo i niezaleznie) z lewej czesci do prawej
i odwrotnie. Dla pojedynczej czastki, intensywnosé przejéé¢ z lewej czesci do prawej jest a, zas z

prawej do lewej b:
a
L P
b

Jesli wiec X (t) oznacza liczbe czastek w lewej czesei, to ewolucja uktadu jest opisana réwnaniami

P(X(t+h) =2 —1X(t) =2) =azxh+o(h) dlah 0,
P(X(t+h)=ao+1X(t) =2)=b(r —x)h+o(h) dlah 0.
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e Przeprowadz symulacje i rozpoznaj rozktad stacjonarny.
e Udowodnij wynik teoretycznie.

o Wyjasnij zwiazek z Zadaniem 2.11.

Stochastyczne modele epidemiologiczne

Zjawiska opisywane na poziomie ,mikro” przez procesy Markowa, zachowuja sie na poziomie ,makro”
jak funkcje deterministyczne bedace rozwiazaniami réwnan rézniczkowych. Wyjasnia to bardzo
prosty (ale, niestety, bardzo aktualny w czasie pisania tego skryptu) model ,wyktadniczej fazy
epidemii”.

2.15 Zadanie (Poczatek epidemii). Rozwazmy bardzo duza populacje'. Niech I(t) oznacza liczbe
zarazonych w chwili ¢t. Zakladamy, ze w krotkim okresie czasu h kazdy osobnik I zaraza srednio
ah innych ludzi, ale przy tym z prawdopodobienistwem Sh zdrowieje lub umiera i przestaje zarazac.
Deterministyczny model jest nastepujacy:

(2.5.1) It+h)=1(t)+ (a—B)I(t)h+o(h) dlah 0.
(Traktujemy I(t) jako wielkosé¢ ciagta.) Oczywiscie, (2.5.1) sprowadza si¢ do zwyczajnego rownania
rézniczkowego:
dI(t
(2.5.2) de) = (o= B)I(1).

Popatrzmy na to samo zjawisko z bliska (w skali ,mikro”). Potraktujmy I(¢) jako zmienna losowa o
wartosciach catkowitoliczbowych. Ewolucja procesu I(t) jest opisana roéwnaniami

(2.5.3) P(I(t+h) =i—1|I(t) = i) = Bih + o(h) dla h \, 0,
P(I(t+h) =ill(t) =i) = 1 — (a + B)ih + o(h) dla h \, 0.

P(I(t+h) =i+ 1|I(t) =) = aih + o(h) dla h \, 0,
(t) =

e Napisz rozwiazanie rownan (2.5.2) z warunkiem poczatkowym I(0) = 1.

e Przeprowadz symulacje procesu Markowa opisanego rownaniami (2.5.3) (algorytm Gillespie’go).
Przyjmij warunek poczatkowy jak wyzej: I(0) = 1. Przesledz i narysuj kilka trajektorii pro-
cesu losowego I(t), na tle rozwiazania rownania rozniczkowego. Wybierz kilka wartosci (o, 3)
takich, ze o > . Co sie dzieje, jesli ten warunek nie jest spetniony?

e Zrob rysunek w skali logarytmicznej (na osi [).

e Wygeneruj wiele trajektorii procesu losowego, oblicz i narysuj EI(t), medI(t), pare kwantyli
(metoda Monte Carlo), poréwnaj z rownaniem rézniczkowym.

1To zalozenie pozwala zignorowaé fakt, ze przyrost I(t) zmniejsza liczbe os6b narazonych na zarazenie.
To uproszczenie jest uzasadnione na poczatku epidemii.
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2.16 Zadanie (Model SIR). Rozwazmy populacje zlozona z ¢ osobnikéw. Niech I(¢) oznacza
liczbe zarazonych w chwili ¢, za§ R(t) taczna liczbe uodpornionych i zmartych. Liczba osobnikow
narazonych na zakazenie jest rowna S(t) = £—I(t)— R(t). Osobnik typu S moze przej$¢ do kategorii
I, a stad do kategorii R (stad nazwa ,model SIR”). Schematycznie:

[s]—~[1]—~[x]

Zaktadamy, ze w krotkim okresie czasu h kazdy osobnik I zaraza érednio a(S(t)/¢)h? innych ludzi,
a z prawdopodobieristwem Sh zdrowieje lub umiera i przestaje zarazaé¢. Klasyczny model determi-
nistyczny jest nastepujacy:

S(t)

I(t+h)=I() + <a€ - 5) Ik +o(h) dlah\,0,

(2.5.4)

S(t+h)=S(t) — asy)[(t)h +o(h) dlah\,0,

R(t) =€ —1(t) — S(t). Oczywiscie, (2.5.1) jest uktadem réwnan roézniczkowych zwyczajnych:

ar (8w
dS(¢ S(t

W skali ,mikro” traktujmy 7(t) i S(t) jako zmienne losowe o wartosciach catkowitoliczbowych. Stan
uktadu jest para (I(t),S(t)) = (i,s). Ewolucja procesu jest opisana rownaniami

PI(t+h)=i+1,5()=s—1]I(t) =1,S(t) = s) :ozsét)z'fH—o(h) dla b\, 0,

(25.6) P(I(t+h) =i—1,8(t+h) = s|I(t) =i, S(t) = s) = Bih + o(h) dla h \, 0,

P(I(t+h) =i,S(t+h) = s|I(t) =i, S(t) =s) =1 — <ﬁ + asét)> ih+ o(h) dla h \, 0.

e Przeprowadz symulacje procesu Markowa opisanego rownaniami (2.5.6) (algorytm Gillespie’go).
Przyjmij warunki poczatkowe: I(0) = 1, S(0) = £ — 1. Przesledz i narysuj kilka trajektorii
procesu losowego I(t). Przykladowe wartosci (o, ,¢) = (2,1,1000) lub (2,1,5000). Zorien-
tuj sie, jakie sa losowe fluktuacje przebiegu procesu (maksymalna liczba zarazonych, czas
najwiekszego nasilenia epidemii, wreszcie liczba ,,uodpornionych” po wygasnieciu zarazy).

e Porownaj z rozwigzaniem réwnania roézniczkowego (2.5.5). Wskazéwka: Funkcja ODE w pa-
kiecie deSolve rozwiazuje numerycznie zwyczajne rownania rézniczkowe.

2Jeli S(t)/¢ ~ 1 to dostajemy model ,fazy wykladniczej” przedstawiony w zadaniu poprzednim.
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Charakteryzacja procesu Poissona

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze wlasnosci (2.1.5), w poltaczeniu z pewnymi naturalnymi zato-
zeniami, w pelni charakteryzuja proces Poissona.

2.5.7 Twierdzenie. Zatoimy, ze (N(t) : t > 0) jest procesem o wartosciach w {0,1,2,...}, stacjo-
narnych i niezaleznych przyrostach (to znaczy N(t) — N(s) jest niezalezne od (N(u),u < s) i ma
rozktad zalezny tylko od t — s dla dowolnych 0 < s < t) oraz, Ze trajektorie N(t) sq prawostronnie
ciggtymi funkcjami magjgcymi lewostronne granice (prawie na pewno). Jezeli N(0) = 0 i spetnione
sq nastepujgce warunki:

(i) %I_I)%MN(?:U -\
(ii) }E}% W =0,

to N(-) jest jednorodnym procesem Poissona z intensywnoscig A

Bardzo prosto mozna zauwazy¢, ze proces Poissona (N(t) : t > 0) o intensywnosci A ma wtasno-
$ci wymienione w Twierdzeniu 2.5.7. Ciekawe jest, ze te wltasnosci w petni charakteryzujg proces
Poissona.

Dowdd Tw. 2.5.7 — szkic. Pokazemy tylko, ze

At)"
pn(t) :=P(N(t) =n) = e_’\ti( n') )
Najpierw zajmiemy si¢ funkcja po(t) = P(N(t) = 0). Z niezaleznosci i jednorodnosci przyrostow
wynika tozsamosé
po(t + h) = po(h)po(t).

Stad

polt + h})b —polt) _ po(h})L ey = | - pléh) - Z?iilpi<h) po(h).

Przejdzmy do granicy z h — 0 i skorzystajmy z wlasnosci (i) i (ii). Dostajemy proste rownanie
rézniczkowe:
po(t) = —Apo(t).

Rozwiazanie tego rownania z warunkiem poczatkowym po(0) = 1 jest funkcja

Do (t) —e M,

Bardzo podobnie obliczamy kolejne funkcje p,. Postepujemy rekurencyjnie: zakladamy, ze znamy
Pn—1 1 ukltadamy réwnanie rézniczkowe dla funkcji p,,. Podobnie jak poprzednio,

Pu(t+h) = pu(®)po(h) + pno1(t)p1(h) + > pno1(t)pi(h),
=2
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a zatem
p1(h)
h

Pu(t + h})L —pa(t) _ po(h})L — L)+

1 n
pn-1(t) + 7 > pai(t)pi(h).
=2
Korzystajac z wlasnosci (i) i (i) otrzymujemy réwnanie

Ph(t) = =Apn(t) + Apu-1(t).

To réwnanie mozna rozwiaza¢ metoda uzmiennienia stalej: poszukujemy rozwiazania postaci p,(t) =
c(t)e™. Zakladamy przy tym indukcyjnie, ze p,_1(t) = (At)" " te ™ /(n — 1)! i mamy oczywisty
warunek poczatkowy p,(0) = 0. Stad juz latwo dosta¢ dowodzony wzor na py,.

Na koniec zauwazmy, ze z postaci funkcji pg tatwo wywnioskowaé jaki ma rozkitad zmienna 77 =
inf{t : N(t) > 0}. Istotnie, P(T} > t) = P(N(t) = 0) = po(t) = e M. O
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Czes¢ 11

Algorytmy Monte Carlo
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Rozdzial 3

Niezalezne Monte Carlo

Metody Monte Carlo (MC) polegaja na wykorzystanu generowanej komputerowo losowosci
do obliczania pewnych wielkosci deterministycznych (do rozwiazywania zadan niekoniecznie
zwiazanych z rachunkiem prawdopodobieristwa). Duza czesé zastosowan (MC) wigze sie z
obliczaniem catek lub sum. Typowe zadanie polega na obliczeniu wartosci oczekiwanej

6=, f(X)= /X f(@)m(da),

gdzie X jest zmiennag losowa o rozkladzie prawdopodobienistwa m na przestrzeni X, za$
f X — R. Zazwyczaj X jest podzbiorem wielowymiarowej przestrzeni euklidesowej lub
jest zbiorem skonczonym ale bardzo licznym (na przykltad zbiorem pewnych obiektéw kom-
binatorycznych). Jesli X C R? i rozklad 7 jest opisany przez gestosé p to calka okreslajaca
wartos¢ oczekiwana jest zwykla catka Lebesgue’a. W tym przypadku zatem mozemy napisac

0= /X F(@)pla)dz.

Rownie wazny w zastosowaniach jest przypadek dyskretnej przestrzeni X. Jesli p(x) =
P(X = x), to
0=> f(x)p(x).
zeX
W dalszym ciggu tego rozdziatu utozsamiamy rozktad m z funkcja p. Zwroémy uwage, ze
przedstawiamy tu 6 jako warto$é¢ oczekiwang tylko dla wygody oznaczen; w istocie kazda
catka, suma, (a takze prawdopodobienistwo zdarzenia losowego) jest wartoscia oczekiwana.

Na pierwszy rzut oka nie widaé¢ czym polega problem! Sumowanie wykonuje kazdy kalku-
lator, catki sie sprawnie oblicza numerycznie. Ale nie zawsze. Metody MC przydaja sie w
sytuacjach gdy spotyka sie z nastepujacymi trudnosciami (lub przynajmniej ktoras z nich).

e Przestrzen X jest ogromna. To znaczy wymiar d jest bardzo duzy lub skoiiczona
przestrzen zawiera astronomicznie duza liczbe punktow.

7



78 ROZDZIAL 3. NIEZALEZNE MONTE CARLO

e Rozklad prawdopodobienstwa 7 jest ,skupiony” w matej czesci ogromnej przestrzeni
X.

e Nie ma podstaw do zakladania, ze funkcja f jest w jakimkolwiek sensie ,gltadka” (co
jest warunkiem stosowania standardowych numerycznych metod catkowania).

e Gestos¢ p rozkladu 7 jest znana tylko z doktadnoscia do statej normujacej. Innymi
stowy, umiemy oblicza¢ p(z) = cp(z) ale nie znamy stalej ¢ = [ p(z)dz. Czasem

zadanie polega wtasnie na obliczeniu tej stalej (¢ jest nazwane ,funkcja podziatu” lub
suma statystyczna).

Prosta metoda MC (po angielsku nazywana bardziej brutalnie: Crude Monte Carlo, czyli
CMC) nasuwa sie sama. Nalezy wygenerowaé n niezaleznych zmiennych losowych X, ..., X,
o jednakowym rozktadzie m i za estymator wartosci oczekiwanej wzig¢ srednig z probki,

é QCMC Z f

Mocne Prawo Wielkich Liczb (MPWL) gwarantuje, ze 0, — 0 prawie na pewno, gdy n —
oco. W terminologii statystycznej, 6,, jest mocno zgodnym estymatorem obliczanej wielkosci.
Zadanie wydaje sie rozwiazane. Sa jednak dwa zasadnicze klopoty.

e Estymator 6, skonstruowany metoda CMC moze sie zbliza¢ do 6 przerazajaco wolno.

e (o robi¢, jesli nie umiemy losowaé z rozktadu 7?7

3.1 Losowanie istotne

Zadziwiajaco skutecznym sposobem na oba przedstawione wyzej klopoty jest losowanie
istotne (Importance Sampling, w skrocie IS). Przypusémy, ze umiemy losowaé z rozktadu o
gestosci q. Zauwazmy, ze

o- [ P) ¢ g(a)de = B,LE F(X) = Eqw(X)F(X),

q(x) q(X)
gdzie w(z) = p(z)/q(x). Piszemy tu wzory dla calek ale oczywiscie dla sum jest tak samo.
Niech Xi, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie ¢,

(3.1.1) =0 = ZWf
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gdzie

p(X5)

q(Xi)

traktujemy jako wagi wylosowanych punktow X;. 7Z tego co wyzej powiedzieliémy wynika,
ze ]Eqén = 0 oraz 0, — 0 prawie na pewno, gdy n — oo. Mamy wiec estymator nieobcigzony
i zgodny. Milczaco zatozylismy, ze ¢(X;) > 0 w kazdym wylosowanym punkcie, czyli, ze
{z : p(x) > 0} C {z : ¢q(x) > 0}. Z tym zwykle nie ma wielkiego klopotu. Ponadto
musimy zatozy¢, ze umiemy oblicza¢ funkcje w w kazdym wylosowanym punkcie. Jesli
znamy tylko p(z) = cp(x) a nie znamy stalej c¢ to jest klopot. Mozemy tylko obliczy¢
W, = p(X:)/q(X;) = cW;. Uzywamy zatem nieco innej postaci estymatora IS, mianowicie

>, Waf (X0)
YW

Mozemy jeszcze zapisaé estymator IS2 w zgrabnej formie

(3.1.2) 6, = 612 =

0,2 = Wif(Xu),
i=1

gdzie W; = W, / Zj Wj sa unormowanymi wagamsi. Nalezy jednak pamietaé, ze suma w

mianowniku, > Wj, jest zmienng losowa.

Poniewaz 1 3™ Wif(X;) — 01 130 Wi — ¢, wige 0152 — 6 (nieznany czynnik ¢ skraca
sie). Estymator IS2 jest zgodny. Jest jednak, w przeciwienistwie do IS1, obcigzony (wartosé
oczekiwana ilorazu nie jest rowna ilorazowi wartosci oczekiwanych). Przy okazji otrzymujemy
zgodny i nieobcigzony estymator statej normujacej c:

. 1 e -
1. = —
(3.1.3) C H;W

Estymator IS2 jest znacznie czedciej uzywany niz IS1. Oprocz uniezaleznienia sie od stalej
normujacej, jest jeszcze inny powod. Okazuje sie, ze (pomimo obciazenia) estymator 1S2
moze by¢ w niektorych przyktadach bardziej efektywny.

3.2 Dokladnosé i efektywnos$é estymatoréow MC

~

Naturalne jest zadanie, aby estymator byt mocno zgodny, 6, — 6 prawie na pewno przy
n — 00. Znaczy to, ze zblizymy sie dowolnie blisko aproksymowanej wielkosci, gdy tylko do-
statecznie dtugo przedtuzamy symulacje. Chcieliby$my jednak wiedzie¢ co§ konkretniejszego,
oszacowaé jak szybko btqd aproksymacyi 6, —0 maleje do zera i jakie n wystarczy do osiagnie-
cia wystarczajacej doktadnosci. Przedstawimy teraz najprostsze i najczesciej stosowane w
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praktyce podejscie, oparte na tzw. asymptotycznej wariancji i konstrukeji asymptotycznych
przedzialéw ufnosci. W typowej sytuacji estymator #,, ma nastepujaca wlasnos$é¢, nazywang
asymptotyczng normalnos$ciq:

Vn (én - 9) — N(0,0?), (n — o0)

w sensie zbieznosci wedtug rozktadu. W konsekwencji, dla ustalonej liczby a > 0,

P <\én — 0 < %) S B(2) — B(—2) =20(z) — 1,  (n— o0),

gdzie @ jest dystrybuanta rozktadu N(0, 1). Czesto nie znamy asymptotycznej wariancji o
ale umiemy skonstruowaé jej zgodny estymator 62. Dla ustalonej ,malej” dodatniej liczby a
tatwo dobraé¢ kwantyl rozktadu normalnego z = 2;_,/» tak, zeby 2®(z) —1 =1 —a. Typowo
a=0.051z= 2975 = 1.9600 ~ 2. Otrzymujemy

2

Z1—a/20n

vn

Ten wzor interpretuje sie w praktyce tak: estymator 6, ma btad nie przekraczajacy 26, /v/n
z prawdopodobieristwem okoto 1 —a. W zargonie statystycznym 1 — « jest nazywane asymp-
totycznym poziomem ufnosci.

P(|én—0|< )—>1—a. n — oo.

Chociaz opisane powyzej podejscie ma swoje stabe strony, to prowadzi do prostego kryterium
porownywania estymatoréw. Przypu$émy, ze mamy dwa estymatory HA,E i é}}, oba asympto-
tycznie normalne, o asymptotycznej wariancji of i 0 odpowiednio. Przypusémy dalej, ze
dla obliczenia pierwszego z tych estymatoréw generujemy n? punktéw, zas dla drugiego n?.
Btedy obu estymatoréw na tym mym poziomie istotnosci sa ograniczone przez, odpowiednio,
zo1/\/n1 i zou//nu. Przyréwnujac te wyrazenia do siebie dochodzimy do wniosku, Ze oba
estymatory osiagaja podobna dokladnosé, jesli ny/ny = o3 /of. Liczbe
o

eff (0, 08) = 1

n’n 0_12
nazywamy wzgledng efektywnoscig (asymptotyczna). Czasami dobrze jest wybrac za ,natu-

ralny punkt odniesienia” estymator CMC i zdefiniowaé efektywnos$é estymatora 6,, o asymp-
totycznej wariancji o2 jako

2
off(0,) = eff (6, 65MC) = ZEMC,
g

Mowi sig tez, ze jesli wygenerujemy probke n punktow i obliczymy 0, to wefektywna licznosé
probki” (ESS, czyli effective sample size) jest n/eff(,). Tyle bowiem nalezaloby wygenero-
wac¢ punktow stosujac CMC, zeby osiagna¢ podobna doktadnosé.
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Asymptotyczna normalnosé estymatora CMC wynika wprost z Centralnego Twierdzenia Gra-
nicznego (CTG). Istotnie, jesli generujemy niezaleznie X, ..., X, o jednakowym rozktadzie
m, to

AOM 1 <&
Vi (67 - 0) = - > (7x) = 0)
— N(0> U%MC)> (n — OO),
gdzie
020 = Var, [(X) = / (f(2) — 0)% pla)d.

Zupehie podobnie, dla losowania istotnego w formie (3.1.1) otrzymujemy asymptotyczng
normalnosé i przy tym
2
(f (X)p(X) — bq(X))
q(X)?
2
_ / (f(2)p(x) —bq(2))” |
q(x)
Z tego wzorku widaé, ze estymator moze mieé¢ wariancje zero jesli q(x) o< f(x)p(x). Niestety,
zeby obliczy¢ q(x) potrzebna jest znajomosé wspotczynnika proporcjonalnosci, ktory jest
rowny. .. #. Nie wszystko jednak stracone. Pozostaje wazna reguta heurystyczna:

o151 = Vargw(X) f(X) =E,

Z.

Gestosé q(x) nalezy tak dobieraé, aby jej ,ksztalt” byt zblizony do funkcji f(x)p(z).

Dla drugiej wersji losowania istotnego, (3.1.2), asymptotyczna normalno$é wynika z naste-
pujacych rozwazan. Mamy mianowicie
. : ) :
n 1 n
n Zi:l Wi
= N(0,075),  (n— 00),

gdzie N(0,0%,) jest granicznym rozkladem licznika. Istotnie, asymptotyczna normalnosé
licznika wynika z CTG. Stosujac PWL do mianownika wnioskujemy, ze %Z?:l W, — 1i
wystarczy powolac¢ sie na lemat Stuckiego. Asymptotyczna wariancja o, jest dana wzorem

o152 = Vargw(X)(f(X) — 0)
= Var,w(X) f(X) — 20Cov,(w(X),w(X)f(X)) + 0*Var w(X)
= 07, + 0 [—2Cov, (w(X), w(X)f(X)) + OVar,w(X)] .
Wyrazenie w kwadratowym nawiasie moze byé ujemne, jesli jest duza dodatnia korelacja
zmiennych w(X) 1 w(X)f(X). W tej sytuacji estymator IS2 jest lepszy od IS1. Okazuje sie
wiec rzecz na pozor paradoksalna: dzielenie przez estymator jedynki moze poprawié¢ estyma-
tor. Poza tym oba estymatory IS1 i IS2 moga mie¢ mniejsza (asymptotyczna) wariancje, niz

CMC. Jesli efektywnosé jest wieksza niz 100%, to uzywa sie czasem okreslenia ,estymator
superefektywny’.



82 ROZDZIAL 3. NIEZALEZNE MONTE CARLO

3.3 Przyktady

Przytocze 2 nietrywialne przyktady ilustrujace potege losowania istotnego. Pierwszy przy-
ktad dotyczy obliczania sum i zliczania obiektéw kombinatorycznych. Zastosujemy tu metode
IS2.

3.3.1 Przyklad (Nie-samo-przecinajace sie btadzenia). Po angielsku nazywaja sie Self Avo-
iding Walks, w skrocie SAW. Niech Z¢ bedzie d-wymiarowa krata calkowitoliczbowa. Mo-
wimy, ze ciag s = (0 = sg, $1, . . ., i) punktow kraty jest SAW-em jesli

e kazde dwa kolejne punkty s; 1 i s; sasiaduja ze soba, czyli r6znig sie o =1 na doktadnie
jednej wspotrzednej,

e zadne dwa punkty nie zajmuja tego samego miejsca, czyli s; # s; dla i # j.

Zbior wszystkich SAW-6w o k ogniwach w Z? oznaczymy SAWY, a dla d i k ustalonych w
skrocie SAW. Przyklad s € SAW?, wida¢ na Rysunku 3.1.

Natychmiast nasuwa sie bardzo proste pytanie:
e Jak policzy¢ SAW-y, czyli obliczy¢ ¢ = cqp = |SAWY], liczbe element6w zbioru?

Zainteresujmy sie teraz ,losowo wybranym SAW-em”. Rozumiemy przez to zmienng losowa
S o rozkltadzie jednostajnym w zbiorze SAWY, czyli taka, ze P(S = s) = 1/cqy dla kazdego
s € SAW{. W skrocie, S ~ U(SAW). Niech £(s;,) oznacza odlegtosé euklidesowa, korica SAW-
a, czyli punktu si, od poczatku, czyli punktu 0. Na przyktad dla tancuszka widocznego na
rysunku mamy /(s;5) = /5. Mozna zadaé sobie pytanie, jaki jest $redni kwadrat takiej
odlegtosci, czyli

e Jak obliczy¢ 6 = 07, = E{(Sy)?, przy zatozeniu, ze S ~ U(SAW)?

Mozna zastosowaé prosta metode MC i eliminacje. Niech WALKZ oznacza zbioér wszystkich
~bladzen”, czyli ciagow s = (0 = so, s1, . .., s;) niekonieczne spelniajacych warunek , s; # s;
dla i # j”. Oczywiscie |WALKY| = (2d)* i metoda generowania ,losowego btadzenia” (z roz-
ktadu U(WALK)) jest bardzo prosta: kolejno losujemy pojedyncze kroki, wybierajac zawsze
jedng z 2d mozliwosci. Zeby otrzymac ,Jlosowy SAW?”, stosujemy eliminacje. Ten sposob po-
zwala w zasadzie estymowac 0 (przez usrednianie dtugosci zaakceptowanych btadzen) oraz
SAW /WALK (przez zanotowanie frakcji akceptowanych bladzen). Niestety, metoda jest
bardzo nieefektywna, bo dla duzych k prawdopodobienstwo akceptacji szybko zbliza sie do
zera.
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Rysunek 3.1: Przyktad SAW-a.

Metoda ,wzrostu” zaproponowana przez Rosenbluthéw polega na losowaniu kolejnych kro-
kow btadzenia sposrod ,dopuszczalnych punktéw”, to znaczy punktoéw wezesniej nie odwie-
dzonych. W kazdym kroku, z wyjatkiem pierwszego mamy co najwyzej 2d — 1 mozliwosci.
W btladzeniu widocznym na rysunku kolejne kroki wybieraliSmy sposrod:

4,3,3,3, 2,3,2,2, 3,2,3,3, 2,1,3,2
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mozliwych. Nasz SAW zostal zatem wylosowany z prawdopodobieristwem

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 3 3 3 2 3 2 2 3 2 3 3 2
Powiedzmy ogoélniej, ze przy budowaniu SAW-a s = (0 = sg, s1, . . ., S;) mamy kolejno
my = 2d,ma, ..., My

mozliwosci (nie jest przy tym wykluczone, ze w pewnym kroku nie mamy Zadnej mozliwosci,
m; = 0). Uzywajac terminologii i oznaczen zwiazanych z losowaniem istotnym powiemy, ze

my mg My

jest gestoscia instrumentalng dla s € SAW. Gestosé docelowa jest stata, rowna p(s) = 1/¢,
gdzie ¢ jest liczba SAW-6w: ¢ = [SAW|. Widzimy, ze w tym przyktadzie stala normujaca
(funkcja podziatu) jest po prostu réwna licznosci przestrzeni. Wagi przypisujemy zgodnie
ze wzorem w(s) = my - mg---my (jesli wygenerowanie SAW-a si¢ nie udalo, m; = 0 dla
pewnego i, to waga jest zero). Niech teraz S(1),...,5(n) beda niezaleznymi bladzeniami
losowanymi metoda Rosenbluthéw. Zgodnie z ogélnymi zasadami losowania istotnego,

2 w(S())e(S(i))
2 w(S(2))

Zw(S(z))/n jest estymatorem ¢ = |[SAW].

jest estymatorem 6 = E£(S},)?,

W ostatnim wzorze nalezy uwwzgledniaé btadzenia o wadze zero, czyli ,nieudane SAW-y”. A

Drugi przyktad dotyczy obliczania ,bardzo matego” prawdopodobienistwa pewnego zdarzenia.
Techniki MC stosowane typu problemach okresla sie terminem ,symulacja zdarzen rzadkich”
(rare event simulation).

3.3.2 Przyktad (Prawdopodobienstwo ruiny i wyktadnicza zamiana miary). Rozpatrzymy
najprostszy model procesu opisujacego straty i przychody w ubezpieczeniowej ,teorii ry-
zyka”. Niech Y1,Y5,... beda zmiennymi losowymi oznaczajacymi straty netto (straty —
przychody) towarzystwa ubezpieczeniowego w kolejnych okresach czasu. Zalozymy (co jest
duzym uproszczeniem), ze te zmienne sa niezalezne i maja jednakowy rozktad o gestosci
p(y). Tak zwana ,nadwyzka ubezpieczyciela” na koniec n-go roku jest réwna

u—5n=u—zn:Yi,
=1
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Rysunek 3.2: Generowanie SAW-a metodg ,wzrostu”.

85
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gdzie u jest rezerwa poczatkowa. Interesuje nas prawdopodobienistwo zdarzenia, polegajacego
na tym, ze u — S, < 0 dla pewnego n. Méwimy wtedy (znowu w duzym uproszczeniu) o ,ru-
inie ubezpieczyciela”. Wygodnie jest przyja¢ nastepujace oznaczenia i konwencje. Zmienna
losowa
R min{n : S, > u} jesli takie n istnieje;
00 jesli S,, < u dla wszystkich n

oznacza czas oczekiwania na ruine, przy czym jesli ruina nigdy nie nastapi to ten czas
uznajemy za nieskonczony. Przy takiej umowie, prawdopodobienistwo ruiny mozemy zapisac¢
jako 1 = P,(R < o00). Wskaznik p przy symbolu wartosci oczekiwanej przypomina, ze chodzi
tu o ,oryginalny” proces, dla ktérego Y; ~ p.

Obliczenie 1 analitycznie jest mozliwe tylko w bardzo specjalnych przyktadach. Motody
numeryczne istnieja, ale tez nie sa latwe. Pokazemy sposob obliczania ¢ metoda Monte
Carlo, ktory stanowi jeden z najpickniejszych, klasycznych, przyktadéw losowania istotnego.
Przyjmiemy bardzo rozsadne zalozenie, ze E,Y; < 0. Funkcje tworzgcqg momenty, ktora
odpowiada gestosci p okreslamy wzorem

o0

My(s) = Epe™ = / e™p(y)dy.

—0o0

Zatozymy, ze ta funkcja przyjmuje warto$ci skonczone przynajmniej w pewnym otoczeniu
zera i istnieje takie r > 0, ze
M,(r) = 1.

Liczba r jest nazywana wspotczynnikiem dopasowania i odgrywa tu kluczowa role.

Metoda wyktadniczej zamiany miary jest specjalnym przypadkiem losowania istotnego. Zeby
okredli¢ instrumentalny rozktad prawdopodobienstwa, potézmy

q(y) = e"p(y).

Z definicji wspotezynnika dopasowania wynika, ze ¢ jest gesto$ciag prawdopodobieristwa, to
znaczy [ q(y)dy = 1. Generuje si¢ ciag Y7, Ya, . . . jednakowo roztozonych zmiennych losowych
o gestosci q. Dla utworzonego w ten sposob ,instrumentalnego procesu” uzywacé¢ bedziemy
symboli P, i E,. Zauwazmy, ze

E,Y; = / ya(y)dy = / ye"'p(y)dy

d
— — | &p(y)d
3 | ¢ 'ry)dy
= M, (r) >0,

poniewaz funkcja tworzaca momenty M, (-) jest wypukta, M/ (0) < 0i M,(0) = My(r) = 1.
Po zamianie miary, proces u — 5,, na mocy Prawa Wielkich Liczb zmierza prawie na pewno
do minus nieskonczonosci, a zatem ruina nastepuje z prawdopodobienistwem jeden, P (R <
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o0) = 1. Pokazemy, jak wyrazi¢ prstwo ruiny dla oryginalnego procesu w terminach procesu
instrumentalnego. Niech

Ro={(y1, - yn) 01 SU .o, yi 4+ Yn1 KUY+ -+ Yno1 + Yn > U,

Innymi stowy, zdarzenie { R = n} zachodzi gdy (Y1,...,Y,) € R,. Mamy zatem

Rn
= / e / e_Tqu(yl) oo e_ry”q(yn)dyl N dyn
Rn

/ / g (1) - g(ya)dys - - - dys,
Rn

=E,e™"1(R = n).

Wezmy sume powyzszych rownosci dla n = 1,2, ... i skorzystajmy z faktu, ze >~ | Py(R =
n) = 1. Dochodzimy do wzoru

(3.3.3) P,(R < 00) = E,exp{—rSg} = ¢ ™E,exp{—r(Sr — u)}.
Ten fakt jest podstawg algorytmu Monte Carlo:

for k:=1 to m do
begin
S:=0;
repeat
Gen YV ~q; S:=5+4Y;
until S > u;
Vi .= exp{—7(S —u)} { zmienna losowa o wartosci oczekiwanej 1 }
end

¥ = exp{—ru} Yo Vie/m o ) jest estymatorem prawdopodobiedstwa ruiny }

Algorytm jest prosty i efektywny. Troche to zadziwiajace, ze w celu obliczenia prawdopo-
dobienistwa ruiny generuje sie proces dla ktérego ruina jest pewna. Po chwili zastanowienia
mozna jednak zauwazy¢, ze wyktadnicza zamiana miary realizuje podstawowa idee losowa-

nia istotnego: rozktad instrumentalny ,nasladuje” proces docelowy ograniczony do zdarzenia
{R < o0}.

Ciekawe, ze wyktadnicza zamiana miary nie tylko jest technika Monte Carlo, ale jest tez tech-
nika dowodzenia twierdzen! Aby sie o tym przekonaé, zauwazmy, ze ,po drodze” udowodnili-
$my nier6wnosé 1 < e”"™. Wynika to z podstawowego wzoru (3.3.3) gdyz exp{—r(Sg—u)} <
1. Jest to stawna nier6wnos¢ Lundberga i wcale nie jest ona oczywista. A
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3.4 Inne metody redukcji wariancji

W tym podrozdziale oméwie niektore metody redukeji wariancji dla klasycznych algorytmow
Monte Carlo, w ktorych losujemy probki niezaleznie, z jednakowego rozktadu. Wiemy, ze
dla takich algorytmow wariancja estymatora zachowuje sie jak const/n. Jedyne, co mozemy
zrobi¢ — to konstruowac takie algorytmy, dla ktoérych stata ,,const” jest mozliwie mata. Naj-
wazniejszg z tych metod faktycznie juz poznalidémy: jest to losowanie istotne, omoéwione w
Podrozdziale 3.1. Odpowiedni wybor ,rozkladu instrumentalnego” moze zmniejszy¢ warian-
cje setki tysiecy razy! Istnieje jeszcze kilka innych, bardzo skutecznych technik. Do podsta-
wowych naleza: losowanie warstwowe, metoda zmiennych kontrolnych, metoda zmiennych
antytetycznych. Mozliwe sg niezliczone modyfikacje i kombinacje tych metod. Material
zawarty w tym rozdziale jest w duzym stopniu zaczerpniety z monografii Ripleya 77

Losowanie warstwowe

Tak jak poprzednio, zadanie polega na obliczeniu wielkosci

0=, f(X)= /X f(@)m(z)dz,

gdzie rozktad prawdopodobienstwa i jego gestos¢ dla uproszczenia oznaczamy tym samym
symbolem 7. Losowanie warstwowe polega na tym, ze rozbijamy przestrzen X na sume
k roztacznych podzbioréw (warstw),

k
X:UA}Z, AhﬂAgZQ (h%g),
h=1

i losujemy k niezaleznych probek, po jednej z kazdej warstwy. Niech 7, bedzie gestoscia
rozktadu warunkowego zmiennej X przy X € Ay, czyli

mh(z) = W}SZ) I(x € Ay), gdzie p, =7(A,) = /Ah 7(x)dx.

Wida¢ natychmiast, ze [, m,(x)dz = 7(X € B|X € A,). Rozbijamy teraz calke, ktora
chcemy obliczy¢ na k czesci:

6 = th/f(x)ﬂh(x)dx.

Mozemy uzy¢ nastepujacego estymatora warstwowego:

(3.4.1) o =3 i—’; 3 F(Xna),
h =1
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gdzie
Xhi, - ,thh ~iid Th,

jest probka rozmiaru n;, wylosowana z h-tej warstwy (h = 1,...,k). Jest to estymator
nieobciagzony. Jego wariancja jest dana wzorem

2
(3.4.2) Varfsre = S b2
n

gdzie o7 = Var,(f(X)|X € Ap).
Poréwnajmy estymator warstwowy (3.4.1) ze ,zwyklym” estymatorem
RS
! [ o
opartym na jednej probce
X1yooy Xy ~iia T
Oczywiscie
- 1
VarfSM© = —¢?,
n
gdzie 0 = Var,f(X). Zeby poréwnanie bylo ,uczciwe” rozwazmy probke licznosci n =

> nnn. Jesli decydujemy sie na sumaryczng licznosé probki n, to mozemy w rézny sposob
,rozdzieli¢” to n pomiedzy warstwami. To sie nazywa alokacja probki.

3.4.3 Stwierdzenie (Alokacja proporcjonalna). Jezeli ny, = ppn dlan=1,... k, to
Varf®? = L thO'Q < 102 = VarfMC
n - h X n n .

n

Dowod. Wyrazenie na wariancje wynika znatychmiast z podstawienia n, = pyn w ogélnym
wzorze (3.4.2). Nier6wnos¢ wynika z nastepujacej tozsamosci:

(3.4.4) o’ = tha,% + th(eh - 0)?,
h h

gdzie 0, = [ f(z)mp(x)dz = E-(f(X)|X € Ap). Jest to klasyczny wzér na dekompozycje
wariancji na ,wariancje wewnatrz warstw” (pierwszy sktadnik w (3.4.4)) i ;wariancje pomie-
dzy warstwami” (drugi sktadnik w (3.4.4)). Zdefiniujemy zmienna losowa H jako ,numer
warstwy do ktorej wpada X ~ 77, czyli {H = h} = {X € A,}. Mozemy teraz wzor (3.4.4)
przepisa¢ w dobrze znanej postaci

Var f(X) = EVar(f(X)|H) + VarE(f(X)|H).
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Wzor (3.4.4) podpowiada, jak dzieli¢ przestrzen na warstwy. Najwiekszy zysk w poréwna-
niu z losowaniem nie-warstwowym jest wtedy, gdy ,wariancja miedzywarstwowa” jest duzo
wieksza od ,wewnatrzwarstwowej” Warstwy nalezy wiec wybieraé¢ tak, zeby funkcja 7(c) f(x)
byla mozliwie bliska statej na kazdym zbiorze Aj i roznita sie jak najbardziej pomiedzy
poszczegbdlnymi zbiorami.

Stwierdzenie 3.4.3 pokazuje, ze zawsze zyskujemy na losowaniu warstwowym, jesli zastosu-
jemy najprostsza, proporcjonalna alokacje. Okazuje sie, ze nie jest to alokacja najlepsza.
Jerzy Sptawa-Neyman odkryl prosta regute wyznaczania alokacji optymalnej. Wychodzimy
od wzoru (3.4.2) i staramy sie zoptymalizowa¢ prawa strone przy warunku n = Y, ny,.
Poszukujemy zatem rozwigzania zadania

2
Pn 2 :

3.4.5 —0; = ! —n=20

( ) d nhah min ( Eh nE—n )

(wzgledem zmiennych ny,). Zastosujmy metode mnoznikéw Lagrange’a. Szukamy minimum

2
Pr o )
3.4.6 ﬁzg =oi + A g n, —n | = min !
( ) n th ' (h ' )

Obliczamy pochodna i przyréownujemy do zera:

0 pi 2

Stad natychmiast otrzymujemy rozwiazanie: nj, o< oppp.

3.4.8 Stwierdzenie (Alokacja optymalna, J. Neyman). Estymator warstwowy ma najmnies-
szq wariancje jesl alokacja n losowanych punktow jest dana wzorem

OnPh

np,=—e——
Zg Ogpy’

Zignorowalidémy tutaj niewygodne wymaganie, ze licznoéci probek n;, musza byé catkowite.
Gdyby to wziaé¢ pod uwage, rozwiazanie staloby sie skomplikowane, a zysk praktyczny z tego
bytby znikomy. W praktyce rozwiazanie neymanowskie zaokragla sie do liczb catkowitych
i koniec. Wazniejszy jest inny problem. Zeby wyznaczy¢ alokacje optymalng, trzeba znac
nie tylko prawdopodobieristwa pj, ale i wariancje warstwowe ;. W praktyce czesto oplaca
sie¢ wylosowa¢ wstepne probki, na podstawie ktorych estymuje si¢ wariancje 7. Dopiero
potem alokuje sie duza, robocza probke rozmiaru n, ktora jest wykorzystana do obliczania
docelowej catki.
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Zmienne kontrolne

Idea zmiennych kontrolnych polega na rozbiciu docelowej catki (wartosci oczekiwanej) na dwa
sktadniki, z ktorych jeden umiemy obliczy¢ analitycznie. Metode Monte Carlo stosujemy do
drugiego sktadnika. Przedstawmy wielko$é¢ obliczana w postaci

0=E,f(X)= /Xf(m)ﬁ(x)dx = /X[f(x) - k(:p)]w(m)dx+/ k(x)m(x)da.

X

Dazymy do tego, zeby catka funkcji k byla obliczona analitycznie (lub numerycznie) a réznica
f —k byla mozliwie bliska stalej, bo wtedy wariancja metody Monte Carlo jest mata. Funkcje
k lub zmienna losowa k(X) nazywamy zmienna kontrolna.

Dla uproszczenia potozmy Y = f(X), gdzie X ~ m. Przypu$émy, ze zmiennej kontrolnej
bedziemy szukaé¢ posréd kombinacji liniowych funkeji k1, ..., ks o znanych catkach. Niech
Z;=kij(X)iZ=(Zy,...,%4)". Przy tym stale pamietajmy, ze X ~ 7 i bedziemy pomija¢
indeks 7 przy warto$ciach oczekiwanych i wariancjach. Zatem

k(r) = Zﬁjkj(ff)-

Innymi stowy poszukujemy wektora wspotczynnikow 8 = (B1,...,084)" ktéry minimalizuje
wariancje Var(Y — B77). Wykorzystamy nastepujacy standardowy wynik z teorii regresji
liniowe;.

3.4.9 Stwierdzenie. Niech Y i Z bedqg zmiennymi losowymi o skoniczonych drugich momen-
tach, wymiaru odpowiednio 1 i d. Zaktadamy dodatkowo odwracalno$é macierzy wariancyi-
kowariancji VAR(Z). Kowariancje pomiedzy Y i Z traktujemy jako wektor wierszowy i
oznaczamy przez COV (Y, Z) Sposréd zmiennych losowych postaci Y — BTZ, najmniejszq
wariancje otrzymujemy dla

B = COV(Y, Z)VAR(Z)™".
Ta nagmniejsza wartos¢ wariancyi jest rowna

Var(Y — 8] Z) = VarY — COV(Y, Z)VAR(Z)'COV(Z,Y).

Przepiszmy tem wynik w bardziej sugestywnej formie. Niech VarY = 2. Mozna pokazac,
ze f3, maksymalizuje korelacje pomiedzy Y i 87 Z. Napiszmy

0v.z = max corr(Y, ' Z) = corr(Y, B, Z)

(3.4.10) B \/cov(y, Z)VAR(Z)~1COV(Z,Y)
VarY
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Niech teraz éflontr bedzie estymatorem zmiennych kontrolnych. To znaczy, ze losujemy probke
Xi,..., X, ~m,
- 1
econtr:_ Y;— TZz+ T ’
n - > (Y= 8 Z)+ 8] u

gdzie Z' = (Zn, ..., Zin) = (1(X3), ..., fa(X})), za$ p; = Ef;(X) sa obliczone analitycznie
lub numerycznie p = (g, ..., itq) . Wariancja estymatora jest wyrazona wzorem

A 1
Varfom = 502(1 — Q%.Z),

co nalezy poréwnaé z wariancja o2 /n ,zwyklego” estymatora.

Zrobmy podobng uwage, jak w poprzednim podrozdziale. Optymalny wybor wspotczynnikow
regresji wymaga znajomosci wariancji i kowariancji, ktorych obliczenie moze by¢ (i zazwyczaj
jest!) trudniejsze niz wyjsciowe zadanie obliczenia wartosci oczekiwanej. Niemniej, mozna
najpierw wylosowaé wstepng probke, wyestymowaé potrzebne wariancje i kowariancje (na-
wet niezbyt dokladnie) po to, zeby dla duzej, roboczej probki skonstruowaé dobre zmienne
kontrolne.

Wspomnijmy na koniec, ze dobieranie zmiennej kontrolnej metoda regresji liniowej nie jest
jedynym sposobem. W konkretnych przyktadach mozna spotka¢ najréozniejsze, bardzo po-
mystowe konstrukcje, realizujace podstawowa idee zmiennych kontrolnych.

Zmienne antytetyczne

Przypusémy, ze estymujemy wielkosé¢ 6 = E, f(X). Jesli mamy dwie zmienne losowe X i X’
o jednakowym rozktadzie 7 ale nie zakltadamy ich niezaleznosci, to

X X' 1 1
Var% = §Var(X) [1+ corr(f(X), f(X)] = 502(1 + 0).
Jedli o = corr(f(X), f(X')) < 0, to wariancja w powyzszym wzorze jest mniejsza niz o2 /2,
czyli mniejsza niz w przypadku niezaleznosci X i X'. To sugeruje, zeby zamiast losowaé
niezaleznie n zmiennych Xy, ..., X,,, wygenerowac pary zmiennych ujemnie skorelowanych.
Zalozmy, ze n = 2k i mamy k niezaleznych par (X1, X7]),..., (X, X}), a wiec tacznie n
égMc )

zmiennych. Poréwnajmy wariancje ,zwyklego” estymatora i estymatora 62" wykorzy-

stujacego ujemne skorelowanie par:

2

R 1 & . o
QCMC — Xz V. QCMC —
PO= Lo  Vard o=

n

n/2 9

nant __ l ) ! Hant __ U_
i = LD ) Vet = ),
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Wariancja estymatora éznt jest tym mniejsza, im p blizsze —1 (im bardziej ujemnie sko-
relowane sa pary). Standardowym sposobem generowania ujemnie skorelowanych par jest
odwracanie dystrybuanty z uzyciem ,odwroconych liczb losowych”.
3.4.11 Stwierdzenie. Jesli h :]0, 1[— R jest funkcjg monotoniczng rézng od statey, fol h(u)?du <
oo i U~ U(0,1), to

Cov(h(U),h(1 =U)) < 0.

Dowdd. Bez straty ogolnosci zat6zmy, ze h jest niemalejaca. Niech yp = Eh(U) = fol
it=sup{u:h(l —u)>p} bLatwo zauwazy¢, ze 0 < t < 1. Zauwazmy, ze

Cov(h(U), h(1 — U)) = ERU)[A(1 — U) — 4]

_ /0 hu)[A(L — ) — p)du

h(u)du

_/0 h(u)[h(l—u)—,u]dqu/t h(w)[B(1 — ) — i]du

< /Ot h(t)[h(1 —u) — pldu+ [ h(t)[R(1 —u) — pldu

— (1) / (h(1 — u) — p)du =0,

poniewaz dla 0 < u < t mamy h(l —u) —p>0idlat <wu < 1mamy h(l —u)—p>0. O

Przypomnijmy, ze dla dowolnej dystrybuanty G okreslamy uogoélniona funkcje odwrotna G~
nastepujacym wzorem:

G~ (u) = inf{z : G(x) > u}.
Natychmiast wnioskujemy ze Stwierdzenia 3.4.11, ze Cov(G~(U),G~(1 —U)) < 0. W ten
sposob mozemy produkowaé ujemnie skorelowane pary zmiennych o zadanej dystrybuancie.
Okazuje sie, ze sa to najbardziej ujemnie skorelowane pary. Jesli X ~ G 1 X' ~ G, to

Cov(X, X') = Cov(G—(U),G—(1 — U)).

Powyzszy fakt ma oczywiste znaczenie z punktu widzenia metod Monte Carlo i wynika z
ogolniejszego twierdzenia, podanego w nastepujcym podrozdziale (Twierdzenie 3.5.1).

3.5 Zadania i uzupelnienia

Zadania teoretyczne

3.1 Zadanie. Udowodni¢ Stwierdzenie 3.4.9.
3.2 Zadanie. Udowodni¢ wzor 3.4.10.
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Cwiczenia: obliczanie calek, redukcja wariancji

3.1 Cwiczenie. Oblicz 6 = P(Z > 4), gdzie Z ~ N(0,1). Zastosuj dwa schematy obliczeri MC:

Poda¢ asymptotyczne przedzialy ufnosci dla obu metod. Poréwnac z doktadnym wynikiem obliczo-

Prymitywna metoda Monte Carlo: bezposrednio z definicji 6, = %Z?:l 1(Z; > 4), gdzie

Z17 sy Zn ~ii.d. N(Ov 1) .

Losowanie wazone z rozkladem instrumentalnym o gestosci ¢(z) = exp[—(z—4)]1(z > 4) (jest

to przesuniety rozktad wyktadniczy).

nym przez pnorm().

3.2 Cwiczenie. Obliczy¢ kilkoma wariantami metody MC calke

Oszacowaé na podstawie symulacji lub /i obliczy¢ teoretycznie wariancje o2 i ,typowy btad estymacji”

0_/00 dz
e m(l+a?)

20 (gdzie P(|0, — 0| < 20/+/n) ~ 0.95)). Poréwnac.

Estymator MC oparty bezposrednio na spostrzezeniu, ze
0 =P(X > 2)
dla X ~ Cauchy.

Estymator wykorzystujacy dodatkowo symetrie,
1
0= §]P’(|X | > 2)

dla X ~ Cauchy.
Estymator wykorzystujacy przejscie do dopelnienia i ,proste” MC,

2
9:1_/ dr 1, o1
2 Jo m(1+22) 2 (14 U?)

dla U ~ U(0,2).

Estymator wykorzystujacy przejscie do dopekienia i metode zmiennych antytetycznych,

2
9:1_/¢E:1_E 1 & 1 ,
2 Jy r(1l+22) 2 A1+ 0% w1+ (2-0)2)

dla U ~ U(0,2).
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e Estymator wykorzystujacy ,chytry chwyt”,

1/2 dy
o[
o T(1+v?)

gdzie rownosé¢ wynika z podstawienia y = 1/x.

e Estymator wykorzystujacy metode zmiennych kontrolnych, oparta na przyblizeniu

1
14+ 22

przez wielomian 1 — a2x2 + a4x4.

Zaktadamy, ze umiemy obliczy¢ analitycznie f02 r?dx i f02 z*dx Znalezé ,dobre” wspotezynniki
as i aq symulacyjnie, dopasowujac model regresji liniowej.

3.3 Cwiczenie. Zadanie o ruinie z dwiema barierami. Niech Y = Y7,...,Y,, ... beda niezaleznymi

zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie i S, = Y7 + --- 4+ Y,. Dla ustalonych u,b > 0, niech
R =min{n : S, > ulub S, < —b}. Obliczy¢ § = P(Sg > u). Zakladamy, ze EY < 0.

e Obliczy¢ 6 ,prosta” metoda MC.
e Obliczy¢ 6 metoda losowania istotnego z wykladnicza zamiang miary.
e Dla obu metod oszacowaé liczbe m doswiadczen potrzebnych do osiggniecia ,doktadnosci

wzglednej” 0.1, czyli P(|6,, — 0] < 0.10) ~ 0.95).

Jednostronna wersja tego zadania z b = oo jest opisana w skrypcie.
a) Przyjac u=b6=10,Y ~ N(—p,1), p =0, u=0.1, u =05, p=1, p = 2.

b) Przyjaé¢, ze Y ma rozkltad dwupunktowy: P(Y = 1) = p, P(Y = —1) = 1 — p, gdzie p < 1/2
(poeksperymentowaé z réznymi wartosciami p).

W tym drugim przypadku mozna wyprowadzié¢ doktadny wzér na v i poréwnaé z symulacjami.

Ograniczenia Frecheta
3.5.1 Twierdzenie. Jezeli X ~ F, Y ~ G oraz EX? < 00, EY? < 00 to

Cov(F~(U),G(1-0)) < Cov(X,Y) < Cov(F(U),G(U)).

Twierdzenie 3.5.1 wynika z trzech ponizszych faktow. Kazdy z nich jest sam w sobie interesujacy.
Zaczniemy od stawnego wyniku Frecheta.
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3.5.2 Twierdzenie (Ograniczenia Frecheta). Jezeli P(X < x) = F(x), P(Y < z) = G(y) oraz
P(X < z,Y <y) = H(z,y) oznaczaja, odpowiednio, dystrybuanty brzegowe oraz taczng dystrybuante
dwdch zmiennych losowych to

max (0, F(z) + G(y) — 1) < H(z,y) < min(F(z),G(y)).

Istniejg rozktady taczne o brzegowych F i G, dla ktérych jest osiggane ograniczenie dolne i ograni-
czenie gorne.

Dowdd. Ograniczenie gorne wynika z oczywistych nieréwnosci

P(X <z,Y <y) <P(X <x)=F(x),
P(X <2,Y <y) <PY <y)=G(y)
Ograniczenie dolne jest réwnie proste:
PX<z,Y<y)=PX<2)-PX<z,Y >y)
2P(X <z)-P(Y >y) = F(z) - [1 - G(y)]

O
Pozostata do pokazania osiggalnosé. Nastepujacy lemat jest jednym z piekniejszych przyktadow
symulacyjnego punktu widzenia” w rachunku prawdopodobieristwa.

3.5.3 Lemat. Jesli U ~ U(0,1) to

in(F(z),G(y)):

ax(0, F(z) + G(y) — 1).
Dowadd. Pierwsza réwnosé jest oczywista:

P(F~(U) <z, G"(U) <y) =PU < F(z),U <G(y))

Druga réwno$é tez jest oczywista:

P (U)<z,G (1-U)<y)=PU < F(z),1 -U < G(y))
—P(1 - G(y) < U < F(x))
=max(0, F(z) — [1 — G(y)])-

O

Glebokie twierdzenie Frecheta sktada sie wiec z kilku dos¢ oczywistych spostrzezen. Zeby udowodnié
Twierdzenie 3.5.1 potrzeba jeszcze jednego ciekawego lematu.
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3.5.4 Lemat. Niech F(x), G(y) i H(x,y) oznaczajg, odpowiednio, dystrybuanty brzegowe oraz
tgczng dystrybuante zmiennych losowych X Y. Jesli EX? < oo, EY? < oo to

Cov(X,Y) = / / [H(z,y) — F(2)G(y)]dady.
Dowdd. Niech (X1,Y7) 1 (Xo,Y2) beda niezaleznymi parami o jednakowym rozkladzie takim jak
para (X,Y). Wtedy
QCOV(X, Y) == E(Xl — X2)(Y1 — Yé)
—E [ [1100 <) - 10X < DI <y) ~ 1Y < 9)Jdady
— [[ Bt <) - 1% <o)E <y) - 1Y < g)Jdady
= //[P(X1 <z2,Y1<y) +P(X2 <2,Y2 <)
-P(X5 <2,V <y) - P(X2 < 2,Y1 <y)ldzdy

- / / 2P(X <2,V <y) — 2P(X < 2)P(Y < y)]dzdy.
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Rozdzial 4

Markowowskie Monte Carlo, MCMC

4.1 Co to jest MCMC ?

W pewnych sytuacjach okazuje sie, ze wygenerowanie zmiennej losowej X z interesujacego
nas rozkladu prawdopodobieristwa 7 jest praktycznie niemozliwe. Wyobrazmy sobie, ze 7
jest bardzo skomplikowanym rozkladem na ,ogromne;j”’, wielowymiarowej przestrzeni X. Za-
zwyczaj ten rozktad jest dany poprzez podanie funkcji proporcjonalnej do gestosci, p < p,
ale bez znajomosci statej normujacej z = f p. (;,Ogromna” przestrzen X moze by¢ zbiorem
skoniczonym, ale bardzo licznym. Czasami rozktad 7 jest jednostajny, o gestosci p o 1,
ale jego nosnik jest bardzo ,skomplikowanym” zbiorem.) Metody typu eliminacji/akceptacji
moga zawies¢. Skrot MCMC oznacza Markov Chain Monte Carlo, czyli po polsku algorytmy
MC wykorzystujace tancuchy Markowa. Podstawowa idea jest taka: jesli nie umiemy gene-
rowa¢ zmiennej losowej X o rozkladzie 7 to zadowolimy sie generowaniem ciggu zmiennych
losowych Xy, X1,...,X,,..., ktory w pewnym sensie zbliza sie, zmierza do rozktadu 7.

W moich wyktadach $ciste przedstawienie teorii MCMC jest mozliwe tylko w ograniczonym
zakresie. W obecnym rozdziale skupie sie na gtéwnych ideach MCMC, przedstawie pod-
stawowe algorytmy i kilka motywujacych przyktadow, pokaze wyniki symulacji, ale niemal
nic nie udowodnie. Sprobuje to czeSciowo naprawi¢ w Rozdziale 6, ktory w catosci bedzie
poswiecony tancuchom Markowa i algorytmom MCMC na skoiiczonej przestrzeni X. W tej
specjalnej sytuacji podam dowody (a przynajmniej szkice dowodéw) podstawowych twier-
dzen. Zastosowania MCMC w przypadku ,ciagtej” przestrzeni X (powiedzmy, X C RY)
sa przynajmniej rownie wazne. Zobaczymy to na paru przyktadach. Algorytmy MCMC
pracujace na przestrzeni ciaglej sa w zasadzie takie same jak te w przypadku przestrzeni
skoniczonej, ale ich analiza robi sie trudniejsza, wymaga wiecej abstrakcyjnej matematyki —
i w rezultacie wykracza poza zakres mojego skryptu. Ogranicze si¢ w tej materii do kilku
skromnych uwag. Bardziej systematyczne, a przy tym dosé przystepne przedstawienie ogol-
nej teorii mozna znalezé w [14], [5] lub [9].

99
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Lancuchy Markowa

Klasyczne metody MCMC, jak sama nazwa wskazuje, opieraja sie na generowaniu tancucha
Markowa. Co prawda, rozwijaja si¢ obecnie bardziej wyrafinowane metody MCMC (zwane
adaptacyjnymi), ktore wykorzystuja procesy niejednorodne a nawet nie-markowowskie. Na
razie ograniczymy sie do rozpatrzenia sytuacji, gdy generowany ciag zmiennych losowych X,
jest jednorodnym tarncuchem Markowa na przestrzeni X. Jesli X jest zbiorem skonczonym
lub przeliczalnym, mozemy postugiwaé sie Definicja 2.3.1, w ogdélnym przypadku — Definicja
2.3.5. Przypomnijmy oznaczenie prawdopodobienstw przej$cia taiicucha: dla x € X oraz
BCX,
P(X,.1 € B|X,, =) = P(z, B).

W przypadku przestrzeni skoniczonej wygodniej postugiwaé sie macierzq przej$cia o elemen-
tach
P(X,1 = 2'| X, =) = P(z,2').

Metoda generowania taricuchéw Markowa jest do$é oczywista i sprowadza sie¢ do wzorow
(2.3.3) w przypadku przestrzeni dyskretnej i (2.3.7) w przypadku ogdlnym.

Rozklad stacjonarny

Niech 7 oznacza docelowy rozktad prawdopodobienistwa. Chcemy tak generowaé taricuch
X,, czyli tak wybra¢ prawdopodobieristwa przejscia P, aby uzyskaé¢ zbiezno$é do rozktadu
7. Sprobujemy uscisli¢ co to znaczy, w jakim sensie rozumiemy zbieznosé.

4.1.1 Definicja. Mowimy, ze 7 jest rozktadem stacjonarnym (lub rozktadem réwno-
wagi) tancucha Markowa o prawdopodobienstwach przejscia P, jesli dla kazdego (mierzal-
nego) zbioru B C X mamy

(B) = /X ~(dz)P(z, B).

W przypadku dyskretnej przestrzeni X rownowazne sformutowanie jest takie: dla kazdego
stanu 2,
m(z') = Z 7(z)P(x, ).
reX

Utozsamiajac P z macierza a 7 z wektorem, zapiszemy powyzsza réowno$é w postaci 7' =

7' P. Ten krotki zapis bedziemy stosowali (umownie) réwniez w ogélnej sytuacji. Jesli
rozktad poczatkowy jest rozktadem stacjonarnym, P(X, € -) = 7n(+), to dla kazdego n mamy
P(X, € -) = 7w(-). Co wiecej, w takiej sytuacji taczny rozktad zmiennych X, X, .1,...
jest taki sam, jak rozklad zmiennych Xy, Xi,.... Mowimy, ze taricuch jest w potozeniu
rownowagi lub, ze jest procesem stacjonarnym. To uzasadnia nazwe rozktadu stacjonarnego.
Oczywiscie, tancuchy generowane przez algorytmy MCMC nie sa w stanie rownowagi, bo z
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zalozenia nie umiemy wygenerowaé¢ Xy ~ m. Generujemy X, z pewnego innego rozktadu v,
nazywanego rozktadem poczatkowym. Gdy zajdzie potrzeba, zeby uwidoczni¢ zalezno$é od
rozkladu poczatkowego, bedziemy uzywali oznaczeii P, (---) i E,(---). Przewaznie start jest
po prostu deterministyczny, czyli v jest rozkladem skupionym w pewnym punkcie z € X.
Piszemy wtedy P,(---) i E,(---).

Twierdzenia graniczne dla laricuchéw Markowa

Naszkicujemy podstawowe twierdzenia graniczne dla tancuchéw Markowa. Doktadniejsze
sformutowania i niektére dowody pojawig sie w nastepnym rozdziale i beda ograniczone do
przypadku skoiiczonej przestrzeni X'. Bardziej dociekliwych Czytelnikéw musze odestaé¢ do
przegladowych prac |11, ?| i skryptu Geyera [5].

Jesli 7 jest rozkltadem stacjonarnym, to przy pewnych zalozeniach uzyskuje sie tak zwane
Stabe Twierdzenie Ergodyczne (STE). Jego teza jest zbieznosé rozktadéw prawdopodobieri-
stwa zmiennych losowych X, do m w nastepujacym sensie: dla dowolnego (mierzalnego)
zbioru B C X i dowolnego rozktadu poczatkowego v mamy

(4.1.2) P,(X, € B) — ©(B) (n — 00).
Dla skonczonej przestrzeni X rownowazne jest stwierdzenie, ze dla kazdego x € X,
P, (X, =2) = m(x) (n — 00).
STE dla skoniczonej przestrzeni X udowodnimy w rozdziale (Twierdzenie 6.3.8). Na razie

poprzestaimy na nastepujacym prostym spostrzezeniu.

Uwaga. Jezeli zachodzi teza STE dla pewnego rozktadu granicznego .., czyli P"(z, B) —
Teo(B) dla dowolnych z € X, B C X, to 7y jest rozkladem stacjonarnym. W istocie,
wystarczy przejs¢ do granicy w réwnosci

Pre,B) = [ P d)P(, B)

\ {
Too(B) [ moo(da) P (2, B).

Co wiecej, o jest jedynym rozktadem stacjonarnym.

Uwaga. W teorii taricuchow Markowa rozwaza sie rézne pojecia zbieznosci rozktadow. Za-
uwazmy, ze w powyzej przytoczonej tezie STE oraz w Uwadze 4.1 mamy do czynienia z
silniejszym rodzajem zbieznosci, niz poznana na rachunku prawdopodobienstwa zbieznos¢
staba (wedlug rozktadu), oznaczana — .

Sformutujemy teraz odpowiednik Mocnego Prawa Wielkich Liczb (PWL) dla taricuchéw Mar-
kowa. Rozwazmy funkcje f : X — R. Warto$¢ oczekiwana funkcji f wzgledem rozktadu 7
jest okreslona jako catka

E,f = /X F(@)r(da).
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Jezeli rozktad m ma gestos¢ p wzgledem miary Lebesgue’a to jest to ,zwyczajna catka”,

B.f = | f@pl)ds
X
W przypadku dyskretnej przestrzeni X jest to suma
E.f =) fla)m(x).
reX

Jesli zatozmy 7 jest rozktadem stacjonarnym taricucha Markowa X,,, to mozemy oczekiwac,
ze zachodzi zbieznos¢ srednich do granicznej wartosci oczekiwanej,

n—1

Zf(Xi)—ﬂEﬂf (n — o0)

=0

1
(4.1.3) -
z prawdopodobienstwem 1. W istocie, mozna udowodnié¢ (4.1.3) przy pewnych dodatkowych
zalozeniach. Mowimy wtedy, ze zachodzi PWL lub Mocne Twierdzenie Ergodyczne. Ze
wzgledu na zastosowania MCMC, wymagamy aby (4.1.3) zachodzito dla dowolnego rozktadu
poczgtkowego v (a nie dla v = 7, czyli dla lanicucha stacjonarnego). Jedna z wersji PWL
dla tancuchow Markowa przedstawimy, wraz z picknym i prostym dowodem, w Rozdziale 6
rozdziale (Twierdzenie 6.2.5).

Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG) dla taricuchéw Markowa ma teze nastepujacej po-
staci. Dla dowolnego rozktadu poczatkowego v zachodzi zbieznos¢ wedtug rozktadu:

(4.1.4) - (jZ_:WXi) - wa]> — N(0,0%) (n = 00).

Liczba o2, = o2 (P, f), zwana asymptotyczna wariancja, nie zalezy od rozktadu poczatko-
wego v, zalezy za$ od macierzy przejscia P i funkcji f. Ponadto mozna udowodnié¢ nastepu-
jacy fakt: dla dowolnego rozkladu poczatkowego v,

(4.1.5) %Varl, (”Z f(XZ)> —s o2
i=0

Przy pewnych dodatkowych zatozeniach, asymptotyczng wariancje mozna wyrazi¢ w termi-
nach ,stacjonarnych kowariancji” jak nastepuje. Mamy

(4.1.6) o2, = Var, f(Xo) + 2> Cove(f(Xo), f(X)),

n=1

gdzie Var, i Cov, oznaczaja, oczywiscie, wariancje i kowariancje obliczong przy zalozeniu,
ze tancuch jest stacjonarny. Niech

o’ :Vaer(XO);
U2pn =Cov, [f(X0)7 f(Xn)L Pn = COITx [f(XO)7 f(Xn)} :
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Przyjmijmy jeszcze, ze p, = p_.(f). To okreslenie jest naturalne bo taricuch stacjonarny
mozna ,przedtuzy¢ wstecz”. Wzor (4.1.6) mozna przepisaé tak:

O-gs =0’ (1+2ipn> =0’ i Pn-
n=1

n=—oo

Pozniej pojawi sie kilka innych wzoréw na asymptotyczng wariancje.

Szkic dowodu wzoru (4.1.6). Zatozmy, ze rozktadem poczatkowym jest 7 i skorzystamy ze
stacjonarnoéci tancucha:

%Varﬂ (i f(XZ-)> = %iVarﬂ(Xi) + % i i Cov.(f(Xi), f(X;))
= Var, f(Xo) + 2 i z ; kCovw(f(Xo), f(Xk))
— Var, f(Xo) + Qi Cov.(f(Xo), f(Xk)), (n— o0).

Przejscie do granicy w ostatniej linijce jest uzasadnione elementarnym faktem, ze dla do-

wolnego ciagu liczbowego a,, mamy lim, ..o Y ,_; ”Tkak = > o, ay, o ile szereg po prawej
stronie rownosci jest zbiezny (ze zbieznosci szeregu wynika zbieznosé w sensie Cesaro). W

ten sposob wyprowadzilismy wzor (4.1.6) dla v = 7.

Pominiemy uzasadnienie tego, ze granica ciagu Var, Z?:_Ol f(X;)/n nie zalezy of v. O

W tym miejscu chee podkresli¢ réznice miedzy stacjonarng wariancja o = Var, f = Var, f(X,,)
i asymptotyczna wariancja o2. W wiekszosci zastosowan kowariancje we wzorze (4.1.6) sa
dodatnie (zmienne losowe f(X,) i f(X;) sa dodatnio skorelowane). W rezultacie o2 jest
duzo wieksza od o2. To jest cena, ktorg placimy za uzywanie laicucha Markowa zamiast
ciggu zmiennych niezaleznych, jak w Rozdziale 3.

Zauwazmy, ze algorytmy Monte Carlo przewaznie maja za zadanie obliczy¢ pewna wartosé
oczekiwang, a wiec wielkosé postaci 0 = E, f. Jesli potrafimy generowaé¢ tancuch Markowa
zbiezny do 7, to naturalnym estymatorem E, f jest 6, = 1 Z?:_Ol f(X;). W praktyce niemal
zawsze odrzuca sie poczatkowy odcinek trajektorii dtugosci b. Liczba krokow b (burn-in time)
jest ,czasem po ktorym taricuch zbliza sie dostatecznie do rozktadu stacjonarnego” (przewaz-
nie wybor b jest raczej arbitralny i heurystyczny). Do obliczania estymatora uzywamy tylko
dalszej czesci trajektorii:
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Zauwazmy, ze graniczne zachowanie estymatora ébm jest takie samo, jak estymatora én,
poniewaz zmienia sie tylko rozktad poczatkowy: tancuch startuje z X, zamiast z Xy. Mozemy
tezy PWL oraz CTG zapisa¢ w skrocie tak:

Opn —pm. 0 (n — 00),
Vi (B = 0) —aN(0,02), (1 o0).

PWL gwarantuje zgodnosé estymatora, a wiec w pewnym sensie poprawnosé metody. Jest
to, rzecz jasna, zaledwie wstep do dokladniejszej analizy algorytmu. Graniczne zachowa-
nie wariancji estymatora 6, wyjasnia wzor (4.1.5). Uzupelijmy to (pomijajac chwilowo
uzasadnienie) opisem granicznego zachowania obcigzenia: przy n — oo,

A 1 1
Var, (0y,,) = —Jﬁs +0 (—) ,
n

n
. 1
E,fy, — 0 =0 (-) .
n

Oczywiscie, naturalna miara jakosci estymatora jest btad sredniokwadratowy (BSK). Ponie-
waz BSK jest sumg wariancji i kwadratu obciazenia to, przynajmniej w granicy dla n — oo,
wariancja ma dominujacy wplyw, za$ obciazenie staje sie zaniedbywalne:

(4.1.7) B, (B0 — 9)2 — %ggs +o (l) .

n

Zauwazmy, ze CTG moze shuzy¢ do budowania asymptotycznych przedziatéw ufnosci dla
estymowanej wielkosci 6: jesli przyjmiemy poziom ufnosci 1 — « i dobierzemy odpowiedni
kwantyl 2z rozktadu normalnego, to

20 a5

(4.1.8) lim P (|éb,n — 6| < ﬁ) = P(2) —P(—2)=1—-a.

Oczywiscie, ®(z) oznacza to dystrybuante rozktadu N(0,1) i &(2) =1 — a/2.

Potrzebne jest jeszcze oszacowanie asymptotycznej wariancji o2

2., co nie jest wcale latwe.
Przedstawie jeden ze sposobéw estymacji 02, metode batch means ($rednich blokowych).
Podzielmy trajektorie tancucha Markowa dtugosci n na k blokow” dtugosci m kazdy (zatem

n = km):

Xb; Xb+17 <. 7Xb+m717 Xb+m7 Xb+m+17 o 7Xb+2m717 s 7Xb+kma Xb+km+1> o 7Xb+(k+1)m—1 .
N RN J N v

blok 1 blok 2 blok &
Oznaczmy przez éj srednig j obliczong z j-tego bloku:

B 1 b+(j+1)m—1

0; = m Z f(X5).

i=b+jm
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Estymatorem wariancji asymptotycznej jest

k

N m = A
O-zs = E Z(QJ - Qb,N)Qv

j=1

gdzie ébm jest estymatorem obliczonym na podstawie trajektorii dtugosci n = km. Esty-
mator 7,4 jest, przy pewnych zatozeniach zgodny w nastepujacym sensie: 6,5 — 0.5 jezeli
jednoczesnie m — oo i k — oo (coraz wiecej coraz dtuzszych blokéw!). Ten fakt nie powinien
dziwi¢ w $wietle tego, co powiedzieliémy wczesniej.

Stawne i wazne twierdzenia graniczne sformutowane w tym podrozdziale nie sa, niestety,
catkowicie zadowalajacym narzedziem analizy algorytméw Monte Carlo. Algorytmy wyko-
rzystujace taicuchy Markowa sg uzyteczne wtedy, gdy osiagaja wystarczajaca doktadnosé dla
liczby krokow n znikomo matej w poréwnaniu z rozmiarem przestrzeni stanéow. W przeciw-
nym przypadku mozna po prostu deterministycznie ,przejrze¢ wszystkie stany” i doktadnie
obliczy¢ interesujaca nas wielkos¢é. Niemniej, twierdzenia graniczne sa interesujace z jako-
Sciowego punktu widzenia.

4.2 Zadania i uzupelnienia

4.1 Zadanie. Lancuch Markowa na przestrzeni stanow X = {1,2} ma macierz przejscia

l-a o
P= .
( g 1= 5)
Niech f(z) = z dla z € X (rozwazamy funkcje ,tozsamosc”).

e Oblicz asymptotyczng wariancje o2, w zaleznoéci od « i 8. Wskazdwka: Wykorzystaj roz-
wiazanie Zadania 2.5, czyli posta¢ macierzy P™ do obliczenia Cov,(Xp, X, ), a nastepnie uzyj
wzoru (4.1.6).

e Oblicz o2, symulacyjnie, generujac k niezaleznych trajektorii dtugosci m. W tym prostym
przyktadzie (toy ezample) umiemy generowaé tancuchy stacjonarne. W zastosowaniach MCMC
to jest, oczywiscie, wykluczone! Poréwnaj wyniki dla, powiedzmy, o = 8 = 0.1 i dla
a = = 0.9 (zauwaz, ze rozklady stacjonarne w obu przypadkach sa identyczne). Poréwnaj
ze wzorem teoretycznym.

4.2 Zadanie. Rozwazmy proces AR(1), czyli taiicuch Markowa na przestrzeni X = R zdefiniowany
réwnaniem rekurencyjnym
Xny1 = aXy + Wiy,

gdzie W1, Wa, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(0,v?). Podobnie jak w po-
przednim zadaniu, rozwazamy funkcje f(x) = z.
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e Oblicz o2, w zaleznoéci od a. Wskazowka: Przypomnij sobie Zadanie 2.6. Najpierw oblicz
Covr(Xo, Xp), a nastepnie uzyj wzoru (4.1.6).

e Oblicz o2, symulacyjnie, tak jak w zadaniu poprzednim. Poréwnaj wyniki dla, powiedzmy,
a=0.91dla o =—-0.9 (zauwaz, ze rozklady stacjonarne w obu przypadkach sa identyczne).

4.3 Podstawowe algorytmy MCMC

Zadanie rozpatrywane w tym rozdziale jest nastepujace. Dla danego rozktadu 7 na prze-
strzeni X' chcemy znalez¢ sposob generowania tanicucha Markowa, ktory jest zbiezny do tego
rozktadu. Szukamy takiego jadra (macierzy) przejscia P, ze P ma rozktad stacjonarny m
(Definicja 4.1.1).

Odwracalnosé

Najwazniejsze algorytmy MCMC sa oparte na idei odwracalnosci taricucha Markowa.

4.3.1 Definicja. Lancuch o jgdrze P jest odwracalny wzgledem rozktadu prawdopodobienstwa
m, jesli dla dowolnych A, B C X mamy

/A (dz)P(z, B) = / (da)P(2', A).

B

W skrocie,
7(dx)P(z,dx") = n(dz")P(2’, dx).

Odwracalnos¢ implikuje, ze rozktad 7 jest stacjonarny. Jest to dlatego wazne, ze sprawdzanie
odwracalnosci jest stosunkowo tatwe.

4.3.2 Twierdzenie. Jesli w(dx)P(x,da’) = w(d2’)P(2',dx) to " = 7' P,

Dowdd. [, m(dz)P(z,B) = [pn(da’)P(2',X) = [y 7w(da’) = =(B). O

Algorytm Metropolisa-Hastingsa

To jest pierwszy historycznie i wciaz najwazniejszy algorytm MCMC. Zakladamy, ze umiemy
generowaé tancuch Markowa z pewnym jadrem q. Pomyst Metropolisa polega na tym, zeby
zmodyfikowaé ten tancuch wprowadzajac specjalnie dobrana regute akceptacji w taki sposob,
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zeby wymusi¢ zbieznos¢ do zadanego rozktadu m. W dalszym ciggu systematycznie utozsa-
miamy rozktady prawdopodobienstwa z ich gestosciami, aby nie mnozyé¢ oznaczen. Mamy
zatem:

e Rozktad docelowy: 7(dz) = m(x)dz.
e Rozktad ,propozycji”: ¢(x,dz’) = q(x, 2")dz’.

e Prawdopodobienstwo akceptacji:

(4.3.3) a(z,x') = —————"= A 1.

Algorytm Metropolisa-Hastingsa (MH) interpretujemy jako ,bladzenie losowe” zgodnie z
jadrem przejscia ¢, zmodyfikowane poprzez odrzucanie niektérych ruchéw, przy czym reguta
akceptacji/odrzucania zalezy w specjalny sposoéb od 7. Pojedynczy krok algorytmu jest

nastepujacy.
function KrokMH(X)
Gen X* ~ q(X,-); { propozycja }
Gen U ~ U(0,1)
if U <a(X,X*) then X' := X* { ruch zaakceptowany z pr-stwem a(X,X') }
else X':= X { ruch odrzucony z pr-stwem 1—a(X,X’) }
KrokMH := X'

Oczywista jest analogia z podstawowa metoda eliminacji. Zasadnicza réznica polega na tym,
ze w algorytmie MH nie ,odrzucamy” zmiennej losowej, tylko ,odrzucamy propozycje ruchu”
i stoimy w miejscu. Algorytm MH wymaga znajomosci gestosci 7 tylko z doktadnoscia do
proporcjonalnosci, bez statej normujgce;.

Lancuch Markowa Xg, X1,...,X,,... powstaje zgodnie z nastepujacym schematem:

Gen Xg~v; { start }
for n:=1 to o
begin
X, = KrokMH(X,_1) { krok }

end
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Graficznie to mozna przedstawi¢ w takiej postaci.

X,=X

X* X

Xn+1 = n+l — X

Jadro przejscia M-H jest nastepujace:

P(x,B) = /de’q(:c,cc’)a(:r, ')+ 1(x € B) /X d2’ q(z, 2" )[1 — a(z, 2"))].

Dla przestrzeni skonczonej, jadro tancucha MH redukuje sie do macierzy prawdopodobienstw
przejscia. Wzor jest w tym przypadku bardzo prosty: dla x # 2,

P(z,2") = q(z,2")a(x,2).

4.3.4 Twierdzenie. Jgdro przejscia MH jest odwracalne wzgledem .

Dowdd. Ograniczmy sie do przestrzeni skoniczonej, zeby nie komplikowaé¢ oznaczen. W ogdol-
nym przypadku dowod jest w zasadzie taki sam, tylko napisy staja sie mniej czytelne. Niech
(bez straty ogolnosci)

<1, a(z',z) = 1.

Wtedy

"NP(z',z) bo a2, z)=

Uwagi historyczne:

e Metropolis w roku 1953 zaproponowal algorytm, w ktéorym zaktada sie symetrie roz-
ktadu propozycji, q(z,x") = q(2/,z). Warto zauwazy¢, ze wtedy tancuch odpowiada-
jacy q (btadzenie bez eliminacji ruchow) ma rozktad stacjonarny jednostajny. Reguta
akceptacji przybiera postac
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e Hastings w roku 1970 uogélnit rozwazania na przypadek niesymetrycznego q.

Alternatywna reguta obliczania prawdopodobienstwa akceptacji, znana jako reguta Barkera,
jest nastepujaca:

m(2)q(2, )
m(2)q(2', x) + m(x)q(z, 2')
Jesli w funkcji krokM H uzyjemy tak okreslonej funkeji akceptacji, to réwniez otrzymamy

laiicuch m-odwracalny (Zadanie 4.4). Intuicje stojace za algorytmem Metropolisa najlepiej
zilustrowaé, rozpatrujac rodzine rozktadéw (na skonczonej przestrzeni X') postaci

(4.3.5) a(z,x') =

(13.6) o) = - expl~BH ()

gdzie z3 = ) exp[—[H(x)] jest stala normujaca. Sa to tak zwane rozklady Gibbsa. (Kazdy
rozklad na przestrzeni skoriczonej moze by¢ napisany w postaci rozktadu Gibbsa, jesli przyj-
miemy konwencje exp[—oco] = 0. Chodzi o interpretacje fizyczna: H(z) traktujemy jako
energie ,stanu” x, za$ [ jest ,odwrotnoscia temperatury”. Zaldézmy, ze macierz propozycji q
jest symetryczna. Latwo sprawdzié¢, ze reguty akceptacji Metropolisa i Barkera przybieraja
nastepujaca postac.

ayet (2, 7') = exp [—Bmax(H(z") — H(x),0)],

aBar(®,2') = exp [-B(H(2") — H(z))]
ar \ 1—|—€Xp [—B(H(Q?/) —H(I))]

Obie funkcje akceptacji sa przedstawione na Rysunku 4.1. Zauwazmy, ze a(z,2’) dazy do
funkcji zero-jedynkowej 1(H (2') < H(x)) przy 5 — oo. Jesli tempratura spada do zera, to
akceptujemy tylko ruchy zmniejszajace energie i odrzucamy propozycje ruchéw zwickszaja-
cych energie. Algorytm Metropolisa ma bliski zwigzek z zadaniem minimalizacji funkcji H
(Zadanie 4.9 i komentarz do tego zadania).

Probnik Gibbsa

Drugim podstawowym algorytmem MCMC jest probnik Gibbsa (PG) (Gibbs Sampler, GS).
Zatozmy, ze przestrzen na ktorej zyje docelowy rozktad m ma strukture produktowa: X =
H?:l AX;. Lancuch Markowa, czyli ciag zmiennych losowych o wartosciach w przestrzeni
X bedziemy teraz oznaczali X(0), X(1),...,X(n),..., gdzie X(n) = (Xi1(n),...,Xq(n)).
Ponadto przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

o Jesli X o 2= (z;)%, to z_; = (x;);4: wektor z pominieta i-ta wspolrzedna.

e Rozklad docelowy (gestosé): w(dx) = 7(z)dw.
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Metropolis acceptance probabilities

© _|
o
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3
=
o | T T T | T T
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DeltaH
Barker acceptance probabilities
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@
('5 q- 7
3
=
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DeltaH

Rysunek 4.1: Prawdopodobienstwa akceptacji Metropolisa i Barkera dla réznych wartosci
parametru S (odwrotnej temperatury) .

e Pelne rozklady warunkowe (full conditionals):

m(zilr—i) =

Maty krok PG jest zmiang i-tej wspolrzednej (wylosowaniem nowej wartosci z rozktadu
warunkowego):
X: (Xl,...,XZ',...,Xd)
i)
Gen X! ~ 7(-|X_;)

!
X' = (Xq,..., X!, Xy).
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Prawdopodobienistwo przejscia matego kroku PG (w przypadku przestrzeni skoriczonej) jest
takie:
Pia,2') = n(allz_)1(z_; = 2').

4.3.7 Twierdzenie. Maty krok PG jest m-odwracalny.
Dowdd. Niech z_; = 2’ ;. Wtedy

r_g) (x| e ) (2l |z ;)

o (wglal;)
(skorzystaliSmy z symetrii). O

Trzeba jeszcze zadbaé o to, zeby tancuch generowany przez PG byt nieprzywiedlny. Musimy
zmienia¢ wszystkie wspotrzedne, nie tylko jedng. Istnieja dwie zasadnicze odmiany probnika
Gibbsa, rézniace sie sposbhem wyboru wspotrzednych do zmiany.

e Losowy wybor wspotrzednych, | LosPG”.

e Systematyczny wybor wspotrzednych, | SystemPG”.

Losowy PG. Wybieramy wspotrzedna i-ta z prawdopodobieristwem ¢(7).
function LosPG(X)
Gen I ~c(-);
Gen X):=m7(|X_;); { zmieniamy I-tg wspéirzedna }
X';:=X_r; { wszystkie inne wspdélrzedne pozostawiamy bez zmian }

LosPG = X'

Systematyczny PG. Wspotrzedne sg zmieniane w porzadku cyklicznym.

function SystemPG(X)
begin
Gen X ~m(-|Xo,...,X4);
Gen X}~ m(-| X7, X3,...,X4);

Gen X ~m(-|X{,..., X} 1);
SystemPG := X'

end
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Oczywiscie, taicuch X(0), X(1),...,X(n),... generujemy powtarzajac instrukcje X (n) :=
LosPG(X(n—1)) lub X(n) := SystemPG(X(n — 1)).

Jadro przejscia w ,duzym” kroku losowego PG jest takie:

P= Zc(z)a.

=1

Losowy PG jest odwracalny.

Jadro przejscia w ,,duzym” kroku systematycznego PGjest nastepujace:
P=PP---P,

Systematyczny PG nie jest odwracalny. Ale jest m-stacjonarny, bo 7' PPy --- Py =1'.

Przy projektowaniu konkretnych realizacji PG pojawia si¢ szereg probleméw, waznych za-
rowno z praktycznego jak i teoretycznego punktu widzenia. Jak wybraé¢ rozklad () w
losowym PG? Jest raczej jasne, ze niektore wspotrzedne powinny by¢ zmieniane czesciej, a
inne rzadziej. Jak dobraé¢ kolejnos¢ wspolrzednych w systematycznym PG? Ta kolejno$é¢ ma
wplyw na tempo zbieznosci tancucha. Wreszcie, w wielu przyktadach mozna zmieniaé cate
,bloki” wspotrzednych na raz.

Systematyczny PG jest uwazany za bardziej efektywny i czesciej stosowany w praktyce. Z
drugiej strony jest trudniejszy do analizy teoretycznej, niz losowy PG.

4.3.8 Przyklad. Rysunki 4.2 i 4.3 pokazuja prace (systematycznego) probnika Gibbsa w
prostym przyktadzie 2-wymiarowym. Docelowy rozktad ma postac

s n —\2 v? 2| n/2-1
T(p, k) < exp | =k | =+ 5(=9)" ) — 5 (p—m)*| ",
2 2 2
gdzien = 5, s =5, 4y = 0, m = 5, v2 = 0.2. jest jasne, ze k|u ~ Gamma(---) i

plk ~ N(--+), wiec PG jest tatwy do implementacji. Motywacja tego przyktadu jest pewien
bayesowski model statystyczny. Ten model przedstawie (w znacznie wiekszej ogdlnosci) w
nastepnym rozdziale, Przyktad 5.1.1. A

4.4 Zadania i uzupeinienia

4.1 Cwiczenie. Niech 7 = N(0, 1) bedzie rozktadem docelowym na przestrzeni X = R. Przyjmijmy
za rozklad propozycji symetryczny rozktad jednostajny: q(z,-) = U(z — a,z + a). Zaprojektowaé
algorytm Metropolisa i przeprowadzi¢ symulacje. Oszacowaé¢ asymptotyczna wariancje dla funkcji
f(x) = z. Sugerowane wartosci parametru: a = 1,a = 0.1,a = 5,a = 10.
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Rysunek 4.2: Trajektoria probnika Gibbsa w przestrzeni dwuwymiarowe;.

4.2 Cwiczenie. Przeprowadzi¢ symulacje w Przyktadzie 4.3.8 (rysunki 4.2 i 4.3).

4.3 Zadanie. Niech (S,€) bedzie grafem nieskierowanym, spojnym. Bladzenie losowe po grafie
polega na tym, ze bedac w wierzchotku s € § wybieramy losowo (z jednakowym prawdopodobieri-
stwem) jeden z wierzchotkow potaczonych z s krawedzia i do niego przechodzimy. Formalnie, jest
to tancuch Markowa z prawdopodobienistwami przejscia

il (st )
P(s.t) = 4 degs jesli {s,t} € &;

0 w pozostalych przypadkach.

Jaki jest rozktad stacjonarny takiego tanicucha?
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Rysunek 4.3: Chmurka punktéw wygenerowanych przez probnik Gibbsa i poziomice gestosci
docelowej.

4.4 Zadanie. Sprawdzi¢, ze zastosowanie reguly akceptacji Barkera (4.3.5) zamiast (4.3.3) w algo-
rytmie krokM H prowadzi do taricucha m-odwracalnego.

4.5 Zadanie. Rozwazmy tanicuch Markowa (X)) na przestrzeni X =]0, co[, generowany zgodnie z
algorytmem Metropolisa. X := 0 jest stanem poczatkowym; reguta przejscia jest nastepujaca:

Gen X* ~Ex(1); Gen U ~ U(0,1);

X
if U< < then X, := X" else X, 41 := X,

n
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(Ex(1) oznacza rozktad wyktadniczy o gestosci g(x) = e~ dla z > 0).

e Podaj gesto$é granicznego rozktadu prawdopodobienistwa tancucha X,.

1 n=1
e Podaj granice (jesli istnieje) ciagu zmiennych losowych — > X;.
n =0

Wskazowka: Lancuch X, jest specjalnym przypadkiem ,niezaleznego algorytmu MH” (Independent
Metropolis-Hastings) w ktorym rozktad prawdopodobienistwa ,propozycji” X* nie zalezy od X, tzn.
X* ~ q(-) dla pewnej gestosci q. Prawdopodobieristwo akceptacji jest zatem dane wzorem

o _ T(X")q(X)
a(X, X")= ————=AN1.
X = 2 X0ax)
4.6 Zadanie. Niech 7 bedzie rozkladem dwumianowym Bin(m, ) na przestrzeni X = {0,1,2,...,m}.

Rozwazmy algorytm Metropolisa:

Xg:=0
for n:=1 to oo do:
Gen X* ~U(X); Gen U ~ U(0,1)
if U < a(X,,X*) then X1 := X" else X,q1:= X,

Podaj prawdopodobieristwo akceptacji a(z, z*) tak, zeby lancuch byt zbiezny do rozktadu .

4.7 Zadanie. Rozwazmy nastepujacy algorytm Metropolisa na przestrzeni X = {0,1,2,...}: niech
¢ > 0 bedzie ustalong liczba.

Xo=0
for n:=1 to oo do
Gen X* ~ U{X,_;+ 1,max(X,,—1 —1,0)}
Gen U ~ U(0,1)
if X*=X,1+1 and U <c¢/(X,,—1+1) then X, := X*;
if X*=X,1—1 and U < X,,_1/c then X, := X*;

otherwise X, := X,,_1

(Napis X* ~ U{i,j} znaczy P(X* =1i) =P(X* =j) =1/2.)

e Znalezé rozktad stacjonarny 7 tancucha X,,.
e Poda¢ lim, o0 2 37 | X

e Poda¢ E(T°| X = 0), gdzie T = min{n > 0: X,, = 0}.

Wskazowka: Skorzystaé z twierdzenia Kaca, 6.2.4.
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4.8 Zadanie. Rozwazmy taricuch Markowa (X, Y;,) na przestrzeni stanéw X = [0, 0o[?, generowany
przez nastepujacy algorytm (probnik Gibbsa):
n:=0; Xo:=z0; { 20 >0 jest dowolnie wybranym punktem poczatkowym }
repeat
Gen Y, ~ U(0,exp(—X,));
Gen X,4+1 ~ U(0,—log(Yy));
n:=n+1
until FALSFE

e Zmnalez¢ rozklad stacjonarny 7.
s e —1 . 1. —1 . .. L . .
e Podaé lim;,—ye0 % Yoo X ilimgy oo % Yo Y (w sensie zbieznosci prawie na pewno).

e Zaprojektowaé prosty i dokladny algorytm generujacy probki z rozktadu w. (Przyktad ma
wylacznie cel dydaktyczny; uzycie MCMC jest tu zupelnie zbedne.)

4.9 Zadanie. Jesli X jest przestrzenia skoriczong i rozpatrujemy rodzine rozktadéw Gibbsa (4.3.6),
to m3 — U(Xmin) przy S — o0, gdzie Xmin = {z € X : H(x) = mingcx H(2')}. Innymi stowy,
0 jesli Xnin;
m5(2) ST E it (5, 50),
1/|Xmin|  jesli z € Xin,

Wiemy, jak skonstruowaé algorytm Metropolisa zbiezny do mg. Prawdopodobieristwo akceptacji
zalezy od B. Jesli w przebiegu algorytmu bedziemy zwiekszaé S do nieskoriczonosci, to mozna
sie spodziewaé zbieznosci do rozktadu skupionego na minimach energii, U(Xpin). W ten sposob
powstaje algorytm minimalizacji zwany Symulowanym Wyzarzaniem (Simulated Annealing, SA).

Analiza algorytmoéw SA jest bez poréwnania trudniejsza, niz ,zwyklego” algorytmu Metropolisa,
poniewaz generowany przez SA tancuch Markowa jest niejednorodny (prawdopodobieristwa przejscia
zmieniaja sie z kroku na krok). Warunki zapewniajace zbieznosé¢ algorytmu SA do U(Xyin) sa
skomplikowane.



Rozdziat 5

Przyktady zastosowan MCMC

5.1 Statystyka bayesowska

Algorytmy MCMC zrewolucjonizowaly statystyke bayesowska. Stworzyty mozliwosé oblicza-
nia (w przyblizeniu) rozktadow a posteriori w sytuacji, gdy doktadne, analityczne wyrazenia
sa niedostepne. W ten sposoéb statystycy uwolnili sie od koniecznosci uzywania nadmiernie
uproszczonych modeli. Zaczeli Smiato budowaé¢ modele coraz bardziej realistyczne, zwykle o
strukturze hierarchicznej. Przedstawie to na dwoch dosé typowych przyktadach. Pierwszy z
nich jest oparty na pracy [15], drugi na [12]. Inne przyklady i doskonaly wstep do tematyki
zastosowann MCMC mozna znalezé¢ w pracy Geyera |1].

Hierarchiczny model klasyfikacji

5.1.1 Przyklad (Statystyka malych obszaréow). Zacznijmy od opisania problemu tak zwa-
nych ,matych obszarow”, ktory jest dos¢ wazny w dziedzinie badan reprezentacyjnych, czyli
w tak zwanej ,statystyce oficjalnej”. Mate obszary to pod-populacje w ktoérych rozmiar
probki nie jest wystarczajacy, aby zastosowaé ,zwykle” estymatory ($rednie z probki). Po-
dejscie bayesowskie pozwala ,pozyczaé informacje” z innych obszaréw. Zaklada sie, ze z
kazdym malym obszarem zwiazany jest nieznany parametr, ktory staramy sie estymowac.
Obserwacje pochodzace z okreslonego obszaru maja rozktad prawdopodobienstwa zalezny
od odpowiadajgcego temu obszarowi parameru. Parametry, zgodnie z filozofia bayesowska,
traktuje sie jak zmienne losowe. W najprostszej wersji taki model jest zbudowany w spos6b
opisany ponizej. A

117
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Model bayesowski

e Y;; ~ N(6;,0?) jest badana cecha dla j-tej wylosowanej jednostki i-tego obszaru, (j =
1,...,n;), (t=1,...,k). Zaobserwowane wartosci Y;; = v;; sa znane.

e 0; ~ N(u,v?) jest interesujaca nas $rednia w i-tym obszarze. Traktujemy 6; jako
nieobserwowanga zmienna losowa.

e /i jest Srednig w calej populacji.

Ciekawe, ze ten sam model pojawia si¢ w réznych innych zastosowanianich, na przyktad w
matematyce ubezpieczeniowej. Przytoczymy klasyczny rezultat dotyczacy tego modelu, aby
wyjasni¢ na czym polega wspomniane ,pozyczanie informacji”.

Estymator bayesowski

W modelu przedstawionym powyzej, tatwo obliczy¢ estymator bayesowski (przy kwadratowej
funkgji straty), czyli wartos¢ oczekiwana a posteriori. Nastepujacy wzor jest bardzo dobrze
znany specjalistom od malych obszaréw i aktuariuszom.

niU2

. 1 &
0; = E(bily) = iy + (1 — i), iz 5 T Yi= — ij-
Oily) = cagi + (L =)y, 0s = 2o i = ;:13/]

Estymator bayesowski dla i-tego obszaru jest $rednia wazona y (estymatora opartego na
danych z tego obszaru) i wielkosci u, ktora opisuje cala populacje, a nie tylko i-ty obszar.
Niestety, prosty estymator napisany powyzej zalezy od parametréw pu, o i v, ktére w prak-
tyce sa nieznane i ktore trzeba estymowac¢. Konsekwentnie bayesowskie podejécie polega
na traktowaniu réwniez tych parametrow jako zmiennych losowych, czyli nalozeniu na nie
rozkltadoéw a priori. Powstaje w ten sposéb model hierarchiczny.

Hierarchiczny model bayesowski

Uzupehijmy rozpatrywany powyzej model, dobudowujac ,wyzsze pietra” hierarchii. potrak-
tujemy mianowicie parametry rozktadéw a priori: p, o i v jako zmienne losowe i wyspecy-
fikujemy ich rozktady a priori.

[ ) }/l] ~ N(ei70'2),

e 0; ~ N(u, Uz)a

bl L N<m77_2)7
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e 02 ~ Gamma(p, \),

e v ? ~ Gammal(q, k).

Zaktadamy przy tym, ze p, 0 i v sa a priori niezalezne (niestety, sa one zalezne a posteriori).
Na szczycie hierarchii mamy ,hiperparametry” m, 7, p, A, ¢, s, o ktérych musimy zaltozy¢,
ze s znanymi liczbami.

Laczny rozktad prawdopodobienistwa wszystkich zmiennych losowych w modelu ma postac

Py, 0, pm,072,07%) = p(yld, o= *)p(0]p, v *)p(n)p(o~)p(v=?).

We wzorze powyzej i w dalej traktujemy (troche nieformalnie) o2 i v=2 jako pojedyncze

symbole nowych zmiennych, zeby nie mnozy¢ oznaczen. Rozktad prawdopodobienstwa a
posteriort jest wiec taki:

o p(y,0,p, 0% 0%
p(8, 0% 0% y) = :

p(y)
To jest rozktad ,docelowy” 7, na przestrzeni X = R**3, ze nieznang stala normujaca 1/p(y).
Cho¢ wyglada na papierze do$¢ prosto, ale obliczenie rozktadéw brzegowych, wartosci ocze-
kiwanych i innych charakterystyk jest, tagodnie méwiac, trudne.

Opiszemy teraz jak jest skonstruowany prébnik Gibbsa w modelu hierarchicznym.
Rozktady warunkowe poszczegolnych wspotrzednych sa proste i tatwe do generowania. Mozna
te rozklady ,jodczyta¢” uwaznie patrzac na rozktad taczny:

ok ny
9 —on o
(0,107, 07 ly) o (o) /Zexp{—TZZ@ij—w}

i=1 j=1

ok
(07 exp {—UT > 0 - M)Q}

=1

e { =T (= m?)

(o) Texp{-Ao %}

(v exp{—krv?}.

Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie rozkladem warunkowym zmiennej v=2. Kolorem niebieskim
oznaczylismy te czynniki lacznej gestosci, ktore zawieraja v=2. Pozostale, czarne czynniki
traktujemy jako state. Stad wida¢, jak wyglada rozklad warunkowy v~2, przynajmniej z

doktadnosciag do proporcjonalnosci:

P02y, 0, p,07%) oc (v )k

-exp{— ( ' (0; —,u)2+/-€> U_Q}.

N | —
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Jest to zatem rozktad Gamma(k/2+¢, Zle(ﬁi—u)z/Z—i-f@). Zupekie podobnie rozpoznajemy
inne (pelne) rozktady warunkowe:

2 2

=1

kK n;
n 1 -
0-72|y7 07 H, U72 ~ Gamma (5 +p7 5 Z Z(yw - 91)2 + )\> )

i=1 j=1
k2 v? 7202
2 [ad N 9 + m; )
k12 4+ 0?2 kT2 +v2 kT2 402

TLUQ 02 U20'2
97,' ) 971‘7 ) 0-727 U72 ~ N _i + ) )
1y H ( 2Y nv2+02'u nv? + o2

k
k 1
U—2|y, 0, 1, o2 ~ Gamma <— +q, = Z(gz _ N)Q + KJ) :

ply, 0,072 v

gdzie, 1zecz jasna, n = > n;, 0 = > 0i/k10_; = (Or)kz. Zwroémy uwage, ze wspoéirzedne
wektora 6 sa warunkowo niezalezne (pelny rozktad warunkowy 6; nie zalezy od 0_;). Dzieki
temy mozemy w probniku Gibbsa potraktowadé 6 jako caly blok” wspétrzadnych i zmieniaé¢
,ha raz’.

Probnik Gibbsa ma w tym modelu przestrzen stanéw X skladajaca sie z punktow x =
(0, 072, v72) € R*3. Regula przejscia probnika w wersji systematycznej (duzy krok ,,Sys-
temPG”),

<0’ [’L? 0-_27 U_2> H (87 M7 0-_2’ U_2) )

(&

-~ -~

X(t) X (t41)

jest ztozona z nastepujacych ,matych krokow”

e Wylosuj v=2 ~ p(v=2|y, 0, u, 02 ) = Gamma(...),
e Wylosuj 072 ~ p(a72|y,0, u, v?) =  Gamma(...),
o Wylosuj = ~p(p |y,0, o202 = N(..),
e Wylosuj 0 ~p(0 |y, wp,o 202 = N(..).

Lancuch Markowa jest zbiezny do rozktadu a posteriori:
X(t) = 7() =p(0,p,0%0%y),  (t—= o).

Najbardziej interesujace sa w tym hierarchicznym modelu zmienne 6; (pozostate zmienne
mozna uznaé za ,parametry zklocajace). Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie zmienng 6; (po-
wiedzmy, wartoscia Srednia w pierwszym malym obszarze). Estymator bayesowski jest to
wartos¢ oczekiwana a posteriori tej zmiennej:

E(6:]y) = / : -/01]9(9, o2 v 2 y)dl; - - - dfpdpdo2dv 2,
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Aproksymacja MCMC interesujacej nas wielkosci sg $rednie wzdtuz trajektorii taicucha:

01(X(0)),6:(X(1)),...,00(X()), .-,
gdzie 0, (z) = 0, dla x = (04, ...,0k, pu,0 2, 072).

m —
N pu—
2
<
O p—
| T T T T T
0 200 400 600 800 1000
step
w —
V] —
2
<
O p—
| T T T T T
0 200 400 600 800 1000
step

Rysunek 5.1: Trajektorie zmiennej v=2 dla dwoch punktéw startowych. Hierarchiczny model
komponentéw wariancyjnych.

Na Rysunku 5.1 pokazane sa dwie przyktadowe trajektorie wspotrzednej v=2 dla PG poru-
szajacego sie po przestrzeni k + 3 = 1003 wymiarowe]j (model uwzgledniajacy 1000 matych
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0|
N
S o |
3 o\
= _
N
I I I I I
200 400 600 800 1000
step
0
g T
— _
N
—
I I I I I
200 400 600 800 1000
step
Rysunek 5.2: Skumulowane $rednie zmiennej v=2 dla dwoch punktéw starto-

wych.Hierarchiczny model komponentéw wariancyjnych.

obszarow). Dwie trajektorie odpowiadaja dwu réznym punktom startowym. Dla innych
zmiennych rysunki wygladaja bardzo podobnie. Uderzajace jest to, jak szybko trajektoria
zdaje sie ,osiaga¢”’ rozklad stacjonarny, przynajmniej wizualnie. Na Rysunku 5.2 pokazane

sa kolejne ,skumulowane” §rednie dla tych samych dwoch trajektorii zmiennej v=2.
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Model mieszanek normalnych

Tak, jak w modelu komponentéw wariancyjnych, rozwazamy obserwacje podzielone na grupy.
Roéznica jest taka, ze podzial jest ,ukryty”. Dane nie zawieraja informacji o tym, ktore
jednostki pochodza z tej samej grupy, a ktore z réznych grup. Zaktadamy, ze mamy probke
losowa z mieszanki rozktadéw prawdopodobienistwa Zle ¢; P;(+), gdzie Z?:l q; = 1. Kazdy
z rozkladow Pj(-) zalezy od nieznanych parametréw. Prawdopodobieristwa ¢; tez sa nieznane.
W modelu, ktéry rozpatrzymy zaktada sie, ze liczba komponentow £ jest znana. W dalszym
ciggu rozpatrujemy mieszanki rozktadéw normalnych i nastepujaca hierarchie rozktadow a
Priori:

k
L4 }/17 cee ;Yn ~iid. Zj:l QjN(/vLjao-jz)a
e (q1,...,qx) ~ Dir(aq, ..., ),

® [1y .-y Mk ~Midd. N(m,’UZ)a

—2 2
® 0%, ...,0," ~iida Gamma(y, ).

Hiperparametry m, v, a,, 7, A sg ustalone i znane. Zaobserwowane wartosci Y; = y1,...,Y,

Yo tez sa ustalone i znane. Rozkltadem docelowym jest rozklad a posteriori w(q, u, 0 2|y),
gdzie y = (y1,...,yn) i07 2= (07%,...,0.°).

Przedstawie ponizej probnik Gibbsa (PG) wykorzystujacy idee zmiennych pomocniczych. W
naszym modelu, te zmienne pomocnicze, cy, ..., c,, po prostu wskazuja, do ktérego kompo-
nentu mieszanki naleza poszczegélne obserwacje. Innymi stowy,

o P(c; = jlq) = q; (a priori),

e Yi|c; = j ~ N(u;, 07) niezaleznie od reszty zmiennych.

Ogolnie méwiac, zmienne pomocnicze utatwiaja konstrukcje algorytmow MCMC. W modelu
mieszanek, sa same w sobie interesujace.

Laczna gestosé a posteriori w naszym modelu jest nastepujaca:
2 ) —2\1/2 05 2
a0 o L0220 (=% )
k

. K

o 1 e )
: qu] L, Hexp (_ﬁWj — m)Z) : H(Uj 2~ lexp (—Ao;?).
j=1 7j=1 ‘

Jj=1

Z tego wzoru tatwo wydoby¢ postaé¢ pelnych rozktadow warunkowych (full conditionals).
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e Rozklad warunkowy c. Niezaleznie dla 2 =1,...,n mamy

—2
. — f— O-‘
P(e; = jla, p, 0% y) o< qj(0;2)/ exp (—”7(% - Mj)2> :

Jest to tatwy do symulowania rozktad dyskretny na zbiorze {1,..., k}.

e Rozklad warunkowy ¢. Grupujac wyrazenia zawierajace g;, dostajemy
k
_ a;+n;i—1
m(qle, o™ y) o< [T g™
j=1

gdzien; = >  1(¢; = j). Rozkladem warunkowym jest wiec Dir(oy+ng, . . ., g +ng).

e Rozklad warunkowy p. Przepiszmy te cze$¢ wzoru na taczna gesto$é a posteriori, ktora
zawiera ;1 w nastepujacy sposob:

k —2
B o 1
(plg,c.07% y) o [ [ exp (——32 > (v — Mj)2> exp (——%2 (115 — m)g) :
j=1

1:ci=]

Niezaleznie dla j = 1,..., k, obliczamy rozklad p; sprowadzajac funkcje kwadratowe
,pod znakiem exp” do postaci kanonicznej, otrzymujac:

02
i~Nlzy+(1—z;)ym —s—— |,
Hj (]yj ( ;) nj0j_21)2—|—1
-2 2
n;o; “v B 1
Zj = —— ) = i
J njaj_2122—|—1 Yj n; E Y

e =]
Zwroémy uwage na to, ze w kazdym kroku PG uzywamy biezacych wartosci zmiennych
¢;, czyli aktualizujemy przynalezno$é obserwacji do grup.

e Rozklad warunkowy o~2. Podobnie jak w poprzednim punkcie, przepisujemy czesé

wzoru na laczng gesto$¢ a posteriori, ktoéra zawiera o2 i rozpoznajemy, ze pelny
rozktad warunkowy jest niezalezny dla kazdej wspotrzednej i rowny

3 n; 1
0;? ~ Gamma (v—l—?j,)\ﬂLa Z(yi—ﬂjy)‘

e =]
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5.2 Markowowskie pola losowe

Model auto-logistyczny

Niech = = (z1,...,24) bedzie wektorem (konfiguracja) binarnych zmiennych losowych na
przestrzeni X = {0, 1}?. Rozwazmy nastepujacy rozktad Gibbsa:

d
1
m(x) = - exp { Z ozijxixj} :

ij=1
Role parametru gra macierz a = (oy;). Zaklada sie, bez straty ogélnosci, ze jest to macierz
symetryczna. Stala normujaca z = ) _, exp {ijzl aijxixj} jest typowo (dla duzych d)

niemozliwa do obliczenia.

Probnik Gibbsa pozwala tatwo symulowa¢ konfiguracje o rozktadzie p, w modelu auto-
logistycznym. ,Pelne” rozktady warunkowe (full conditionals) sa identyczne, jak w modelu
regresji logistycznej:

d
exXp | &y + Z Oéijl'j
j=1

m(x;=1|x_;) = ! ,

d
L4+exp | i+ > ayx;

=
gdzie x_; = (x;,j # i) (zmienna z; odgrywa role ,zmiennej odpowiedzi, zas =_; sa ,zmien-
nymi” objasniajacymi).
5.2.1 Przyklad (Statystyka przestrzenna). W zastosowaniach ,przestrzennych” indeks i €
{1,...,d} interpretuje sie¢ jako ,miejsce”. Zbior miejsc wyposazony jest w strukture grafu.
Krawedzie tacza miejsca ,sasiadujace”. Piszemy ¢ ~ j. Tego typu modele moga opisywac
na przyktad rozprzestrzenianie sie choréb lub wystepowanie pewnych gatunkéw. Wartosc
x; = 1 oznacza obecnos¢ gatunku lub wystepowanie choroby w miejscu i. Najprostszy model
zaktada, ze kazda zmienna z; zalezy tylko od swoich ,sasiadow” i to w podobny sposéb w
calym rozpatrywanym obszarze. W takim modelu mamy tylko dwa parametry o = (g, a1 ):

0 it t#J;
Oéij: aq ZN],
(&%)) Z:j

Parametr o opisuje ,sktonno$é¢” pojedynczej zmiennej do przyjmowania wartosci 1, zas
parametr «; odpowiada za zalezno$¢ od zmiennych sasiadujacych (zakaznosé¢ choroby, po-
wiedzmy). W typowej dla statystyki przestrzennej sytuacji, rozpatruje sie nawet dziesiatki
tysiecy ,miejsc”. Stala z(a) jest wtedy suma niewyobrazalnie wielu (doktadnie 2%) sktadni-

koéw. A



126 ROZDZIAE 5. PRZYKLADY ZASTOSOWAN MCMC

Markowowskie pola losowe

Markowowskie pola losowe sa uogolnieniem Przykladu 5.2.1. Niech (S, &) bedzie nieskiero-
wanym grafem. Wyobrazmy sobie, ze elementy s € S reprezentuja ,miejsca” w przestrzeni
lub na ptaszczyznie, za$ krawedzie grafu tacza miejsca ,sasiadujace” ze soba. Taka interpre-
tacja jest zwiagzana z zastosowaniami do statystyki ,przestrzennej” i przetwarzania obrazow.
Model, ktory przedstawimy ma réwniez zupeinie inne interpretacje, ale pozostaniemy przy
sugestywnej terminologii ,,przestrzenne;j™

e § — zbiér miejsc,
o {s,t} € £ — miejsca s it sasiaduja — bedziemy wtedy pisa¢ s ~ t,

o Ot ={s:s~t} — zbior sasiadow miejsca t.

Niech A = {1,...,1} bedzie skoriczonym zbiorem. Powiedzmy, ze elementy a € A sa ,ko-
lorami” ktére moga byé¢ przypisane elementom zbioru S. Konfiguracja nazywamy dowolna
funkcje * : § — A. Bedziemy mowi¢ ze x5 = z(s) jest s-ta wspolrzedna konfiguracji z i
stosowaé oznaczenia podobne jak dla wektordw:

r=(z5) =(xs:5€S8).

W zadaniach przetwarzania obrazow, miejsca sa pikslami na ekranie i konfiguracje utoz-
samiamy z ich pokolorowaniem, a wiec z cyfrowa reprezentacja obrazu. Zbiér A gra role
spalety koloréow”. Niekiedy zalozenie o skoriczonosci zbioru A staje sie niewygodne. Dla
czarno-szaro-biatych obrazéw ,pomalowanych” r6znymi odcieniami szarosci, wygodnie przy-
ja¢, ze A = [0,1] lub A = [0,00[. Tego typu modyfikacje sa do$¢ oczywiste i nie bede sie
nad tym zatrzymywal. Dla ustalenia uwagi, wzory w tym podrozdziale dotycza przypadku
skoniczonego zbioru ,koloréw”. Przestrzenia konfiguracji jest zbior X = A®. Dla konfiguracji
x 1 miejsca t, niech

o v, = (zs:5#t)=(vs:5€ S\ {t}) — konfiguracja z pominieta t-ta wspotrzedna,

e 1y = (z5: s € Ot) — konfiguracja ograniczona do sasiadéw miejsca t.

Jesi H: X - R i > 0 to rozkladem Gibbsa nazywamy rozkltad prawdopodobienstwa
na przestrzeni konfiguracji dany wzorem

1
mo(w) = gy el BH()]

Ze wzgledu na inspiracje pochodzace z fizyki statystycznej, funkcje H nazywamy energia,
B jest (z dokladnoscia do stalej) odwrotnoscia temperatury. Stala normujaca wyraza sie

2(8) =) exp[-BH(z)].

TEX
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i jest typowo niemozliwa do obliczenia.

Oczywiscie, kazdy rozktad prawdopodobieristwa m na X daje sie zapisaé jako rozktad Gibbsa,
jesli potozy¢ H(x) = —logm(x), 5 = 1 i umownie przyjac, ze —log0 = co (czyli konfiguracje
niemozliwe maja nieskoriczong energie). Nie o to jednak chodzi. Ciekawe sa rozktady Gibbsa,
dla ktorych fukcja energii ma specjalng postaé zwiazana z topologia grafu ,sasiedztw”. Ogra-
niczymy sie do waznej podklasy markowowskich pol losowych (MPL), mianowicie do sytuacji
gdy energia jest suma ,,oddziatywan” lub ,interakcji” miedzy parami miejsc sasiadujacych i
sktadnikow zaleznych od pojedynczych miejsc. Doktadniej, zalozymy ze

(5.2.2) H(z) =Y V(ze,z)+ Y Ul,),
s~t s

dla pewnych funkcji V' : Ax A — RiU; : A — R. Funkcja V (x4, z;) opisuje ,potencjat
interakcji pomiedzy s i t”, zas Ug(a) jest wielkoscig zwiagzana z ,tendencja miejsca s do
przybrania koloru a. Zwroémy uwage, ze potencjat V' jest jednorodny (V' (a, b) zalezy tylko od
wkolorow” a, b € A ale nie od miejsc), zas Us(a) moze zaleze¢ zaréwno od a € A jakiod s € S.
W modelach fizyki statystycznej zazwyczaj Us(a) = U(a) jest jednorodnym ,oddziatywaniem
zewnetrznym” ale w modelach rekonstrukcji obrazéw nie mozna tego zaktadac.

5.2.3 Przyklad (Model Pottsa). Niech A bedzie zbiorem skonczonym i

H(z) = az L(xs # 2y).

s~t

Ta funkcja opisuje ,tendencje sasiednich miejsc do przybierania tego samego koloru”. Jesli
a > 0 to preferowane sa konfiguracje zlozone z duzych, jednobarwnych plam. A

Generowanie markowowskich po6l losowych

Uzytecznosé MPL w réznorodnych zastosowaniach zwiazana jest z istnieniem efektywnych
algorytmow symulacyjnych MCMC. Zaréwno probnik Gibbsa, jak i algorytm Metropolisa sa
w zastosowaniach do MPL wyjatkowo proste. Probnik Gibbsa opiera sie na nastepujacym
fakcie.

5.2.4 Twierdzenie (Pelne rozktady warunkowe dla MPL). Jezeli w3 jest rozktadem Gibbsa
z energiq dang wzorem (5.2.2), to

1
Wﬂ(xsu'fs) = 7T,8<xs‘xas) = m exp [—5[’[5(1')] )
gdzie

Hy(z) =Y V(xs,2:) + Us(zs),

teos

25(B) = Y pen €XP[H(Tqs)]. Symbol xq..s 0znacza konfiguracje powstatq z x przez wpisanie
koloru a w miejscu s.
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Dowdd. Skorzystamy z elementarnej definicji prawdopodobienistwa warunkowego (ponizej
piszemy 73(-) = 7(+), bo parametr /3 jest ustalony):

() ()
m(zs|lr_s) = =
m(z_s) > T (Tanes)
~ exp—fH(z)
Za exp _BH(anS>
exp —3 ( X Visz)+ > Ve, zw) +Us(zs) + 20 Ut(ﬂft)>
_ tit~vs tw, t#S,W#s t#s
> exp—f3 ( > Viez)+ Y Vi, w) +Us(a) + 3 Ut@t))
a tit~s t~w, t#£Ss,w#s t#s
exp —[3 ( 3 Vixg,x) + Us(xs))
_ tit~s
Sexp— (£ Viown) +Ui(a))
a t:it~s
__ exp —6[’]5(13)
z(8) .
Poniewaz otrzymany wynik zalezy tylko od z, 1 xss, wiec m(xs|z_s) = m(xs|zas). Ten wniosek
jest pewna forma wlasnoéci Markowa. O

Zauwazmy, ze obliczenie H,(xr) jest tatwe, bo suma ), . --- zawiera tylko tyle sktadnikow,
ile jest sasiadow miejsca s. Obliczenie z,(/3) tez jest tatwe, bo suma ), --- zawiera tylko
[ = |A| sktadnikéw. Ale nawet nie musimy obliczaé stalej normujacej z;(/3) zeby generowaé
z rozktadu

(5.2.5) m(xs = alrys) x exp —f (Z Va,z) + Us(a)> :

t:it~s
Na tym opiera sie implementacja probnika Gibbsa. Wersje PG z ,systemstycznym przegla-
dem miejsc” mozna zapisa¢ tak:
for se€ S do
begin
Gen a ~ m(xs = -|xps);
T 1= Tguns

end

Faktycznie juz ten algorytm spotkaliémy na poczatku tego rozdziatu, dla szczegdlnego przy-
padku modelu auto-logistycznego.
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Rekonstrukcja obrazéw

Bayesowski model rekonstrukcji obrazow zostat zaproponowany w pracy Gemana i Gemana
w 1987 roku. Potem zdobyl duza popularnosé i odniost wiele sukceséw. Model taczy idee
zaczerpniete ze statystyki bayesowskiej i fizyki statystycznej. Cyfrowa reprezentacje obrazu
utozsamiamy z konfiguracja koloréw na wierzchotkach grafu, czyli z elementem przestrzeni
X = A®. Przyjmijmy, ze ,idealny obraz”, czyli to co chcielibyémy zrekonstruowaé jest kon-
figuracja © = (z5) € X. Niestety, obraz jest ,zaktocony” lub ,zaszumiony”. Mozemy tylko
obserwowa¢ konfiguracje y = (ys) € ) reprezentujaca zaklocony obraz. Zbior kolorow w
obrazie y nie musi by¢ identyczny jak w obrazie x. Wazne jest to, ze znieksztalcenie mode-
lujemy probabilistycznie przy pomocy rodziny rozktadéw warunkowych f(y|z). Dodatkowo
zaktadamy, ze obraz x pojawia si¢ losowo, zgodnie z rozkladem prawdopodobieristwa 7(x).
Innymi stowy, ,idealny” obraz z oraz ,znieksztalcony” obraz y traktujemy jako realizacje
zmiennych losowych X : Q - X iY :Q —= ),

m(2) =P(X =2),  flyle) =P =y|X =z).

W ten sposob buduje sie statystyczny model bayesowski, w ktorym

e Y jest obserwowana zmienng losowa,
e 1 jest nieznanym parametrem traktowanym jako zmienna losowa X.
Oczywiscie, 7 gra role rozktadu a priori, zas f jest wiarogodnoscia. By¢ moze uzycie literki

x na oznaczenie parametru jest niezgodne z tradycyjnymi oznaczeniami statystycznymi, ale
z drugiej strony jest wygodne. Wzér Bayesa mowi, ze rozklad a posterior: jest nastepujacy.

my(2) = P(X = 2[Y = y) o< f(ylz)m(2).

Pomyst Gemana i Gemana polegal na tym, zeby modelowa¢ rozktad a priori m jako MPL.
Zatozmy, ze 7 jest rozkladem Gibbsa,

(5.2.6) 7(x) x exp (—H(z)),
gdzie
(5.2.7) H(z) = ozz V(zs, xt).

Energia ,,a priori” zawiera tu tylko sktadniki reprezentujace oddziatywania miedzy parami
miejsc sasiednich. Funkcja V'(a,b) zazwyczaj ma najmniejsza wartosé¢ dla a = b i rosnie wraz
z ,odlegtoscia” miedzy a i b (jakkolwiek te odleglosé zdefiniujemy). W ten sposob ,nagradza”
konfiguracje w ktorych sasiednie miejsca sg podobnie pokolorowane. Im wiekszy parametr
a > 0, tym bardziej prawdopodobne sa obrazy zawierajace jednolite plamy kolorow.
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Trzeba jeszcze zatozyé co$ o ,wiarogodnosci” f. Dla uproszczenia opisze tylko najprostszy
model, w ktorym kolor ys na obserwowanym obrazie zalezy tylko od koloru x4 na obrazie ide-
alnym. Intuicyjnie znaczy to, ze ,zaszumienie” ma §cisle lokalny charakter. Matematycznie
znaczy to, ze

flyle) = 11 fwsls)

(pozwole sobie na odrobine niescistosci aby uniknaé nowego symbolu na oznaczenie f(ys|zs)).
Zapiszemy teraz ,wiarogodnosé¢” f w postaci zlogarytmowanej. Jesli potozymy — log f(ys|zs) =
Us(z4), to otrzymujemy nastepujacy wzor:

(5.2.8) my(x) o exp (—Hy(x)),
gdzie
(5.2.9) H,(z) = az V(zs, xy) — Zlog f(ys|xs).

Okazuje sie zatem, ze rozktad a posteriori ma podobna posta¢ do rozktadu a priori. Tez
jest rozktadem Gibbsa, a réznica polega tylko na dodaniu sktadnikéw reprezentujacych od-
dzialywania zewnetrzne Us(zs) = — log f(ys|zs). Pamietajmy przy tym, ze y jest w Swiecie
bayesowskim ustalone. W modelu rekonstrukcji obrazéw ,,oddziatywania zewnetrzne” zaleza
od y i ,wymuszaja podobienistwo” rekonstruowanego obrazu do obserwacji. Z kolei ,,oddzia-
lywania miedzy parami” sa odpowiedzialne za wygladzenie obrazu. Lepiej to wyjasnimy na
przyktadzie.

5.2.10 Przyklad (Losowe ,przektamanie koloru” i wygladzanie Pottsa). Zal6zmy, ze A =
{1,...,1} jest naprawde paleta kolorow, na przyktad

A = {Czerwony, Niebieski, ; }.

Przypusémy, ze mechanizm losowego ,przekltamania” polega na tym, ze w kazdym pikslu,
kolor obecny w idealnym obrazie x jest z prawdopodobieristwem 1 — ¢ niezmieniony, a z
prawdopodobienistwem e zmienia si¢ na losowo wybrany inny kolor. Tak wiec zaréwno z jak
i y naleza do tej samej przestrzeni AS,

1—¢ dla y, = xg;

fyslzs) = {5/(1 —1) dlay, # zs.

Mozna za rozklad a prior: przyjac¢ rozktad Pottsa z Przyktadu 5.2.3. Rozktad a posterior:
ma funkcje energii dana nastepujacym wzorem (z o > 0):

Hy(w)=ay Lw,#x) — Y log(l—e)l(z, = y,) +log(e/(l — 1)1z, # y,)].-

s~t s
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Pierwszy sktadnik w tym wzorze pochodzi od rozktadu a priori (z modelu Pottsa) i ,nagra-
dza” konfiguracje w ktorych duzo sasiednich punktéw jest pomalowanych na ten sam kolor.
Powoduje to, ze obrazy x sktadajace sie z jednolitych duzych ,plam” sg preferowane. Drugi
sktadnik pochodzi od obserwowanej konfiguracji y i jest najmniejszy dla x = y. Powoduje
to, ze obrazy x malo sie rézniace od y sa bardziej prawdopodobne. Rozklad a posterior:
jest pewnym kompromisem pomiedzy tymi dwoma konkurujacymi sktadnikami. Parametr
a jest ,waga’ pierwszego skladnika i dlatego odgrywa role ,parametru wygtadzajacego”. Im
wieksze v tym odtwarzany obraz bedzie bardziej regularny (a tym mnie bedzie staral sie
upodobnié¢ do y). I odwrotnie, mate o powoduje $cislejsze dopasowanie = do y ale mniejsza
,regularnosé” x. A

Jeszcze lepiej to samo widaé¢ na przykladzie tak zwanego ,szumu gaussowskiego”.

5.2.11 Przyklad (Addytywny szum gaussowski). Zalézmy, ze x jest konfiguracja ,,poziomow
szarosci” czyli, powiedzmy, A C [0, 00[. Mechanizm losowego ,zaszumienia” polega na tym,
ze zamiast poziomu szaroéci s obserwujemy ys ~ N(z5, 02). Innymi stowy,

£ (glzs) o exp {_5@5 _ >] |

Przestrzenia obserwowanych konfiguracji y jest tutaj (formalnie) RS (faktycznie, raczej
[0,00[%). Rozktad a posteriori ma funkcje energii dang nastepujacym wzorem:

H,(z) = O‘Z Vi(x, # x¢) + %‘2 Z(ys — )2

s~t s

Jesli rozpatrujemy model ze skoniczong liczba poziomoéw szaroéci dla konfiguracji  to mozna
pierwszy skladnik okredli¢ tak jak w poprzednim przyktadzie, czyli zapozyczy¢ z modelu
Pottsa. Bardziej naturalne jest okreslenie V' (a, b) w taki sposob, aby wieksze roznice pomie-
dzy poziomami a i b byly silniej karane. Parametr « jest, jak poprzednio, odpowiedzialny
za stopien wygtadzenia. A

5.3 Zadania i uzupelnienia

5.1 Cwiczenie. Nastepujacy model jest uproszczona wersja modelu mieszanek normalnych. Niech

o Yi,..., Y, ~iia gN(i, 1) + (1 — ¢)N(p,0?), gdzie wariancja 0® # 1 jest znana (zwroémy
uwage, ze wartosci oczekiwane obu komponentéw sa jednakowe).

e ¢ ~ Beta(l,1).

e Rozktad a priori parametru p jest ,niewtasciwy” o gestosci m(u) < 1 dla —oco < p < 00.
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Ten ostatni punkt moze sie wydaé¢ niepokojacy, bo 7w nie moze by¢ gestoscia prawdopodobienistwa.
Niemniej, rozklad a posteriori otrzymany przez formalne zastosowanie wzoru Bayesa, m(u, qly) o«
fuq(y)m(p), jest poprawnie okreslony.

e Wygenerowaé dane (Y; = y1,...,Y, = y,) dla 0 = 2 i pewnych ,prawdziwych” wartosci o
i qo (powiedzmy, po = 0, go = 0.1, go = 0.5, go = 0.9, n = 1000). Oczywiscie, w dalszych
symulacjach ,udajemy, ze nie znamy” g i qo.

e Skonstruowaé i uruchomi¢ probnik Gibbsa dla rozktadu a posteriori m(u, qly1, - .., Yn)-

e Sprawdzi¢ poprawno$é. Wykonaé symulacje startujace z réznych punktow. Jakich wynikow
spodziewamy sie dla gg =01 gy =17

5.2 Cwiczenie. Przeprowadzi¢ symulacje modelu auto-logistycznego. Mozna uzy¢ probnika Gibbsa
albo algorytmu Metropolisa (propozycja jest zmiana 1 wspolrzednej z; na 1 — ;). Wyproébowaé na
wektorach x matego wymiaru, powiedzmy d = 5.

e Oszacowaé wartosé oczekiwang EX i macierz kowariancji VAR X wektora losowego X o do-
celowym rozktadzie auto-logistycznym.

e Poprawno$¢ symulacji mozna sprawdzi¢ uzywajac R-owej funkcji glm(. . .. ,family=binomial),
ktora dopasowuje regresje logistyczna. Zastanowic sie, jak?

e Mozna poréwnaé¢ asymptotyczna wariancje dla probnika Gibbsa i algorytmu Metropolisa (dla
pojedynczej wspolrzednej x;).

5.3 Cwiczenie. Niech X bedzie losowa macierza d x d o elementach 0 lub 1, to znaczy przestrzenia
stanow jest X = {0,1}7%?. Relacja ,sasiedztwa” na kwadracie {1,...,d}? jest nastepujaca:

(6, 4) ~ (K, 1) wiw i —k|+[j 1] = 1.

Rozwazamy rozktad Gibbsa
7(z) o exp[—BH (z)],

gdzie funkcja energii jest zdefiniowana wzorem

H(:c) = Q) ZCL‘U + a1 Z :Cijmkl.

(4,9) (i,5)~(k,1)
Zadanie polega na probkowaniu X z rozktadu = (w przyblizeniu) przy pomocy MCMC.

e Mozna wybraé albo algorytm Metropolisa albo prébnik Gibbsa.

e Mozna wybra¢ albo systematyczny przeglad miejsc (po kolei zmieniamy ¢ = 1,...,d, j =
1,...,d) albo losowy wybor miejsc: (i, ) ~ U({0, 1}4%9).
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Sugestia: Zeby sobie ulatwi¢, mozna zdefiniowaé¢ macierz X jako macierz (d +2) x (d +2), w ktorej
pierwszy i ostatni wiersz oraz pierwsza i ostatnia kolumna sg zerowe.

Uwaga: Mozna sie pobawié¢ zmieniajac parametry i rysujac wylosowane macierze. To ciekawe i
pouczajace. Ale przede wszystkim nalezy skontrolowaé¢ poprawnosc.

e Przeprowadzi¢ do$wiadczenie dla parametrow: d = 20, ag = 4, o = —2, f = 0.5.

o Wyestymowaé rozktady statystyk dostatecznych

S = ZXij, N = Z Xij X
(4.4) (6,5)~ (k1)
Obliczamy estymatory E-(S) 1 Ex(N).
e Wyestymowacé rozkad Boltzmanna (rozktad na poziomach energii): jest to z definicji rozktad

dyskretny P (H(X) = h) dla réznych wartosci h. Najlepiej zrobi¢ histogram.

5.4 Cwiczenie. Rozpatrzy¢ doktadnie przypadek macierzy 2 x 2. Mozliwych stanow jest 2% = 16,
ale mozliwych pozioméw energetycznych jeszcze mniej. Zauwazmy, ze

H(z) = apS(z) + a1 N(z),

gdzie S(x) = > 5y @ij, N(@) = 224 j)~(p) TijThi- Uwaga: W tej ostatniej sumie kazda para
nieuporzqdkowana sasiednich wierzchotkow liczy sie 1 raz.

Mozna obliczyé rozktad Gibbsa i rozktad Boltzmanna teoretycznie i poréwnaé z symulacjami!

e Obliczy¢ rozktad Gibbsa x — (), z € {0, 1}2*2,

e Obliczy¢ rozktad taczny (S, N).

e Obliczy¢ rozktad Boltzmanna h — P, (H(X) = h), dla wszystkich mozliwych poziomow h.

e Uruchomié¢ symulacje (dla ap =4, a1 = —2, = 0.5) i poréwnaé z wartosciami obliczonymi

(patrz powyzej).
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Rozdzial 6

Elementy teorii lancuchéw Markowa

6.1 Podstawowe okreslenia 1 oznaczenia

W tym rozdziale rozwazamy jednorodny tancuch Markowa Xg, X1, ..., X,,... na skonczonej
przestrzeni stanow X = {1,...,d}. Bedziemy postugiwaé¢ sie wygodna i zwiezta notacja
wektorowo-macierzowa. Macierz przejicia o wymiarach dxd oznaczamy P = (P(z,2)), e
Rozklad poczatkowy utozsamiamy z wektorem wierszowym v' = (v(1),...,v(2),...,v(d)).
W dalszym ciagu, moéwiac o tancuchu Markowa, bedziemy mieli na mysli ustalona macierz
przejscia P i dowolnie wybrany rozklad poczatkowy v. Przyjmujemy oznaczenie P,(-). W
szczegolnosci, P.(-) = P(:| Xy = z), dla € X. Analogicznie bedziemy oznaczali wartosé
oczekiwana: E, lub E,. Zauwazmy, ze P(X, 1o = 2"|X,, = z) = Y, P(z,2")P(z,2) =
P?(x,2"). Ogolniej, macierz przejscia w m krokach jest m-ta potega macierzy P:

P(Xpim =2'|X,, =) = P"(z,2).
Rozklad brzegowy zmiennej losowej X, jest wektorem v' P™:

P(X, =z)= (v'P")(x).

Interesuja nas gloéwnie tancuchy, ktore ,zmierzaja w kierunku potozenia réwnowagi”. Aby
uscisli¢ co to znaczy ,réwnowaga”, przypomnijmy pojecie stacjonarnoéci. Rozklad 7 jest
stacjonarny jesli dla kazdego stanu 2/,

W notacji macierzowej: 7' = 7' P. Stad oczywiscie wynika, ze 77 = 7 P".

Moéwimy, ze taricuch jest nieprzywiedlny, jesli dla dowolnych stanow z,2’ € X istnieje n
takie, ze P"(x,z’) > 0 (mozna przejs¢ z x do ).

135
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Ponizszy prosty fakt mozna uzasadni¢ na wiele sposobéw. W nastepnym podrozdziale przy-
toczymy, wraz z dowodem, pickne twierdzenie Kaca (Twierdzenie 6.2.4), ktore implikuje
Twierdzenie 6.1.1.

6.1.1 Twierdzenie. Jesli taricuch Markowa jest nieprzywiediny, to istnieje doktadnie jeden
rozktad stacjonarny w, przy tym w(z) > 0 dla kazdego v € X.

Uwaga. Podkreslmy stale obowiazujace w tym rozdziale zalozenie, ze przestrzen stanow jest
skonczona. To zatozenie jest istotne w Twierdzeniu 6.1.1 i to samo dotyczy dalszych rozwa-
zan. Istnieja co prawda odpowiedniki sformutowanych tu twierdzen dla przypadku ogdlne;
przestrzeni stanéw (nieskoriczonej, a nawet ,cigglej” takiej jak R?) ale wymagaja one dodat-
kowych, nietatwych do sprawdzenia zatozen. Przystepny i bardzo elegancki wyktad teorii
lanicuchow Markowa na ogodlnej przestrzeni stanéw mozna znalezé w pracy Nummelina [9].
Przegladowy artykul Robertsa i Rosenthala [11] zawiera duzo dodatkowych informacji na
ten temat. Obie cytowane prace koncentruja sie na tych wlasnosciach tancuchow, ktore sg
istotne z punktu widzenia algorytmoéw Monte Carlo. Z kolei piekna ksigzka Brémaud |[2]
ogranicza sie do przestrzeni dyskretnych (skoriczonych lub przeliczalnych).

6.2 Regeneracja

Przedstawimy w tym podrozdziale konstrukcje, ktora prowadzi do tatwch i eleganckich dowo-
dow twierdzen granicznych. Podstawowa idea jest nastepujaca. Wyrédznia sie jeden ustalony
stan, powiedzmy x, € X. W kazdym momencie wpadniecia w x, nastepuje ,odnowienie” i
dalsza ewolucja tancucha jest niezalezna od przesztosci.

Niech, dla ustalonego z, € X,

(6.2.1) T =T" =min{n > 0: X, = x.}.

Przyjmujemy przy tym naturalng konwencje: T = oo, jesli X,, # x, dla kazdego n > 1.
Zmienna losowa T jest wiec czasem pierwszego dojscia do stanu z,. Jedli zatozymy, ze
tancuch startuje z punktu z,, to T" jest czasem pierwszego powrotu.

6.2.2 Lemat. Jezeli taricuch jest nieprzywiediny, to istniejg state ¢ 1 v < 1 takie, zZe dla
dowolnego rozktadu poczgtkowego v, dowolnego x, i+ T =T,

P, (T >n) <"
Dowdd. Dla uproszczenia przyjmijmy dodatkowe zatozenie, ze tancuch jest nieokresowy.

Wtedy dla dostatecznie duzych k wszystkie elementy macierzy P* sa niezerowe. Ustalmy k
i znajdzmy liczbe 0 > 0 taka, ze P*(x,z,) > § dla wszystkich z (jest to mozliwe, bo taticuch
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ma skoriczona liczbe stanéw). Dla dowolnego n, dobierzmy takie m, ze mk < n < (m+ 1)k.
Mamy woéwczas

P, (T >n) <P, (T > mk)
< IEDI/(*XVO 7& .’L'*,Xk 7£ TR 7X’mk3 7& ZL’*)
- Z V<$0>Pk(370,1'1) : “Pk(zm—lvwm)

TOFLx,T1FE Ty T F T

<S(1=0)" <",
dlay=(1-0)Yic=(1-0)""

W przypadku tancucha okresowego dowdd nieco sie komplikuje i, choé nie jest trudny, zo-
stanie pominiety. O

6.2.3 Wniosek. Dla tanicucha nieprzywiedinego, dla dowolnego rozktadu poczgtkowego v,
dowolnego x, i T = T* mamy P, (T < o0) = 1, a zatem E,T < oco. Co wiecej, istnieje
funkcja tworzgca momenty B, exp(AT) < oo przynajmniej dla pewnych dostatecznie matych
wartosci X > 0 (w istocie dla A < —log~y).

Podamy teraz bardzo ciekawa interpretacje rozkladu stacjonarnego, wykazujac przy okazji
jego istnienie (Twierdzenie 6.1.1). Ustalmy dowolnie wybrany stan x,. Udowodnimy, ze
sredni czas, spedzony przez tancuch w stanie x pomiedzy wyjsciem z z, 1 pierwszym powro-
tem do z, jest proporcjonalny do m(x), prawdopodobieristwa stacjonarnego.

6.2.4 Twierdzenie (Kaca). Zaldzmy, zZe taricuch jest nieprzywiediny. Ustalmy x, € X i
zdefiniugymy miare o wzorem

gdzie T'="T". Wtedy:
(i) Miara o jest stacjonarna, czyli o' P = o',

(ii) Miara « jest skoriczona, a(X) =E, (T) =m < oc.

(#i) Unormowana miara o/m = 7 jest jedynym rozktadem stacjonarnym.

Dowad. Dla uproszczenia bedziemy pisali P,, =P i E,, = E. Zauwazmy, ze

a(x) —]E% 1(X; =) —Ei]l(Xi =ux,T >1)
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Udowodnimy teraz (i). Jesli x # z,, to

> a@)P(x',x) =) > P(X; =2, T >i)P(z/,z)

” o i=0
S S BN = o T s )P )
=0 2/
- ZP(X,-H =2, T>i+1)= iP(Xi =z, T > i)
_ o), h

poniewaz P(Xy = z) = 0, bo P(Xy = z.) = 1. Dla z = z, mamy z kolei

Za( (2, x,) ZZ]P’ =2, T > )Pz, z.)

! z' i=0

— ZZP =2/, T >i)P(x,x,)

=0 2z’

= P(Xip =2, T=i+1) ZIP

co konczy dowdd (i).

Czesc (ii) jest latwa. Rownosé

wynika wprost z definicji miary «. Fakt, ze m = ET < oo jest wnioskiem z Lematu 6.2.2.

Punkt (iii): istnienie rozkladu stacjonarnego

a(z)
m(r) = —=.

(1) =22
jest natychmiastowym wnioskiem z (i) i (ii). Jednoznacznosé¢ rozktadu stacjonarnego dla
jest nietrudna do bezposredniego udowodnienia. Pozostawiamy to jako ¢wiczenie. W naj-

bardziej interesujacym nas przypadku tancucha nieokresowego, jednoznacznosé¢ wyniknie tez
ze Stabego Twierdzenia Ergodycznego, ktére udowodnimy w nastepnym podrozdziale. [

Odnotujmy wazny wniosek wynikajacy z powyzszego twierdzenia:
1

m(xy) =
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Zjawisko odnowienia, czyli regeneracji pozwala sprowadzi¢ badanie tancuchéw Markowa do
rozpatrywania niezaleznych zmiennych losowych, a wiec do bardzo prostej i dobrze znanej
sytuacji. Aby wyjasni¢ to blizej, zauwazmy nastepujaca oczywistg rownosé. Pamietamy, ze
T = T% dla ustalonego x,. Na mocy wtasnosci Markowa i jednorodnosci,

P(X,1=21,..., Xpsx = 2|T = n)

]P)(Xn—i-l = T1,... >Xn+k: = ZBk|Xn = .T*)

= PI*(Xl = T1,... ,Xk; = Ik)

Zatem warunkowo, dla T" = n, tancuch ,regeneruje sic w momencie n” i zaczyna si¢ zacho-

wywacé doktadnie tak, jak tancuch ktéry wystartowal z punktu z w chwili 0. Niezaleznie od
przesztoscil

Zdefiniujmy teraz kolejne momenty odnowienia, czyli czasy odwiedzin stanu z,:
T =T, =min{n > 0: X, =z},
Ty = min{n > Tj_; : X,, = z.,.}.

Momenty 0 < T} < --- < T} < --- dziela trajektorie laricucha na nastepujace ,losowe
wycieczki”, czyli losowej dtugosci ciagi zmiennych losowych:

:X07 ce 7XT1—1J7 XTU s 7XT2—117 :XT27 ce 7XT3—1J7
Vv

TV VvV
Ty To—T1 T5-T>
XT1 = Ty XT2 = Ty

Wycieczka zaczyna sie w punkcie x, i koriczy tuz przed powrotem do x,. Oznaczmy k-ta
wycieczke symbolem =y:

== El = (X07 cee JXT—17T)7
Ek = (XT]C,17 s ,Xkal,Tk - Tk*l)

Z tego, co powiedzieliémy wcze$niej wynika, ze wszystkie ,wycieczki” sa niezalezne. Co
wiecej wycieczki =, majag ten sam rozktad, z wyjatkiem by¢ moze poczatkowej, czyli =;.
Jesli rozktad poczatkowy jest skupiony w punkcie x,, to réwniez wycieczka Z; ma ten sam
rozktad (0 jest wtedy momentem odnowienia).

Podejscie regeneracyjne, czyli rozbicie taricucha na niezalezne wycieczki prowadzi do tadnych
i tatwych dowodéw PWL i CTG dla tancuchéw Markowa. Sformulujemy najpierw pewna
wersje Mocnego Prawa Wielkich Liczb. Rozwazmy funkcje f o wartosciach rzeczywistych,
okreslong na przestrzeni stanéow. Przypomnijmy, ze E.f =3 . 7(x)f(z).

6.2.5 Twierdzenie (Mocne Twierdzenie Ergodyczne). Jesli X,, jest nieprzywiedlnym {ari-
cuchem Markowa, to dla dowolnego rozktadu poczgtkowego v i kazdej funkcji f : X — R,

n—1

%Zf(Xn)—HEﬂf (n — o0)

=0
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z prawdopodobienstwem 1.
Dowad. Zdefiniujmy sumy blokowe:
T-1
Zo(f) = Z f(Xa),
-
Ex(f) = Z f(X5).

i=T},

Niech N(n) = max{k : T < n}, czyli Ty jest ostatnig regeneracjy przed momentem n:

0,...,T1—1, Tl, ...... y TN(n),...,n, ~-7TN(n)+1_17 TN(n)+1,...
T T T T
X =z, X=x, o X =ux,
Oczywiscie,
(626) TN(n) <n< TN(n)+1-

Wiemy, ze E,, T = m < oo. Wiemy, ze T}, jest suma k niezaleznych zmiennych losowych
(dtugosci wycieczek), przy tym wszystkie sktadniki z wyjatkiem pierwszego maja ten sam
rozktad o wartosci oczekiwanej m. Wnioskujemy, ze Tj./k — m z prawdopodobieristwem
1, na mocy zwyktego Prawa Wielkich Liczb. Rzecz jasna, tak samo Tjy1/k — m. Po-
dzielmy nier6wnosé (6.2.6) stronami przez N(n) i przejdzmy do granicy (korzystajac z tego,
ze N(n) — oo prawie na pewno). Twierdzenie o trzech ciaggach pozwala wywnioskowaé, ze

Zatozmy teraz, ze f > 0 i powtérzmy bardzo podobne rozumowanie dla sum

N(n) n—1 N(n)+1
(6.2.7) () <Sa(f) =D fX) < D S
j=1 i=0 j=0

Po lewej i po prawej stronie mamy sumy niezaleznych sktadnikow Z;(f). Korzystamy z
PWL dla niezaleznych zmiennych, dzielimy (6.2.7) stronami przez N(n) i przejchodzimy do
granicy. Otrzymujemy

Sn(f)

N(n)

— E,..Z(f) pn.

a wiec

Snéf) _ Em;:;(f) _ % afz)f(x) = Zﬂ(x)f(x) b,
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Ostatnia rowno$¢ wynika z Twierdzenia Kaca. Przypomnijmy, ze a(x) jest ,Srednim czasem
spedzonym w stanie 2”7 podczas pojedynczej wycieczki.

Jesli funkcja f nie jest nieujemna, to mozemy zastosowac rozktad f = f*— f~ i wykorzystac
juz udowodniony wynik. O]

Na podobnej idei oparty jest ,regeneracyjny” dowoéd Centralnego Twierdzenia Granicznego
(istnieja tez zupetnie inne dowody).

6.2.8 Twierdzenie (Centralne Twierdzenie Graniczne). Jesli X, jest taricuchem nieprzy-
wiedlnym, to dla dowolnego rozktadu poczgtkowego v i kazdej funkcji f : X — R,

o7 (S 2] —nt). o)

=0

Ponadto dla dowolnego rozktadu poczqthowego v zachodzi wzor (4.1.5), czyli Var, Y1) f(X;)/n
— o2, przy n — oo, gdzie
o2, = Var, Z(f)/E,.T.

Szkic dowodu. Troche wiecej jest tu technicznych zawito$ci niz w dowodzie PWL, wobec
tego zdecydowalem sie pominaé¢ szczegoly. W istocie, przedstawie tylko bardzo pobieznie
gltowng idee. Bez straty ogolnodci zatézmy, ze 7' f = 0. Tak jak w dowodzie PWL, sume
Sn(f) = Z;:Ol f(X;) przyblizamy suma niezaleznych sktadnikow, ktore odpowiadaja caltko-
witym wycieczkom: S,,(f) =~ Sty (f) = ZN(?) E;(f). Ze zwyklego CTG dla niezaleznych

j
zmiennych o jednakowym rozktadzie otrzymujemy

ZHJ 0, Var,, Z(f)).

Jesli ,podstawimy” w miejsce k zmienna losowa N (n) i wykorzystamy fakt, ze N(n) ~n/m
(PWL gwarantuje, ze N(n)/n — 1/m), to nie powinien dziwi¢ nastepujacy wniosek:

%&( 1) =4 N(O, Var,, Z(f)/m).

W ten sposob ,udowodnilismy” teze. O
Zauwazmy, ze w Twierdzeniu 6.2.8 pojawito sie inne wyrazenie na asymptotyczng warian-

cje niz wzory (4.1.5) i (4.1.6) z Rozdzialu 4. Te wzory sa réwnowazne (przynajmniej dla
tancuchow nieprzywiedlnych na przestrzeni skoriczonej), ale pominiemy dowdd tego faktu.
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6.3 Coupling

Coupling to ztaczanie, zlepianie (brak dobrego odpowiednika tego terminu w jezyku polskim).
W kontekscie tancuchéw Markowa jest to metoda, ktora pozwala udowodni¢ zbieznosé do
rozktadu stacjonarnego i daje w wielu przypadkach dobre oszacowania szybkosci zbiezno-
sci. Co wiecej, idea couplingu stoi za algorytmami perfect sampling (losowanie doktadne z
rozktadu stacjonarnego).

Coupling ma dtuga historie. Wolfgang D6blin w 1938 roku podat dowod Stabego Twierdzenia
Ergodycznego oparty na tej idei (tak zwana ,metoda dwoch czastek Doblina”). W tym pod-
rozdziale przytocze dowdd Doblina. Przedstawie pierwszy algorytm losowania doktadnego
(CFTP), wedtug przetomowej pracy [10] Proppa i Wilsona z 1996 roku.

Odlegtosé pelnego wahania

Najpierw zajmiemy sie okre$leniem odleglosci miedzy rozktadami. Dla naszych celéw naj-
bardziej przydatna bedzie nastepujaca metryka. Niech v i A beda dwoma rozktadami praw-
dopodobienistwa na skonczonej przestrzeni X'. Odleglos¢ petnego wahania pomiedzy v i A
okreslamy wzorem

I = Allew = max [v(A) — A(4)].

Jak zwykle, mozemy utozsami¢ rozktad prawdopodobienstwa na X z funkcja, przypisujaca
prawdopodobienstwa pojedynczym punktom x € X. Zauwazmy, ze

v = Mo = 5 3 () = Aa)].

TEX
Istotnie, poniewaz rozpatrujemy dwie miary probabilistyczne, dla ktorych v(X) =
wice ||[v = A| = v(B) = AM(B) dla B = {z : v(z) > Ax)}. Ale Y z(v(z) — Az)) =
Psearrs(A@) — V(@) = 5 Xpen Iv(7) = A@)].
Dla zmiennej losowej X : Q — X napis X ~ v oznacza (jak zwykle) fakt, ze X ma rozktad
prawdopodobieristwa v, czyli P(X = z) = v(x),

6.3.1 Lemat. Jezeli X,Y : Q — X sq dwiema zmiennymi losowymi okreslonymi na tej
samej przestrzeni probabilistycznej 1 X ~v 1Y ~ A, to

v = Allew <P(X #Y).

Dowdd. Niech d =P(X #Y). Dla dowolnego A C X mamy
V(A ) =P(X € A) KPY € A)+P(X #Y)=AA) +d.
Symetrycznie, v(A) < AM(A) + d. Zatem ||v — Ay < d. O
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Lemat 6.3.1 daje sie w pewnym sensie odwroci¢. Co prawda, to nie bedzie potrzebne w
dowodzie Stabego Twierdzenia Ergodycznego, ale jest interesujace i wazne.

6.3.2 Lemat. Jezeli v i A\ sq rozktadami prawdopodobienstwa na X, to istniejg zmienne
losowe X 1Y okreslone na tej samej przestrzent probabilistycznej, takie, ze X ~v 1Y ~ X i

lv = Al =P(X #Y).

Dowdd. Niech ||v — M||tv = d. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze X 1Y sa zmiennymi
losowymi okreslonymi na przestrzeni probabilistycznej 2 = X x X. Nalezy podac tgczny
rozktad zmiennych losowych X i Y, czyli miare probabilistycznag x na X x X taka, ze

>y x(@y) = v(), Yo, x(@,y) = My) i X, x(z,2) =1 —d.
Niech

(@) =min (o) A@) =9\ e p

{y(:zr) dla z € A;

gdzie A={z:v(z) < ANx)}iB={z:v(x)> Az)}.

Mamy oczywiscie d = 1 — > x(z,z) 1 jest jasne, ze tabelka tacznego rozkladu x(z,y) =
P(X = x,Y = y) musi by¢ postaci macierzy blokowej

:cEA{ Dy 0
mGB{ G Dg

~—
yEA yeB

gdzie D4 1 Dp sa macierzami diagonalnymi. Pozostaje tylko odpowiednio ,rozmiesci¢ pozo-
stala mase prawdopodobienistwa” d w macierzy G. Mozemy na przyktad przyjac¢, dla x € B
iyeA,

X(9) = = (v(2) = M) () — ().
Mamy wtedy >, 4 x(2,y) = v(z) — A(x), wiee >, x(2,y) = v(z) dla 2 € B i podobnie

Y . X(z,y) = A(z) dlay € A. Okreslony przez nas rozktad laczny y ma wiec mase 1 — d na
przekatnej i zadane rozktady brzegowe. O]
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Stabe Twierdzenie Ergodyczne dla tancuchéw Markowa (via coupling)

Rozwazmy ,podwojny” tanicuch Markowa (X,,, Y;,) na przestrzeni stanow X' x X'. Przypus$émy,
ze kazda z dwoch ,wspotrzednych”, oddzielnie rozpatrywana, jest taricuchem o macierzy
przejscia P. Mowiac doktadniej, zaktadamy, ze

P (Xn—i-l = -rla Yn+1 = y/’Xn - ZL’,Yn =Y, Xn—la Yn—la o aXOa YE))
= P((z,y), («",¥)),

gdzie macierz przejscia P podwéjnego taricucha spelnia nastepujace warunki:

Z P((z,y), (2',y')) = P(z,2') dla dowolnych (z,2’,y)
y/

(6.3.3) ~

ZP((:r,y), (z',y)) = P(y,y’) dla dowolnych (y,y', z).
Wida¢, ze Xo, Xq,...,X,,... jest tancuchem Markowa z prawdopodobieristwami przejscia
P i to samo mozna powiedzie¢ o Yy, Y1,...,Y,,.... Zalézmy ponadto, ze od momentu, gdy

oba taricuchy sie spotkaja, dalej ,poruszaja si¢” juz razem. Innymi stowy,

/ A &1 I,/
(6.3.4) P((a:,y), (a:',y')) _ {P(l',x ) Jesf.h (I?/ = y/7
0 jesli o’ # v
Nazwiemy konstrukcje takiej pary zlepianiem tancuchéw (moze lepiej pozostaé przy angiel-
skim terminie coupling). Aby zrozumie¢ coupling, przypomnijmy konstrukcje, ktora jest
podstawsa algorytmoéw generujacych taricuchy Markowa, opisana w Rozdziale 2: poréwnaj
rownania (2.3.3) 1 (2.3.4). Niech U = Uy, Uy, ..., U,, ... bedzie ciagiem ,liczb losowych”, pro-
dukowanych przez komputerowy generator, traktowanych jako niezaleine zmienne losowych
o jednakowym rozktadzie, U(0,1). Niech ¢ : [0,1] - X i ¢ : X x [0,1] — X beda takimi
funkcjami, ze P (¢(U) = z) = v(x) dla kazdego z € X i

(6.3.5) P (¢p(x,U) = 2') = P(x,2") dla dowolnych z,2' € X.

Powiemy, ze funkcja ¢ jest speliajaca rownanie (6.3.5) zgodna z P (lub ,realizuje prawdo-
podobienstwa przejscia P”). Jesli generujemy dwie ,kopie” tancucha X, i Y, uzywajac tej
samej funkeji ¢ i tych samych liczb losowych U, to widaé, ze spetnione beda réwnania (6.3.3)
i (6.3.4).

Oznaczmy przez T moment spotkania sie tancuchow:

(6.3.6) T =min{n >0: X, =Y,}.

Podstawowa role odgrywa nastepujace spostrzezenie:

IP(X,, € ) = P(Y, € )|[ow < P(Xn # Y,) =P(T > n).
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Jesli teraz tancuch Y, ,wystartuje” z rozkladu stacjonarnego, czyli Yy ~ 7 to Y,, ~ 7 dla
kazdego n i otrzymujemy

(6.3.7) IP(X, €)= 7() o < B(T > n).

Aby udowodni¢ zbieznos¢ P(X,, € -) — w(-) wystarczy skonstruowaé¢ pare tancuchow, ktore
sie spotkaja z prawdopodobienistwem 1: P(T < oo) = 1. Mozemy teraz udowodnié¢ (4.1.2),
przynajmniej dla taiicuchéw na skoriczonej przestrzeni stanow.

6.3.8 Twierdzenie (Stabe Twierdzenie Ergodyczne). Jesli taricuch Markowa na skoriczonej
przestrzeni stanow jest nieprzywiedlny i nieokresowy, to

[P(Xn € ) =7()llew = 0.

Dowdd. Rozwazmy pare tancuchow (X,,,Y,,), ktore poruszaja sie niezaleznie az do momentu
spotkania.

Pz, 2 )P(y,y") jeslix #y,
(639) p((&?, y>7 ($/7y/)) = P(.I‘,QJ/) .]eéh T=Y 1 .CC/ = y/7
0 jesi x =y ia' #£v.

Zeby pokazaé, ze P(T < oo) = 1 wystarczy zauwazy¢, ze do przed momentem spotkania,
tanicuch podwdjny ewoluuje zgodnie z prawdopodobieristwami przejscia

P((z,y), (" y)) = P(z,a")P(y,y).

Laricuch odpowiadajacy P jest nieprzywiedlny. Istotnie, mozemy znalezé takie ng, ze dlan >
no wszystkie elementy macierzy P" sa niezerowe. Stad P" ((z,y), («',y) = P"(z,2")P"(y, V)
0 dla dowolnych z,2’,y,y’. Wystarczy teraz powotaé¢ sie na Wniosek 6.2.3: podwéjny tan-
cuch z prawdopodobienistwem 1 predzej czy pozniej dojdzie do kazdego punktu przestrzeni
X x X, a zatem musi doj$¢ do ,przekatnej” {(z,x) : x € X'}. ]

Uwaga. W dowodzie Twierdzenia 6.3.8 wykorzystaliSmy w istotny sposéb nieokresowos¢ ma-
cierzy przejscia P (dla pojedynczego tancucha), cho¢ to moglo nie by¢ wyraznie widoczne.
Jesli P jest nieprzywiedlna ale okresowa, wtedy P jest nieprzywiedlna. Na przyktad, niech

X ={0,1} i (0 1)
P=(] o)

Wtedy, oczywiscie, P*((0,0), (0,1)) = 0 bo P*(0,0) = 0 dla nieparzystych n zas P*(0,1) = 0
dla parzystych n.

Ten sam trywialny przyktad pokazuje, ze dla tanicuchéw okresowych teza Stabego Twierdze-
nia Ergodycznego nie jest prawdziwa.
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W istocie, przytoczony przez nas dowod Twierdzenia 6.3.8 daje nieco wiecej, niz tylko zbiez-
nos$¢ rozktadow. Z Wniosku 6.2.3 wynika, ze

IP(X, € ) —7()Jew < "

dla pewnych stalych ¢ < oo iy < 1. Takie og6lnikowe stwierdzenie nie jest wystarczajace.
Dla niektorych tancuchéw uzywanych w algorytmach MCMC znane sg jawne oszacowania,
z konkretnymi stalymi. Przykitad ponozej pokazuje, ze uzycie niezaleznych kopii tancucha
w dowodzie Twierdzenia 6.3.8, wzor (6.3.9) jest konstrukcja dalece nieoptymalna. Mozna
skonstruowaé pary tancuchéow (X, Y,,) znacznie szybciej ,zmierzajace do spotkania”.

6.3.10 Przyklad (Bladzenie po kostce). Niech X = {0,1}" i 7 = U(X), czyli n(z) =
1/2™ dla kazdego x. Rozwazmy taricuch Markowa X, ktérego krok polega na wylosowaniu
jednej, losowo wybranej wspolrzednej z rozktadu (1/2,1/2) na zbiorze {0, 1} i pozostawieniu
pozostatych wspoétrzednych bez zmian. Formalnie,

1
P(z,2) = % Z I(x_; =1",).
=1

Jest to zatem ,losowe btadzenie” wzdtuz krawedzi n-wymiarowej kostki lub inaczej probnik
Gibbsa. Rzecz jasna, dokladne genrowanie z rozktadu jednostajnego na kostce jest tatwe i
nie ptrzebujemy do tego tancuchoéw Markowa, ale nie o to teraz chodzi. Chcemy zilustrowac
jak metoda sprzegania pozwala oszacowaé szybkos¢ zbieznosci tanicucha na mozliwie prostym
przyktadzie. Skonstruujmy pare tancuchoéw sprzezonych w taki sposéb: wybieramy wspot-
rzedna i oraz losujemy jej nowa wartos¢ z rozktadu (1/2,1/2) po czym zmieniamy w ten sam
sposob obie kopie. Formalnie,

d
_ 1
P((ZIZ’,y) :_dz - —z7y— _y—z7 z_yz)

Jest jasne, ze to jest poprawny coupling, to znaczy spelnione sa réwnania (6.3.3) i (6.3.4).
Spotkanie obu kopii nastapi najpoiniej w momencie gdy kazda ze wspotrzednych zostanie
wybrana przynajmniej raz. Zatem

P(T >n) < (1—%)71.

Nie trudno wyobrazi¢ sobie, ze dla niezaleznego couplingu okreslonego wzorem (6.3.9), czas
oczekiwania na spotkanie obu kopii jest na ogét duzo, duzo dtuzszy. A

6.4 Symulacja doskonata dla tanicuchéw Markowa

Pomystowy algorytm, wynaleziony przez Proppa i Wilsona w 1996 roku, pozwala generowac
probki doktadnie z rozktadu stacjonarnego tancucha Markowa. To zadziwiajace osiagniecie,



6.4. SYMULACJA DOSKONALA DLA EANCUCHOW MARKOWA 147

poniewaz metody MCMC (markowowskie algorytmy Monte Carlo) zostaly stworzone z mysla
o trudnych rozkladach prawdopodobienstwa, z ktérych nie potrafimy losowaé¢ doktadnie!
Przetomowy artykut Proppa i Wilsona [10] dal poczatek calej obszernej dziedzinie badan
nad algorytmami typu ,,perfect sampling” (probkowanie doktadne albo doskonate).

Niech P bedzie macierza nieprzywiedinego i nieokresowego tancucha Markowa na skoriczonej
przestrzeni X. Niech 7 bedzie rozkladem stacjonarnym dla P (wiadomo, ze taki rozktad
istnieje i jest jednoznacznie wyznaczony). Niech ¢ : X x [0,1] — X bedzie funkcja spel-
niajaca rownanie (6.3.5), czyli ,realizujaca prawdopodobieristwa przejscia P. Krok taricucha
Markowa realizujemy uzywajac (powiedzmy) ciagu U; ~i;q. U(0, 1) w nastepujacy sposob:

(6.4.1) X1 = 6 (X, Un) .

Otrzymujemy tancuch Markowa o macierzy przejécia P. Powiedzmy, ze stan poczatkowy
wybieramy deterministycznie, Xy = x. Wiadomo, ze rozktad prawdopodobienistwa zmiennej
losowej X, zmierza, przy n — oo do rozktadu stacjonarnego 7, niezaleznie od wyboru z € X.

CFTP

Przedstawie algorytm z pracy [10], nazwany przez autorow Coupling From The Past, CFTP.

Pomyst jest taki: wyobrazamy sobie, ze tanicuch startuje w dalekiej przesztosci z réznych
punktow przestrzeni. Jesdli dwie trajektorie tancucha spotkaja sie w tym samym czasie w
tym samym stanie, to dalej poruszaja sie wspoélnie (na tym polega coupling). Jesli okaze sie,
ze wszystkie trajektorie, startujace ze wszystkich stanow sie spotkaly i zlaczyly (nastapita
skoalescencja”), to ta wspolna trajektoria jest trajektorig laricucha stacjonarnego.

Dlan =1,2,..., zdefiniujmy funkcje ®_,, : X x [0,1]" — X w nastepujacy sposob:
(6.4.2) S (U 4,....,U_)=0¢(Uq)o-00(-,U_p).

Innymi stowy, ®_,(z) = ¢(--- d(d(x,U_y,),U_ps1) - -+ ,U_1). Patrzymy na ®_,, jak na ,lo-
sowa funkcje” X — X.

Ponizsze zatozenie odgrywa kluczowa role.

6.4.3 Zalozenie. Z prawdopodobieristwem 1 istnieje takie n, ze ®_,, jest funkcjq stalq.
Jesli @_, jest funkcja stala, to ®_,, jest rowniez funkcjg statg dla —m < —n. Zalozenie 6.4.3
zapewnia, zZe prawie na pewno istnieje granica

(6.4.4) ®_oo(U_yyoo Uipyoos) = lim @, (-, U_y,...,U_p).

n—oo
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Mozemy zdefiniowaé¢ zmienne losowe

XO = (Dfoo('a Ufla U727 e )7

6.4.5
( ) X—l :¢—OO('7U—2aU—37”')’

6.4.6 Twierdzenie. Jesli spetnione jest Zatozenie 6.4.5 to w(x) = P(Xo = x) jest rozktadem
stacjonarnym dla macierzy przejscia P.

Dowdd. Poniewaz
Do U, Uy, ) =d(-, U)o ®_oo(-, Uz, Ug,---),
wiee Xo = ¢(X_1,U_1), przy tym U_; jest niezalezne od X_;. Stad mamy
P(Xo = 2| X_1 = z) = P(z, '),

na mocy wzoru (2.3.3). Z drugiej strony, X_; =q Xy, zatem n(2') = > w(x)P(z,2'). O

Twierdzenie 6.4.6 w istocie opisuje algorytm generowania X, ~ m. To jest tak zwana symu-
lacja dokladna lub doskonata (perfect simulation).

Algorytm CFTP (Coupling From The Past)

n:=0; ®¢:=1d

repeat
Gen U_,_1
Q1 =P 00(,U_p1)
n:=n+1

until ®_, jest funkcja stalg

return Xg:=®_,(z) { ta wartos¢ jest taka sama dla dowolnie wybranego x € X }
Oczywiscie, Id oznacza odworowanie tozsamosciowe.

Uwaga. Wystepujace w naszych wzorach zmienne U_y, ..., U_,, - ~;i;q U(0,1) odgrywaja
role ,zrodta losowosci”. Istotna jest tylko niezaleznosé tych zmiennych i wzor (6.3.5). Zamiast
Jliczby losowej”, czyli zmiennej losowej U ~ U(0, 1) mogliby$my uzy¢ dowolnej zmiennej lo-
sowej Z w dowolnej przestrzeni Z, byleby spelniona byta relacja P (¢(z, Z) = 2') = P(z,2').
Do wygenerowania takiej zmiennej Z mozna uzy¢ dowolnie wielu ,liczb losowych”.

W algorytmie CFTP niezwykle wazne jest to, ze przy ,cofnieciu sie w czasie”, czyli przej$ciu
od®_,(-,U_q,...,U_,)do®_,, (-, U_y,...,U_,,U_,1) =P_,(-,U_1,...,U_p)o¢(-,U_p,_1),
trzeba uzywaé tych samych ,liczb losowych” U_q,...,U_,, a nie generowac¢ ich od nowa.
Kontrprzyktad, zaczerpniety z oryginalnej pracy Proppa i Wilsona, podany jest W Cwicze-
niu 6.1.
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Przyklad ponizej odpowiada (w moim przekonaniu) na pytanie: ,dlaczego konstruujemy
couping wstecz, a nie w przo6d?”

6.4.7 Przyklad. Rozpatrzmy przestrzen stanéow {0, 1} i macierz (nieprzywiedlna i nieokre-

sowa,)
l—-a «
p:< )
1 0

Latwo zauwazy¢, ze dwie kopie tancucha starujace z 0 i z 1 nie moga sie spotka¢ w 1. Analiza
dzialania CFTP w tym przyktadzie jest naszkicowana w Zadaniu 6.1. A

Przyjrzyjmy sie teraz Zatozeniu 6.4.3.

6.4.8 Stwierdzenie. Jezeli istnieje n takie, ze P(®_,, jest funkcjg statq ) = o > 0 to Zalo-
zenie 0.4.3 jest spetnione.

Dowdd. Jak juz zauwazyliSmy, ztozenie dwoch funkceji jest funkcja stalag jesli przynajmniej
jedna ze sktadanych funkcji jest stata. Poniewaz

S, (U, U Uy s Upk) =@ (U, o U)o (U pgy oo, U g)
i obie funkcje po prawej stronie tego wzoru sa niezalezne, to
P(®_,,_x nie jest funkcja stata ) < P(P_, nie jest funkcja stata )P(P_j nie jest funkcja stala ).
Stad przez indukcje wnioskujemy, ze
P(®_,,, jest funkcja stata ) > 1 — (1 — @)™ =00 L.

Ciag zdarzen losowych C,,, = {®_,,, jest funkcja stala} jest niemalejacy, zatem P(|J,-_, Cy,) =
1. O

6.4.9 Stwierdzenie. Jesli macierz przejScia P jest nieprzywiedina i nieokresowa, to istnieje
funkcja ¢ spetniajgca rownanie (2.3.3) taka, ze Zatozenie 0.4.3 jest spetnione.

Zanim przejdziemy do dowodu, zwréémy uwage na pewna subtelnosé w sformutowaniu tego
stwierdzenia. Nie jest prawda, ze dowolna funkcja ,realizujaca” prawdopodobieristwa przej-
Scia P spelnia zatozenie 6.4.3. Kontrprzyktad jest niezwykle prosty:

6.4.10 Przyktad. Niech X = {0, 1},
p_ (1 -—a  « ) '
« 11—«

x jesli u > «a;
oz, u) = {

Jedli przyjmiemy

1—2 jesliu < aq,

to ta funkcja jest zgodna z P, ale dwie kopie tancucha startujace z 0 i z 1, uzywajace funkcji
¢ oraz tych samych liczb losowych nigdy sie nie spotkajq. A
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Dowdd Stwierdzenia 6.4.9. Opisze jedng z wielu mozliwych konstrukeji: powiedzmy, ze jest
to ,coupling niezalezny”. Pojedyncza ,liczbe losowa” U mozna ,rozmnozy¢” na |X| nieza-
leznych zmiennych losowych (U @ reX ) Mozemy zdefiniowa¢ funkcje ¢ w nastepujacy
sposob:

qb(x, U) = ¢0(x’ U(x))v

gdzie funkcja ¢g jest zgodna z P, czyli spelnia (2.3.3). Chwila zastanowienia wystarczy,
zeby sobie uswiadomié, ze jesli trajektorie tancucha startujg z I"OZH;’Ch punktow, uzywaja
funkcji ¢ i tych samych ,rozmnozonych” liczb losowych, U, = ,x € X), to ewoluuja
niezaleznie az do momentu spotkania, a p6zniej sie sklejaja i WeruJQ razem. Skorzystamy
ze Stwierdzenia 6.4.8. Pokazemy, ze istnieje takie n, ze z niezerowym prawdopodobien-
stwem wszystkie trajektorie ztacza sie po co najwyzej n krokach. Wybierzmy dowolny,
ustalony stan z, € X. Poniewaz P jest nieprzywiedlna i nieokresowa, to istnieje n takie,
ze p = P"(xz,z,) > 0 dla dowolnego stanu x. Wszystkie trajektorie sie spotkaja i zlepia
(w najgorszym przypadku w punkcie z, po n krokach) z prawdopodobieristwem co najmnie;j
a = pl¥l,

Zauwazmy, ze okreslone wyzej « jest zazwyczaj astronomicznie mate. Nasze oszacowanie
prawdopodobieristwa ,koagulacji” jest co prawda konserwatywne (zanizone), ale wazniejsze
jest to, ze sama strategia ,niezaleznego couplingu” jest bardzo daleka od optymalnej. Mozna
zdefiniowaé funkcje ¢ inaczej, tak aby byta zgodna z P ale jednoczesnie ,sprzyjata taczeniu
sie trajektorii”. O

Symulacja doskonata dla tancuchéw monotonicznych

Sprawdzanie, czy ®_,, jest funkcja stala moze by¢, w ogdlnej sytuacji, dla duzej przestrzeni
stanow, zadaniem niewdziecznym. Sprawa sie bardzo upraszcza jesli przestrzen jest zbiorem
czesciowo uporzadkowanym i taricuch jest ,monotoniczny” w odpowiednim sensie.

Niech < bedzie relacja cze$ciowego porzqdku w zbiorze X. Pnadto zalézmy, ze istnieje w
tym zbiorze element najmniejszy, oznaczany 0 i element najwiekszy, oznaczany 1. O funkeji
¢, ktora realizuje krok taricucha Markowa zatozymy, ze

(6.4.11) x < ' implikuje ¢(x,u) < ¢(2',u) dla kazdego u.

Powyzszy warunek precyzuje, w jakim sensie rozumiemy monotoniczno$¢ tancucha. (Za-
uwazmy, ze jest to warunek sformutowany w terminach funkcji ¢, a nie macierzy P.)

Jesli spelnione sg powyzsze zalozenia, to zamiast kontrolowania wszystkich trajektorii, star-
tujacych z réznych punktow x, wystarczy sprawdz1c czy zlepily sie 2 trajektorie: ta star-
tujaca z 0 i ta startujaca z 1. Jesli ®_,(0) = ®_,(1) to wiemy, ze wszystkie trajektorie sie
zlepily. Algorytm CFTP mozna implementowaé efektywnie.

Efektywna wersja CF'TP uwzglednia nastepujace spostrzezenie.
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Nie jest rozsadng strategia cofanie sie o jeden krok wstecz, aby doj$é do zmiennej losowe]
—C, gdzie C' = min{n : ®_,(0) = ®_,(1)}. Lepiej cofac sie w postepie geometrycznym, z
—n do —2n. W ten sposob oszacujemy C' z gory, przy tym przeszacowanie nie bedzie nigdy
wieksze niz dwukrotne.

Algorytm CFTP dla taricucha monotonicznego

n:=1;
Gen U_,
repeat
X=0; X=1
{ Generujemy'gi_n+1p.~,2§o }
for 7:=—n to —1 do
begin
X :=¢(X,U_); X :=¢(X,U_;)
end

Gen U_p—1,...,U_2,

n:=2n;
until X =X
return X

Probnik Gibbsa dla modelu Isinga (modelu auto-logistycznego) jest §wietnym przyktadem
zastosowania CFTP. Przypomnijmy (Przyklad 5.2.1): X = {0,1}, gdzie zbiér ,miejsc” S jest
wyposazony w relacje sasiedztwa (s ~ t). Rozwazymy funkcje energii

H(z) = —ay th — o szajt,
t

s~t
i rozktad Gibbsa (z odwrotnoscia temperatury 8 = 1)
7(x) x exp[—H (z)].

Istotny jest znak wspolczynnika interakcji we wzorze na energie. Zaktadamy, ze oy > 0. Rozwazamy
model ,przyciagajacy”: preferowane sg konfiguracje, w ktorych jedynki sasiaduja z jedynkami (model
Jferromagnetyczny” w interpretacji Isinga).

Prébnik Gibbsa generuje

exp (ap + a1 ), Tt)
1+exp(ag+a1 Y, ;Ts)

m(ry=1|x_y) =

W przestrzeni konfiguracji X mamy naturalna relacje czesciowego porzadku: = < 2/ & Vi(zy < ).
Jesli losowanie z pelnego rozktadu warunkowego m(z; = 1 | x_;) realizujemy w naturalny sposob,
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to znaczy

=1 <u < exp (0 + 01 25t 71) ) ,

1+exp(ao+ a1 g Ts)

to spelniony jest warunek monotonicznosci (6.4.11) i mozemy zastosowaé CFTP w efektywny sposob.
Oczywiscie, 1 duzy krok systematycznego PG sklada sie z |S| matych krokow i wymaga tylez ,liczb
losowych”.

6.5 Zadania i uzupelnienia

6.1 Zadanie. Niech X = {0,1}. Funkcje ¢ okreslamy wzorem

0 jesliU < a ("Orzel’) ;
1 jesliU > « ('Reszka’) .

-]

o(1,U) = 0.

o Przedledzi¢ dziatanie algorytmu CFTP: dla jakich ciagéw ,rzutéw monety” ®_o, = 0, a dla
jakich ®_,, = 1. Obliczy¢ bezposrednio, nie odwolujac sie do Twierdzenia 6.4.6, P(Xy = z),
dla z =0, 1.

e Poréwnaé z rozktadem stacjonarnym w Przyktadzie 6.4.7.
6.1 Cwiczenie. Niech X = {0,1,2}. Funkcje ¢ okreslamy wzorem

max(z —1,0) jesli U < 1/2;
min(z +1,2) jesli U > 1/2.

QZ)(:C’ U) = {

e Napisa¢ macierz przejscia P i znalezé rozklad stacjonarny 7.
e Dlaczego spetnione jest Zalozenie 6.4.37
e Zakodowa¢ CF'TP i skontrolowaé, ze na wyjsciu mamy Xg ~ .

e Uruchomié¢ niepoprawna wersje CFTP (ponizej) i zbadaé rozktad Xp.

Niepoprawna wersja CFTP

n:=0; ®5:=1d

repeat
Gen U_q,...,U_p,,U_;,_1
Dy =¢(U_1)o-0¢(-,U_n_1)
n:=n+1

until ®_, jest funkcja stalg

return Xg:=®_,(z) { ta wartosé jest taka sama dla dowolnie wybranego x € X }
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6.2 Cwiczenie. Zakodowa¢ CFTP dla modelu Isinga.

e Uruchomié¢ program na przykladzie kraty 2 x 2 tak, jak w Cwiczeniu 5.4. Skontrolowaé
poprawnosc.

e Uruchomié¢ program w sytuacji opisanej w Cwiczeniu 5.3. Poréwna¢ wyniki symulacji ,trady-
cyjnej” i ,doskonatej”.

Uwaga. Nie nalezy przechowywaé coraz dluzszych ciagow ,liczb losowych” U_; tym bardziej, ze
faktycznie jeden krok taricucha wymaga uzycia wielu ,liczb losowych”. Zamiast tego lepiej zapamie-
tywaé ,ziarno” generatora ,liczb losowych”.
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6.6 Lancuchy odwracalne

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ problemem oszacowania btedu markowowskich algorytméw Monte
Carlo. W odroznieniu od rozwazan w Rozdziale 4, beda nas interesowaly $ciste nieréwnosci, a
nie oceny oparte na twierdzeniach granicznych. Skupimy sie na rozkladzie spektralnym macierzy
przejécia. Jest to najbardziej znana i zapewne najskuteczniejsza metoda otrzymywania dobrych
oszacowan, przynajmniej dla tancuchéw odwracalnych na przestrzeni skoriczone;j.

Reprezentacja spektralna macierzy odwracalnej

Rozwazmy taricuch nieprzywiedlny i odwracalny z macierzg przejscia P i rozkladem stacjonarnym
7', Zakladamy wiec, ze dla dowolnych z,y € X spelniona jest zaleznosé

m(z)P(z,y) = 7(y)P(y, x).

Niech
w(1l) 0 0
0 w(2) 0
IT = diag(nw) = ) :
0 0 m(d)
Warunek odwracalnosci mozemy zapisa¢ w postaci IIP = PTII. Wyposazmy przestrzen R? w

iloczyn skalarny

(f,9)==fTTg = fz)g(z)m(x),

gdzie f,g € R traktujemy jak wektory kolumnowe. Oczywiscie, norma funkcji f jest zdefiniowana
wzorem ||f||7r2 = (f, f)r- Macierz P traktujemy jako operator dzialajacy z lewej strony na funkcje, z
prawej strony na rozktady prawdopodobienistwa. Zgodnie z regutami mnozenia macierzy i wektoréw,
wzory na Pf i €T P sa nastepujace:

Pf(x)=>_ Pl@y)fy), & Pl)=>_ &a)Px,y).
Yy x

Odwracalnos¢ P implikuje
(f,Pg)x = fTIPg = fTP'Tlg = g'IIPf = (Pf,g)r.

Znaczy to, ze P jest macierza operatora samosprzezonego wzgledem iloczynu skalarnego (-, ).
W skrocie powiemy, ze P jest m-samosprzezona. Wartosci wlasne P sg rzeczywiste i zawarte w
przedziale [—1,1]. Uporzadkujmy je w kolejnosci malejacej:

1=Xo>MN 21 = —1.
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Wiadomo, ze Ay = 1 jest pojedyncza wartoscia wlasna. Jesli taricuch jest nieokresowy, to A\g_1 > —1.
Niech
A= diag(l, ALy ... ;)\d—l)-

Reprezentacja spektralna macierzy P jest nastepujaca:
P=VAV'I,

gdzie
viaov =1

lub, réwnowaznie, VV I = I. Zauwazmy, ze kolumny macierzy
V= (1,’[)1, cee ,Ud_l)

sa prawostronnymi wektorami wtasnymi macierzy P tworzacymi baze m-ortonormalna. Mamy wiec
Pv; = Mv; (oczywiscie, vg = 1 jest tu wektorem jedynek) oraz

(vi, vj)e = v Ty = 1(i = j).

Lewostronne wektory wlasne P (zapisane wierszowo) sa postaci v;' II: mamy v, [IP = \v, 1. W
szczegblnosci, vg— II = n". Zapiszmy reprezentacje spektralna P w bardziej jawnej formie:

P = Z )\iviv;H,

120

Zviv;—H:I.

120

przy tym

Zauwazmy jeszcze, ze pierwszy (lub raczej - zerowy) sktadnik jest macierza stabilng (o jednakowych
wierszach):

’UQUJ m=1r".
Reprezentacja spektralna prowadzi do zgrabnych wyrazeni na potegi macierzy. Latwo zauwazyé, ze

P" = VA"V I, czyli

(6.6.1) pP" = Z Ao TT= 1" + Z Ao, 1

120 1>1

Wiemy, ze wszystkie wartosci wlasne A; z wyjatkiem zerowej (A9 = 1) oraz, by¢ moze, ostatniej
(Ad—1 = —1) sa co do modutu mniejsze niz 1. Jezeli wiec \y_1 > —1, to wszystkie sktadniki sumy
we wzorze (6.6.1) z wyjatkiem poczatkowego zmierzaja do zera i w rezultacie

P 5 1r"  (n— 00).

Jest to nic innego jak teza Stabego Twierdzenia Ergodycznego (Twierdzenie 6.3.8), otrzymana zu-
pelnie inng metoda, przy zalozeniu odwracalnoéci. Mozna pokazaé, ze warunek A\g_1 > —1 jest
roéwnowazny nieokresowosci, i jest konieczny (jesli A\y—1 = —1 to laricuch ma okres 2).
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Nastepujacy lemat bedzie podstawa dalszych rozwazan i umozliwi ,przerobienie” STE na jawne
wyniki. Zdefiniujmy
A =max(A1, |Ag—1] ).

Zatozmy, ze tancuch jest nieokresowy, wiec A < 1. Pokazemy, ze operator P ograniczony do pod-
przestrzeni {f : f L 1} C R? ortogonalnej do funkcji statych jest zwezajacy, ze stalg A < 1.

6.6.2 Lemat. Jezeli (f,1)z =0 to |Pf|lx < Al f]l=-

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze

<Pf,Pf>7r: <f7P2f>7T
= fTa T f+ 7> A o[ T0f

1>1
=> A", )2

i1

<N (o, )3

=1

= \"(f, f).

Korzystamy tu z faktu, ze P jest samosprzezony, ze wzoru (6.6.1) i z tego, ze f'II1 = 0. O

Szybkos$¢ zbieznosci do rozktadu stacjonarnego

Przejdzmy teraz do jawnych oszacowan szybkosci zbiezno$ci w STE. Wyniki zawarte z tym pod-
rozdziale pochodza z pracy Diaconisa i Strooka Dla rozkladu prawdopodobienistwa & definiujemy
wodlegtosé” x? od rozkladu stacjonarnego wzorem

2
2 (&(x) —7(z)) T T
P(m ) = = (&' —n I (E — 7).
" ()
Ta ,jodlegto$¢” nie ma wlasnosci symetrii, wiec nie jest metryka, ale to nie przeszkadza. Istotna
jest interpretacja x? jako ,odstepstwa od stacjonarnosci’. Wykorzystamy podejécie spektralne, w

szczegblnosci Lemat 6.6.2. Niech xy = /x2.

6.6.3 Stwierdzenie (Diaconis i Strook). Jesli taricuch odwracalny, nieprzywiediny i nieokresowy
ma rozktad poczgtkowy &, to

x(m, P*€) < N'x(m, ).

Dowdd. Zastosujmy Lemat 6.6.2 do wektora I~ (¢ —7) ktory, jak tatwo zauwazyé, jest prostopadty
do 1. Otrzymujemy

X(m, PrE) = [ PPTITHE — 1) |[= < AM|TITHE = m)lx = N"x(m,€).
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6.6.4 Wniosek. Dla tancucha o rozktadzie poczgtkowym skupionym w punkcie x,

1—mn(x) o A"

xm PR ) SN =0 S Ty

Istotnie, mamy jeszcze jedno wyrazenie na ,odleglosé” y?: dla dowolnego rozktadu &,
Xo(m€) =¢' Ml —1
Wystarczy teraz podstawi¢ &(y) = 1(y = z), aby otrzymaé¢ x? = 1/7(z) — 1.

Przejdziemy do oszacowania normy pelnego wahania. Istnieje prosta nieré6wno$¢ pomiedzy norma
pelnego wahania i ,odlegtoscia” x?:

6=l =353 | €@~ ()| <

Wynika to z nastepujacego rachunku:

| (= z) |
4 E-7 |3 =
- (Z L&) _zo)] F)
z) — () )?
Z (& ) ( )) Zﬂ(x) | Cauchy-Schwarz |

xT

X(m,€).

l\.’)\»—l

N

xT

= X2 (7T7 5)

Stad natychmiast otrzymujemy wniosek

1
H Pn(wa ) -7 Htv < 5 W(x) < 2 7T(CC)

Obciazenie estymatora

Rozwazmy zadanie obliczania wartosci oczekiwanej § = E.f = 7! f dla pewnej funkeji f. Niech f =
f—1xT f oznacza ,scentrowana” funkcje f. Natychmiast wida¢, ze f L 11 mozemy zastosowaé Lemat
6.6.2. Stad juz tylko matly krok do oszacowania réznicy miedzy wartoscia oczekiwang E¢ f(X,,) =
TP f i wartoscig stacjonarng 6.

6.6.5 Stwierdzenie. Jesli taricuch jest odwracalny, nieprzywiedlny, nieokresowy i ma rozktad po-
czgtkowy &, to

| Eef(Xy) — 0 | < XN'x(m,&)a(f),

gdzie o*(f) = ||f||2 jest wariancjq stacjonarng funkcji f.
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Dowod. Mamy

| Eef(Xp) =0 | =[ (" —a)P"f =] (" —x")P"f |
| (I (& —7), P" f)r |
I <H71(§ — ) ||lx 1P fll~ [ Cauchy-Schwarz |

<
< X(mONf I« [ Lemat 6.6.2 |.

Rozwazmy teraz naturalny estymator

Jest to érednia wzdtuz trajektorii tancucha, dlugosci n i ,op6zniona” o t. Idea jest jasna: igno-
rujemy poczatkowy odcinek trajektorii dtugosci ¢ (tak zwany okres burn-in) aby daé¢ taricuchowi
czas na zblizenie od rozktadu stacjonarnego. Pézniej obliczmy $rednia. W ten sposéb redukujemy
obciazenie. Precyzuje to nastepujacy wniosek.

6.6.6 Wniosek. Dla dowolnego n mamy

)\t
1—A

| B¢l — 0 | < x(m, §)a(f)-
Wynika to z nieréwnoéci tréjkata i wzoru na sume szeregu geometrycznego:

t+n—1

| Eebrn — 0] < > [Eef(Xs) =01 <> XNx(m, &o(f).
1=t i=t

Zwroéémy uwage, ze obciazenie maleje w tempie geometrycznym przy t — oo ale zachowuje sie
zaledwie jak O(1/n) przy ustalonym ¢ i n — oo (poniewaz poczatkowe wyrazy sumy maja na
obciazenie wplyw dominujacy).

Asymptotyczna wariancja i blad Sredniokwadratowy

Oszacowanie bledu sredniokwadratowego (BSK) estymatora MCMC jest znaczne trudniejsze i sub-
telniejsze, niz obcigzenia.

Zacznijmy od wyprowadzenia kolejnego wzoru na asymptotycznag wariancje. Przypomnijmy, ze
zgodnie ze Stwierdzeniem 77,
o = f1CF,
gdzie
C=M2Z—-T-1r")=2MZ -1 —771'
=HR2A-T+1n") =20TA -1+ 77 .
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Skorzystajmy z reprezentacji spektralnej macierzy P:

0 .0
N . 0

P—ir’ =S dwp/m=v| |70 T v
i>1 B S
010 - Mg

7 definicji macierzy A i wzoru (6.6.1), poniewaz » >~ (A = 1/(1 — \;), wiec

0 ‘ 0
A= —any=v| |7 v
2 O VIO
0
Wreszcie, poniewaz 2/(1 — X)) — 1= (14 X;)/(1 — \;), wiec
0 ‘ 0
H2A—14+1c)=1v | .| . v

(T+X)/(1=N)
0

Zauwazmy teraz, ze wektor & = V IIf zawiera wspolrzedne wektora f w bazie ON zlozonej z
prawych wektoréw witasnych: «; = vZ-T IIf = (v, f)r. Udowodniliémy w ten sposob nastepujacy
fakt.

6.6.7 Stwierdzenie. Dla taricucha odwracalnego, wzor na asymptotyczng wariancje przybiera po-
stac L4
2 _ 2 LT A
Oas = Z Q; 1 — )\i7
1>1

gdzie a; = v ILf = (v;, [ )r.

Wynika stad wazna nier6wnosé.
6.6.8 Wniosek. Dla tanicucha odwracalnego mamy nastepujgce oszacowanie asymptotycznej wa-
ancyi:
1 —+ )\1
2 o2
ol
St

gdzie \1 jest najwickszq wartoscig wtasng mniejszq od 1, a o*(f) jest wariancjq stacjonarng.

Istotnie,

1+ 14N
§s< azzl_l 1_)\120‘

a tatwo widzie¢, ze ) ;- a? = ||f|12 = o%(f). Zwroémy uwagg, ze we Wniosku 6.6.8 wystepuje Aq,
a nie A = max(\1, [A\g—1]) (najwieksza co do modutu warto$é wlasna mniejsza od 1).

Na zakoniczenie przytocze jeszcze kilka sugestywnych wzorow.
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Uwaga. Macierz L = I — P jest nazywana laplasjanem. Zauwazmy, ze

L= Z(l - )\Z) ’UZ'U;I—H.

121

Poniewaz

uzasadnia to interpretacje macierzy A jako ,uogdlnionej odwrotnosci” laplasjanu.

Dorzuémy przy okazji jeszcze jedno wyrazenie na asymptotyczng wariancje:

0a = ([, QA=L+1x")f )o = (f, Af )a+(Afs [)a—>(f).
Jesli ' f =0, to 0%(f) = Vargf = { f, f ) i ostatni wzér mozemy przepisa¢ w postaci

Oszacowanie BSK

Wyniki w tym podrozdziale zostaly otrzymane przez Aldousa [?]. Pomyst polega na tym, zeby naj-
pierw otrzymacé nieréwnosé dla tanicucha stacjonarnego, a potem postaraé sie o uogélnienie dla taii-
cucha o dowolnym rozktadzie poczatkowym. Przypomnijmy oznaczenia § = E f, 6,, = Z?:_()l (X5).

6.6.9 Stwierdzenie (Aldous, 1987). Dla dla taricucha nieprzywiedlnego, odwracalnego i stacjonar-
nego, MSE; mozna oszacowaé w nastepujgcy sposdb:

gdzie A= max (A1, 0), zas A1 jest najwiekszq wartosciq wtasng mniejszq od 1.
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Dowaod. Korzystamy ze stacjonarnosci i z rozktadu spektralnego macierzy P.

Er(0, —0)? =E,

N

i (vi, f>72r (n — k:))\f [pomijamy sktadniki dla \; < 0]

N
d
=
_|_

N
)
>
S
|
=
>~

Bl

/N
\
Q
=
+
\
Q
=
|
AN
N
=

< 2o2(p) (1 " 12%) L

Zwroémy uwage na miejsce, w ktorym pomijamy sktadniki odpowiadajace ujemnym wartosciom
wlasnym. Uzasadnienie jest takie, ze dla , \; < 0, sktadniki sumy Zz;ll (n — k)A¥ sa naprzemian
ujemne i dodatnie, o malejacych wartosciach bezwzglednych. Stad wynika, ze ZZ;% (n—k)Af <01
mozna te sume w nieréwnosci opuscié. Jest to ciekawe zjawisko: ujemne wartosci wtasne pomagajq,
zmniejszaja btad! Dzialaja podobnie jak zmienne antytetyczne. O

Niech teraz E(x) oznacza blad éredniokwadratowy dla taricucha startujacego z punktu z € X,
en(z) = Eu (0, — 0)2.

Rozpatrzmy tancuch o rozkladzie poczatkowym €. Niech

t+n—1

i=t

bedzie srednig dhugosci n obliczany po odrzuceniu ¢ poczatkowych zmiennych.
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6.6.10 Stwierdzenie. Dla dla taricucha nieprzywiedinego, odwracalnego startujgeego z dowolnego
rozktadu &, MSE¢ mozna oszacowaé w nastepujgcy sposcb:

el — 0 < 50%(f) + Nx(m.€) max | (o)

gdzie X = max (A1, 0) 4 A = max(A, [Ag—1]).

Dowdd. Na mocy Stwierdzen 6.6.9 i 6.6.5 mamy

Ee(Orn — 0)* = Eeen(X:) < Exen + [Eeen(Xy) — Exeyl

A
< oD + AT Eoen)
3
()T o N () max )
bo enly) < ma [ F()[%, a wice o(en) < max, £ (2)]? =

Nierownos$é¢ podane przez Aldousa w cytowanej pracy byta nieco inna.

6.6.11 Stwierdzenie (Aldous, 1987). Dla dla taricucha nieprzywiedinego, odwracalnego startujq-
cego z dowolnego rozktadu § mamy nastepujgce oszacowanie btedu MSE;:

t
R 1
Ee(Bun — )2 < <1+ A) 1+§02<f>,

Tk

gdzie ™ = min, m(x).

Dowadd. Istotnie, zalézmy, ze laricuch startuje z deterministycznie wybranego punktu x € X, czyli
¢ = P(x,-). Jesli otrzymamy oszacowanie niezalezne od x, dowodd bedzie zakoriczony.

E:c(ét,n - ‘9)2 = ZPt(xvy)en(y)
Y

= Pla,yenly) =Y Pt(x’y)ﬂ(y)en(y)

m(y)

< <1 + :) > m(y)enly) = (1 + :) MSE..

*
Yy

i zastosujmy Stwierdzenie 6.6.9. Wykorzystalismy tu nieréwnosé¢ P'(x,y)/n(y) < 1+ A/, ktora
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wynika z rozktadu spektralnego:

Pt
(@9) _ prg=1(g,y) = 17 P11,
m(y)
d—1 d—1
= 1;— Z )\ﬁvw;rly =1+ 1;— Z )\ﬁviv;rly
=0 1=1
d—1
ST+ 1 v 1]
=1
d—1 d—1

ST+ D (1] 0:)? (v;1))?
: —

N
Il
—
-
Il

A A
<1+ <1+ —.
m(z)\/7(y) T
W powyzszym wzorze symbol 1] oznacza wektor (0,...,0,1,0,...,0), gdzie jedynka stoi na a-tym

miejscu. SkorzystaliSmy z nieréwnosci Schwarza. O
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Rozdzial 7

Sekwencyjne Monte Carlo

7.1 Ukryty model Markowa

Rozwazamy pare proceséw stochastycznych z czasem dyskretnym: (Xo.x, Yo.)-

X = Xox = (Xo, X1, ..., Xk) jest lancuchem Markowa (nieobserwowalnym).

Y = Yo = (Yo, Y1,...,Y)) jest procesem obserwacji (interpretujemy Y; = y; jako informacje
o zmiennej X, z losowym bledem).

Laczny rozklad prawdopodobienistwa: p(z,y) = p(x)p(y|z), gdzie © = zo.k, ¥ = Youk-

Interesuje nas rozktad a posteriori p(x|y).

Graficzne przedstawienie struktury zalezno$ci zmiennych w naszym modelu jest nastepujace:

)1'0%)1'1—> _ j—lﬁXj—> — X5
Yy Y, Y Y; Y,

Uwaga. Uzywamy notacji zwieztej i sugestywnej, ale niejednoznacznej. Symbol p jest ogblnym
oznaczeniem prawdopodobienistwa lub gestosci prawdopodobienistwa i w zaleznosci od kontekstu
oznacza rozne funkcje. Dla unikniecia nieporozumieri, ponizej wprowadzimy jawne oznaczenia dla
prawdopodobienistw przejscia, rozktadu poczatkowego i funkeji wiarygodnosci.

e Lancuch Markowa Xo, X1, ..., X} ma prawdopodobienstwa przejscia T'(xj—1,z;) = p(zj|zj—1) =
p(xj|zo.j—1). Rozktad poczatkowy oznaczymy przez v(zo) = p(xo).

e Zmienna losowa Y; zalezy tylko od X;. Funkcje wiarygodnosci oznaczymy przez w(z;,y;) =
p(y;le;).

165
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W tej notacji, taricuch Xg.; ma rozktad prawdopodobienstwa

e

(7.1.1) p(zox) = v(zo H (Tj1,2;5)-

Zgodnie z terminologia statystyki bayesowskiej jest to rozktad a priori (przed zaobserwowaniem
danych).

Laczny rozktad prawdopodobieristwa zmiennych Xg., Yo.1 jest dany wzorem
k
p(To:k, Your) = v(zo)w(zo, Yo H (@j—1,z5)w(@;), y5)-

Uwaga. W tym wzorze lewa strona oznacza gesto$é na przestrzeni X5+ x VF+1 wyposazonej w
miare dzoxdyox = J[;dz;[[;dy;. Na ogodl jest to po prostu miara Lebesgue’a (gdy X C R i
Y C RY) lub miara liczaca (gdy X' i ) sa skoniczone). Oczywiscie, v(-) 1 T'(xj_1,-) sa gestosciami
na (X,dz;), zas w(z;,-) jest gestoscia na (Y, dy;).

Zaktadamy, ze funkcje v, T' i w sg znane (nie zaleza od nieznanych parametréw). Interesuje nas
rozklad a posteriori, ktéory oznaczymy

m(zox) = p(To:k|Yo:k)-

Poniewaz obserwacje y; sa, jak zwykle w statystyce bayesowskiej, traktowane jako stale, w naszej
notacji pomijamy zalezno$é od yg.x.

Ze wzoru Bayesa mamy

k
(7.1.2) m(2o:k) = %V(fﬂo)w(ivm o) [ [T (i1, w)w(ze, me),
t=1

gdzie stata normujaca z jest rozktadem brzegowym obserwacji, p(yo.x). Jest to bardzo nieprzyjemna
(zazwyczaj niemozliwa do obliczenia) catka

K
z = p(Yo:k) :/Xk+1 w(zo, yo) [ [ T(we—1, m)w(@e, yo)dzos.
t=1

Sekwencyjne algorytmy Monte Carlo (SMC) pozwalaja przybliza¢ (w odpowiednim sensie) docelowy
rozktad a posteriori w przy pomocy rozktadéw empirycznych symulowanych zmiennych losowowych.
,Przy okazji” otrzymuje sie przyblizenie (estymator Monte Carlo Z) stalej z.
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7.2 Algorytmy SIS i PF

Rozktadem docelowym jest rozktad a posteriori m(xo.) = p(xo.x|yo.x) na przestrzeni X*1 czyli na
przestrzeni trajektorii ukrytego tancucha Xg.x, wzor (7.1.2).

Algorytm SIS, sekwencyjne losowanie istotne jest to po prostu algorytm losowania istotnego (IS2),
w ktorym losowanie i wazenie wykonuje sie sekwencyjnie (krok po kroku). Rozkladem instrumental-
nym jest rozklad a priori dany wzorem (7.1.1). Losuje sie n trajektorii dtugosci k + 1. Oznaczymy
te trajektorie 56: o dlai=1,...,n. Bedziemy méwili obrazowo, ze &l jest ,polozeniem i-tej czastki
w chwili ¢”. Trajektorii &, przypisujemy wage w(&) ., yo:x). Algorytm SIS kolejno generuje punkty
&l i oblicza wagi w(€l,, yo.t), dla t =0,1,... k.

Algorytm PF (filtr czqsteczkowy, Particle Filter) rozni sie od algorytmu SIS wprowadzeniem kroku
reprobkowania (resampling). W kazdej chwili ¢ ,redukujemy wagi do 1”7 przez wylosowanie (ze
zwracaniem) n punktéw ze zbioru n-elementowego {£} ,...,&" |}, z prawdopodobiefistwami pro-
porcjonalnymi do wag: {w(&t 1, ye-1), .., w(E" 1, y:-1)}. ,Populacja” czasteczek ewoluuje zgodnie
z zasada ,doboru naturalnego”: czasteczki z wyzszymi wagami maja wiecej potomstwa, rozmnazaja
sie, a czasteczki z malymi wagami wymierajg bezpotomnie.

Algorytm SIS (Sequential Importance Sampling)

Input: v(-), T(,-), w(,Y)e=01,. k-
{ Inicjalizacja }
for 1=1,...,n
Gen & ~ v(-);
Oblicz W¢ = w(&,vo);
endfor
{ G1éwna petla }
fort=1,...,k
for 1=1,...,n
{ Propagacja }
Draw & ~T(&_1,- )5 &b = (Eu-1.€1)s
{ Wazenie }
Oblicz W{ =w(&, ye); Wi, = Wi Wis
endfor

endfor

o . . ,
Output: (&5 Wop)i=t1,m» Z = Wou = 5 22521 Wy,

.. . ; . . . . At ,
W ponizszym pseudo-kodzie, czasteczka £ w momencie t wybiera (losuje) rodzica &, t,: w ten sposob
) t t—1
realizuje sie losowanie ze zwracaniem.
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Algorytm PF (Particle Filter)

Input: v(-), T(,-), w(,Y)e=01,. k-
{ Inicjalizacja }
for i=1,...,n
Gen & ~v();
Oblicz wage W¢ = w(&),v0);
endfor
{ Giéwna petla }
for t=1,...,k
for i=1,...,n
{ Reprébkowanie }
Wylosuj A} z prawdopodobienstwem P(A! = j) M@il (j=1,...,n);
{ Propagacja }
Gen & ~ T(gﬁp' )5 &= (géi—lvﬂﬁ
{ Wazenie }
Oblicz W} = w(&l, y);
endfor
endfor

Output: (gézk,Wé)izl,‘..,n: Z= Hf:o Wi

- T 1 n 7
Oczywiscie, Wy oznacza - > i" | W,

Zaleznosci pomiedzy zmiennymi dla algorytméw SIS i PF obrazuja nastepujace dwa schematy.
Strzatki wskazuja rodzicow. Dla algorytmu SIS méwimy, ze rodzicem & jest £, ;| co wyraza fakt, ze

5?‘ ~ T(&i_l, )

t=20 t=1 t=2 t=3
i=1 & & & &
i=2 & 3 3 &
i=3 & & & 3

Przyktadowa strukture zaleznosci dla algorytmu PF przedstawia nastepny diagram.
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t=0 t=1 t=2 t=3

i=1 =& & &

=2 & g8 &
\ /

=3 g g——g——g

Mamy tutaj Al =1, A2 =1, A3 = 2,‘A§ = 2 itd. W kroku propagacji losujemy zatem & ~ T'(&}, ),
€2 ~ T(gl, ) itd. Ogolnie, & ~ T (&1, -).
Na koricu algorytmu PF dodamy jeszcze jeden krok: wylosujemy jedng z czasteczek 5}"{ z prawdo-

podobienistwem proporcjonalnym do wagi W,i Jesli ta wylosowang czasteczka bedzie &f, to &,

oznacza linie jej przodkéw. Formalnie, mozemy zdefiniowaé przez indukcje wsteczng linie przodkow

s, mianowicie B, = s, By_y = APt dla t = k,...,1 1 wtedy &, = (6°,&P",...,&). Prosze

przesledzi¢ komentarz dotyczacy przyktadowego schematu pod pseudo-kodem. Zwr6¢my uwage na
instrukceje &, = (ggf;_l,gg') w algorytnie PF, w ktorej ukryta jest indukcja wsteczna. W istocie,

,dolepiamy” tu nowe polozenie ¢ do dotychczasowej linii przodkéw fﬁ_l.

Algorytm PF z losowaniem wyrdéznionej czasteczki:

{ Cigg instrukcji identyczny jak w algorytmie PF }

{ Losowanie wyréznionej czasteczki }
Wylosuj S z prawdopodobiefstwem P(S =s) x Wi (s=1,...,n); X, =&,
Output: X7, Z* :Hfzo W,. { Z* jest tylko nowym oznaczeniem 7}

Wréémy do przyktadu przedstawionego na poprzednim schemacie i wyobrazmy sobie, ze wyrézniona
zostala czasteczka &3 (to znaczy, w koicowym momencie ¢ = 3 wylosowalismy S = 2).
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t=0 t=1  t=2  t=3

i=1 g ~—¢f & 3

i= & g~——8 3
\

i= & fee——g-—-2¢

Linia przodkéw wyrdznionej czasteczki jest oznaczona podwojna linia: zgodnie z nasza konwencja
oznaczeniowa jest to ciag 3.5 = (€3,€3,65,€3).

7.3 Czasteczkowe algorytmy MCMC: pMCMC

Kazdy z algorytmow pMCMC generuje ciag (X (m), m = 0,1, ...) zmiennych losowych w przestrzeni
Xk czyli w przestrzeni trajektorii ukrytego tancucha Xo.,. Ten ciag jest zbiezny do rozktadu do-
celowego, ktorym jest rozktad a posteriori m(xo.x) = p(xo:x|yox), wzor (7.1.2). Zeby zrozumieé
dziatanie tych algorytméw, trzeba zdefinowaé taricuch Markowa na rozszerzonej przestrzeni sta-
noéw, mianowicie na przestrzeni konfiguracji algorytmu PF. Przez konfiguracje rozumiemy rodzine
wszystkich zmiennych losowych produkowanych przez PF, czyli (&}, A)i=1,. ., oraz S.

Czasteczkowy niezalezny algorytm Metropolisa-Hastingsa (pIMH)

Niezalezny algorytm Metropolisa-Hastingsa to algorytm, w ktérym propozycje losuje sie niezaleznie
z tego samego rozkladu o gestosci q. (Markowowska zaleznos¢ pomiedzy kolejnymi krokami wynika
z reguly akceptacji ktéra w tym przypadku przyjmuje postaé

(7.3.1) a(z,2’) =

Algorytm pIMH generuje laicuch Markowa (X (m), Z(m)) na rozszerzonej przestrzeni X5+1 x R,
gdzie X (m) = Xo.x(m) jest aktualng trajektoria ukrytego procesu Xy, zas Z(m) jest aktualnym
estymatorem statej normujacej z. Ponizej opisujemy regute aktualizacji, okreslajaca prawdopodo-
biefistwo przejscia ze stanu (X (m — 1), Z(m — 1)) = (X, Z) do stanu (X (m), 2(m)) = (X0 7).
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Algorytm pIMH (particle Independent Metropolis-Hastings), 1 krok

Input: Xg.k, Z 1 zapamietane z poprzedniego kroku }
Wykonaj PF i zapamietaj:
e Nowa wyrdzniong trajektorie Xg,,
e Nowy Z*.
Gen U ~ U(0,1)
if U< Z*/Z then
P =Xt s Z':=2* { ruch zaakceptowany }
else
X = Xows 7' =7 { ruch odrzucony }
endif

/ 71!
return X;,., Z .

7.3.2 Twierdzenie. pIMH zachowuje docelowy rozktad a posteriori

. _ p(xok: Yor)
m(zo:k) = p(To:k|Yo:x) P(Yo:x)

k
1
Zg xo,yo HT l’t 17331: (l’uyt)-
t=1

Doktadniej, rozktad stacjonarny tanicucha pIMH na rozszerzonej przestrzeni standw, zmarginali-
zowany do rozktadu na przestrzeni trajektorii (zapominamy o wspdtrzednej z), jest rozktadem a
posteriori p(xo.x|yo.k). Cigg X (m) zmierza do tego rozktadu docelowego.

Dowdd tego twierdzenia podam w nastepnym podrozdziale.

Opisze teraz kolejny algorytm rodziny pMCMC, mianowicie czasteczkowy probnik Gibbsa (pGS,
particle Gibbs Sampler). Pomyst polega na tym, zeby w pojedynczym kroku taiicucha Markowa,
trajektorie jednej z czqsteczek wzia¢ z poprzedniego kroku (w pseudo-kodzie ponizej jest to trajek-
toria ostatniej, n-tej czasteczki) i traktowac jako ustalona. Pozostale czasteczki ewoluuja tak, jak
w algorytmie PF (przy losowaniu rodzica moga wybraé¢ rowniez czasteczke n). Na koricu ,zapomi-
namy” o ustalonej trajektorii i wybieramy nowa wyrdzniong trajektorie identycznie jak w algorytmie
PF. Ta nowa trajektoria bedzie przekazana do nastepnego kroku. Ponizszy pseudo-kod przedstawia
regute aktualizacji X (m — 1) = X, (wejscie) do X (m) = X{,. (wyjscie).
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Algorytm pGS (particle Gibbs Sampler), 1 krok

Input: v(-), T(,-), w(,Yt)t=01, k> X0k-

{ Trajektoria n-tej czgsteczki &y, jest ustalona }

fort=1,...,k
=Xy WP i=w(&ly); AP =1 —1;
endfor
{ Wykonujemy ,,warunkowy PF’’, przy ustalonej trajektorii &j,: }
{ Inicjalizacja pozostalych czasteczek }
for 1=1,...,n—1
Gen & ~ v(-);
Oblicz W¢:=w(&,yo);
endfor
{ Giéwna petla }
for t=1,...,k}
for 1 =1,...,n—1
{ Reprébkowanie }
Wylosuj A! z prawdopodobienstwem P(A! = j) W@il G=1,...,n);
{ Propagacja }
Gen é§'~/7151?1,-); £&t:=:(£éf_17£§);
{ Wazenie }
Oblicz W} = w(&l, y);
endfor
endfor
{ Wybierz nowa wyrézniona trajektorie }
Wylosuj S’ z prawdopodobiedstwem P(S' =s') ox W7 (s' =1,...,n);
Xok = Eon-

Output: X .

7.3.3 Twierdzenie. Algorytm pGS zachowuje rozktad a posteriori

m(To:k) = P(To:k|Yo:k)-

Laricuch Markowa X (m) generowany przez algorytm pGS zmierza do tego rozktadu.

Dowdd tego twierdzenia podam w nastepnym podrozdziale.
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Co prawda Twierdzenie 7.3.3 zapewnia, ze algorytm pGS jest poprawny, ale szybko$é zbieznosci do
rozktadu docelowego nie jest satysfakcjonujaca. Na czym polega problem, wyjasnia Rysunek ?77.
Chodzi o to, ze wiele trajektorii o réznych koricach moze mie¢ ten sam poczatek. W rezultacie,
wybierajac nowy koniec wyréznionej trajektorii, S, mamy duza szanse na to, ze jej poczatek bedzie
taki sam jak poczatek starej trajektorii, odziedziczonej z kroku poprzedniego. To zjawisko, okreslane
jako ,degeneracja trajektorii”’, powoduje, ze pGS niezle estymuje rozklad a posteriori blisko korica,
ale marnie estymuje rozktad a posteriori blisko poczatku. Jest jednak prosty sposéb poprawienia
pGS przez wprowadzenie ,losowania przodkow” (ancestor sampling).

Algorytm pGAS (particle Gibbs with Ancestor Sampling)

Input: v(-), T(,-), w(Ye)t=01, k> X0:k-
{ Tak samo jak pGS, ale NIE wykonujemy instrukcji A} :=t—1 }
fort=1,...,k
Pi= X W= w(Eu);
endfor
{ Tak samo jak pGS, tylko w giéwnej petli dodajemy losowanie A} : }
for t=1,...,k}
for i=1,...,n—1
{ Reprébkowanie }
Wylosuj A! z prawdopodobiedstwem P(Aizzj)a:ﬂ@ll (G=1,...,n);
{ Propagacja }
Gen & ~ T(§%1.- )5 &by = (G 1.6);
{ Wazenie }
Oblicz W} = w(&,u);
endfor
Wylosuj A} z prawdopodobieistwem P(A} = j) a:ﬂ@117(§£4j§f)
(j=1,...,n);
b= (1,613
endfor

{ Dalej tak samo jak pGS }

7.3.4 Twierdzenie. Algorytm pGAS zachowuje rozktad a posteriori

7r(-’I;O:k) = p($0:k \?Jo:k)'

Laricuch Markowa X (m) generowany przez algorytm pGAS zmierza do tego rozktadu.

Poréwnanie Rysunku 7.3 z Rysunkiem 7.2 pokazuje efekt ,losowania przodkéw”.
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7.4 Kluczowy lemat i dowody poprawno$ci algorytmow
pMCMC

Rozklad extended proposal

Lgczny rozktad prawdopodobieristwa wszystkich zmiennych w algorytmie PF| czyli 5(1)2 i A%Z iS
nazywamy rozszerzonym rozktadem propozycji, extended proposal. (Najwazniejszy pomyst polega na
rozwazeniu rozktadu prawdopodobiefistwa na rozszerzonej przestrzeni stanéw, sktadajacej sie z wielu
,probnych” trajektorii ukrytego taricucha Markowa.) Ten rozktad bedziemy oznaczali symbolem
1. Wartosci zmiennych losowych A, W, Z bedziemy oznaczali maltymi literami a, w, 2. Chwila
zastanowienia wystarczy, zeby zauwazy¢, ze

n k n al
D&, k) = HV&) HH = 1T(£t L&)
=1 t=1 1

gdzie W; = % S WEIWE = w(&, yr). Jesli rozwazymy dodatkowo wybér wyréznionej czasteczki,
to otrzymamy rozktad

S
1 1in lin _1in k
O]k, S) = a
(&oik > ark, s) = V(&K ar' )an
Pamietajmy, ze trajektoria wyréznionej czasteczki jest zdefiniowana jako &7, = ( 80, 11)1, ceey 2’“ ),

gdzie by = s, by_1 = ai’t, dlat=Fkk—1,...,1. Wroémy do przyktadowego, wczesniej juz rozpatry-
wanego grafu:

1=1
) \ /52/ |
i=3 & G§e=——=g-——¢

W = (&) (&)v (53)

x“’OT@o,&l) (50,51) T, €7)

nwg

. —L(&, &)L 1(¢8,63) 1T<£1,52>

nwi

o 08 —27(g3,64)—= vy STE &), vy EAGR)

nws

2
w3

nws
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Rozklady extended proposal i extended target

Rozszerzony rozktad propozycji, extended proposal jest dany wzorem:

n ' k n Wa_i o ] W
wihsatios) = [Tvten) | TITT T (666 | i

i=1 t=1i=1

Kluczowe jest nastepujace wyrazenie:

: : b b b 1
w(g(l):l??a%:?l:?s) [H i 1 ( tt 11’ ft>] Wkk nk+1
(7.4.1) LGRNAN)
n A k n Wai
x HV(fé)HHn (ft 1 t)
i#bo t=1 i=1
Z;ﬁbt

Dowdd réwnosci (7.4.1). Dowod polega na przestawieniu kolejnosci czynnikow we wzorze na 1/} Na
poczatku grupujemy czynniki ,wzdl6z wyrdznionej trajektorii ”. Przypomnijmy, ze 2 = Ht OWt
Poniewaz rozwazamy 1) pomnozone przez Z/z, to skracaja sie mianowniki wg, @y . .. Wy i otrzymu-
jemy wyrazenie oznaczone symbolem 7 (pojawia sie jeszcze czynnik 1/nF1). Pozostate czynniki
odpowiadaja tym parom (at,i), ktore nie leza na wyréznionej trajektorii, czyli i # b;. O

Najwazniejszy lemat sprowadza sie do odpowiedniej interpretacji czynnikow we wzorze (7.4.1).

7.4.2 Lemat (Kluczowy!).

Ln 1: bo ¢b by L
w(ﬁo:ﬂaﬁgas); =7( 0581 s kk) nk+1
rozktad docelowy

X Q!)cond(éo ks @0: k|£b0 k)

rozktad ,warunkowego PF”

Symbol ¢ po prawej stronie oznacza rozszerzony rozktad docelowy, czyli extended target.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze m we wzorze (7.4.1) jest (prawidtowo unormowanym) rozkladem
a posteriori p(zo.x|yo.x) dla zop = 5.5~ Czynnik oznaczony tcong jest rozktadem prawdopodobieri-
stwa ,warunkowego PF” okreslonego w algorytmie pGS. Czynnik 1/n*+1 jest obecny dlatego, ze w
kazdym czasie t = 0,1, ..., k, wyr6zniona czasteczka moze mie¢ numer i = 1,...,n. (,Warunkowy
PE” zostal zapisany w ten sposob, ze wyrozniona czasteczka ma zawsze numer n). O
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PrzedledZzmy ten dowdd kluczowego lematu na przykladzie:

t=20 t=1 t=2 t=23
-1 g——d 4 :
=2 g g——g" g
=3 g ge—g—¢

Konfiguracja pokazana na tym rysunku jest wylosowana z prawdopodobienistwem 1,

W = v(&)v (v (&)

X ws —7(&4, 51) wo T(fmfl)

TLU)

wl ’11)1 wl
X iy T(§1 52) T(§17£2) T(flafz)

xw2T<£2,§3> T(g, )% RAGHS

nway

U) O

T(fo &)

2
w3

nws

1 1 1 1
TMIJO nwi nNws NWs

= v(E)wiT (&, EHwiT (€}, E)wiT (€3, &3)w3
x V(£5) (58)
xw°T<so,§1> 76, £7)

nwo

X wi T(§17§2) T(&,63)

n
w3 w3
X b —2.T(£2,£3) ey —2T(£3,83)

X T,bcond(' T )

Czerwonym kolorem sa oznaczone czynniki odpowiadajace wyroznionej trajektorii (podwojne strzatki
w grafie).
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Mozemy teraz wyjaéni¢ nazwy nadane rozkladom ¢ i ¢ powyzej:

e 1) = extended proposal — tgczny rozktad prawdopodobienistwa wszystkich zmiennych w algo-
rytmie PF (uzywany jako rozklad propozycji w algorytmie pIMH).

o ¢ = extended target — rozktad dla ktorego rozktadem brzegowym jest 7, czyli rozktad docelowy
(target).

Innymi stowy, rozszerzony rozktad propozycji ¢ mozemy zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob:

e Wyobrazamy sobie, ze losujemy trajektorie Xo., ~ m. (Oczywiscie, tego nie umiemy zrobic,
ale mozna sobie wyobrazi¢.)

e Wybieramy losowo ciag indeksow by.;, ze zbioru {1,...,n}*+1,
e Umieszczamy trajektorie ggﬂ,j = Xk
e Uruchamiamy ,warunkowy PF”.

Zasadnicze twierdzenia dotyczacze algorytméw pMCMC sg tatwymi wnioskami z Lematu 7.4.2. Na
poczatek przytoczymy dowdd nieobcigzonosci estymatora Z.

7.4.3 Twierdzenie. Na wyjsciu algorytmu PF, Z = Hf:o W jest nieobcigzonym estymatorem
statej normujgcej Z,

sz =z
Dowdd. Poniewaz
z
711(5(1)k>a1 Z?S); = ¢(€ék7a1 278)7

wiec

O

Dowdd Twierdzenia 7.5.2. Symulujemy laiicuch Markowa X(m) na przestrzeni konfiguracji PF,
zgodnie z reguta IMH. Zauwazmy, ze konfiguracja PF jest wazonym grafem z = ( éjg,aéiz,s) €
XD 5 (12 n)™F x (1 : n). Stosujemy regute akceptacji MH, przyjmujac za 1 za rozklad

propozycji i ¢ za rozktad docelowy. Z Kluczowego Lematu wynika, ze

alz,z*) = o(ar)(x)
ST da)d)

ot 3

z
z

Al

Lancuch X(m) zachowuje wiec rozszerzony rozktad docelowy ¢. Wiemy (z Kluczowego Lematu),
ze ¢ zmarginalizowany do wyrédznionej trajektorii jest rozktadem docelowym . O
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time

Rysunek 7.1: ,Chmurki punktéow” generowane przez PF.
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Rysunek 7.2: Trajektorie generowane przez pGS.
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Rysunek 7.3: Trajektorie generowane przez pGAS.
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