Egzamin: Symulacje stochastyczne

UMK, luty 2010.

1. Zmienna losowa X jest generowana przez nastepujacy algorytm:

Gen U ~U(0,1);
if U<% then X :=2xU else X :=U;
Return X.

(a) Podaj rozktad (gestosé) zmiennej losowej X.

(b) Zalozmy, ze X1,...,X,,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie takim samym jak X. Podaj limnﬁoo% o Xi (w sensie
zbiezno$ci prawie na pewno).

(c) Napisz fragment kodu w R, ktéry generuje n niezaleznych zmien-
nych losowych X3, ..., X, o rozkladzie takim samym jak X. Uwaga:
Pamietaj, ze konstrukcje bez petli for sa preferowane.

2. Rozwazmy nastepujacy fragment kodu w R, realizujacy algorytm elimina-
cji:
X <- runif(an,-1,1)
Y <- runif(an,-1,1)
R2 <- X"2+Y"2
R <- sqrt(R2)
R <- R[R<1]
N <- length(R)

Uwaga: Pamietaj, ze funkcja runif (n,min,max) generuje n zmiennych
losowych o rozktadzie jednostajnym na przedziale [min,max].

Liczba n jest dana. Na wyjsciu otrzymujemy wektor R zawierajacy losowa
liczbe N zmiennych losowch R[1],...,R[N] niezaleznych, o jednakowym
rozktadzie.

(a) Podaj rozklad prawdopodobienstwa (dystrybuante) zmiennych loso-
wych R[i] na wyjsciu z algorytmu.

(b) Podaj wartos¢ oczekiwana EN.

(¢) Podaj rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej N.
3. Niech
p=P(X*+YV?<1),

gdzie X 1Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie jednostajnym U(—1,1). W celu estymowania prawdopodobieristwa p



metodg MC, generujemy 2n niezaleznych zmiennych losowych Xi,Y7,...,
Xn, Y, orozkladzie U(—1,1). Estymator p,, jest nastepujacy:

1 n
iy =~y [(X?+Y2<1).
bn=— ; (X7 +Y7 <1
(a) Oblicz E(pn).
(b) Oblicz Var(p,).
(c) Podaj w przyblizeniu dla jakiej liczby n bedzie spelniony warunek

P(|p, — p| < 0.001) > 0.95). Skorzystaj z» CTG, przyjmujac, ze
kwantyl rzedu 0.975 rozkladu N(0, 1) jest rowny 2.

4. Przestrzenig stanéw taricucha Markowa jest X = {—1,0,1}%. Na prze-
strzeni X okreslona jest relacja ,sasiedztwa’

(w1, 22) ~ (y1,92) jesli o1 — yi| + |22 — yo| = 1.

Graf ,sasiedztwa” jest pokazany na tablicy.

Niech N(x) oznacza liczbe sasiadoéw punktu x € X (na przyktad N(0,0) =
4, N(1,1) = 2, N(0,1) = 3). Prawdopodobieristwa przejscia taricucha
Markowa sa dane wzorem:

1 . . )
Qlo.y) = 7N(m) jesli x ~ y;

0 w przeciwnym przypadku.

(stowami: @ opisuje bladzenie po grafie, w kazdym kroku przechodzimy
do jednego z sasiednich punktéw z jednakowym prawdopodobienistwem).

(a) Poda¢ prawdopodobienstwa przejécia w 2 krokach: Q2((—1,1), (1,1))
i Q2((_]—7 1)a (07 0))
(b) Znalez¢ rozklad stacjonarny 7 dla taricucha o macierzy Q.

Wskazéwka: Latwo znalezé wektor 7 speliajacy warunek odwra-
calnosci: 7(x)Q(x,y) = 7(y)Q(y,x). Trzeba jeszcze ten wektor 7
unormowac.

(¢) Rozwazmy tancuch Metropolisa-Hastingsa o prawdopodobienstwach
przejécia
P(z,y) = Qz,y)a(x,y) dla z #y,
gdzie a(x,y) jest prawdopodobienstwem akceptacji ruchu. Podaé ta-

kie a(z,y), zeby rozklad stacjonarny lancucha o macierzy P byl jed-
nostajny, U(X).



