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1. Zmienna losowa X jest generowana przez nast¦puj¡cy algorytm:

Gen U ∼ U(0, 1);
if U < 1

2 then X := 2 ∗ U else X := U;

Return X.

(a) Podaj rozkªad (g¦sto±¢) zmiennej losowej X.

(b) Zaªó»my, »e X1, . . . , Xn, . . . s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o
rozkªadzie takim samym jak X. Podaj limn→∞

1
n

∑n
i=1 Xi (w sensie

zbie»no±ci prawie na pewno).

(c) Napisz fragment kodu w R, który generuje n niezale»nych zmien-
nych losowych X1, . . . , Xn o rozkªadzie takim samym jak X. Uwaga:
Pami¦taj, »e konstrukcje bez p¦tli for s¡ preferowane.

2. Rozwa»my nast¦puj¡cy fragment kodu w R, realizuj¡cy algorytm elimina-
cji:

X <- runif(n,-1,1)

Y <- runif(n,-1,1)

R2 <- X�2+Y�2

R <- sqrt(R2)

R <- R[R<1]

N <- length(R)

Uwaga: Pami¦taj, »e funkcja runif(n,min,max) generuje n zmiennych
losowych o rozkªadzie jednostajnym na przedziale [min,max].

Liczba n jest dana. Na wyj±ciu otrzymujemy wektor R zawieraj¡cy losow¡
liczb¦ N zmiennych losowch R[1],...,R[N] niezale»nych, o jednakowym
rozkªadzie.

(a) Podaj rozkªad prawdopodobie«stwa (dystrybuant¦) zmiennych loso-
wych R[i] na wyj±ciu z algorytmu.

(b) Podaj warto±¢ oczekiwan¡ EN.
(c) Podaj rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej losowej N.

3. Niech

p = P(X2 + Y 2 < 1),

gdzie X i Y s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªa-
dzie jednostajnym U(−1, 1). W celu estymowania prawdopodobie«stwa p
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metod¡ MC, generujemy 2n niezale»nych zmiennych losowych X1, Y1, . . . ,
Xn, Yn o rozkªadzie U(−1, 1). Estymator p̂n jest nast¦puj¡cy:

p̂n =
1
n

n∑
i=1

I(X2
i + Y 2

i < 1).

(a) Oblicz E(p̂n).

(b) Oblicz Var(p̂n).

(c) Podaj w przybli»eniu dla jakiej liczby n b¦dzie speªniony warunek
P(|p̂n − p| 6 0.001) > 0.95). Skorzystaj z CTG, przyjmuj¡c, »e
kwantyl rz¦du 0.975 rozkªadu N(0, 1) jest równy 2.

4. Przestrzeni¡ stanów ªa«cucha Markowa jest X = {−1, 0, 1}2. Na prze-
strzeni X okre±lona jest relacja �s¡siedztwa�:

(x1, x2) ∼ (y1, y2) je±li |x1 − y1|+ |x2 − y2| = 1.

Graf �s¡siedztwa� jest pokazany na tablicy.

Niech N(x) oznacza liczb¦ s¡siadów punktu x ∈ X (na przykªad N(0, 0) =
4, N(1, 1) = 2, N(0, 1) = 3). Prawdopodobie«stwa przej±cia ªa«cucha
Markowa s¡ dane wzorem:

Q(x, y) =


1

N(x)
je±li x ∼ y;

0 w przeciwnym przypadku.

(sªowami: Q opisuje bª¡dzenie po gra�e, w ka»dym kroku przechodzimy
do jednego z s¡siednich punktów z jednakowym prawdopodobie«stwem).

(a) Poda¢ prawdopodobie«stwa przej±cia w 2 krokach: Q2((−1, 1), (1, 1))
i Q2((−1, 1), (0, 0)).

(b) Znale¹¢ rozkªad stacjonarny π dla ªa«cucha o macierzy Q.

Wskazówka: Latwo znale¹¢ wektor π̃ speªniaj¡cy warunek odwra-
calno±ci: π̃(x)Q(x, y) = π̃(y)Q(y, x). Trzeba jeszcze ten wektor π̃
unormowa¢.

(c) Rozwa»my ªa«cuch Metropolisa-Hastingsa o prawdopodobie«stwach
przej±cia

P (x, y) = Q(x, y)a(x, y) dla x 6= y,

gdzie a(x, y) jest prawdopodobie«stwem akceptacji ruchu. Poda¢ ta-
kie a(x, y), »eby rozkªad stacjonarny ªa«cucha o macierzy P byª jed-
nostajny, U(X ).
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