Egzamin: Symulacje Stochastyczne, IT termin, ROZWIAZANIA

MIM UW, Sierpiefi 2017.

1. Zmienna losowa S jest generowana przez nastepujacy algorytm (zapisany w “pseudokodzie”):

repeat
Gen X ~ U(0,1);
Gen Y ~ U(0,1);
S =X+4+Y;
until S < 1;
return(S).

(a) Podaj dystrybuante zmiennej losowej S.

(b) Podaj gesto$é zmiennej losowej S.

ROZWIAZANIE: (X,Y) ma rozklad jednostajny na tréjkacie
{(z,y) ;2 >0,y >0,z +y < 1}, wiec

(a) P(S<s)=s%dla0<s<1.
(b) fs(s)=2s,dla0<s<1.



2. Dla podanych ponizej kodéw w R, jaki jest rozklad zmiennych losowych Y?

(a) X <- rexp(n)
Y <- pexp(X)

(b) X <- rnorm(n)
Y <- pnorm(X)

ROZWIAZANIE: W obu przypadkach Y = Fx(X), wiec Y ~ U(0,1).




3. Dana jest funkcja rboob(n) zwracajaca n niezaleznych zmiennych losowych o skonczonej
wartoéci oczekiwanej u i skoficzonej wariancji 2. Zaréwno p jak i o sa nieznane.

Ponizej dany jest kod wywotany w interpreterze R, oraz rezultaty wywotania tego kodu:

n <- 400

X <- rboob(n)
mean (X)

[1] 50

var (X)

[1] 625
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(a) Podaj asymptotyczny przedzial ufnosci dla p o wspélezynniku ufnosci 1 — o = 0.95.
(Kwantyl rzedu 1 — /2 = 0.975 rozktadu normalnego N(0, 1) jest w przyblizeniu réwny
2.)

(b) Ile zmiennych nalezy wygenerowaé zeby obliczy¢é p z dokladnoscia 0.0017 (obliczenie
z dokladno$cia € oznacza, ze jesteS w stanie podaé przedzial ufnosci o dlugosci 2¢ i
wspoélezynniku ufnosci 1 — a = 0.95.) Uwaga: Nie oczekujemy rygorystycznego wy-
prowadzenia najmniejszej mozliwej liczby zmiennych ktére nalezy wygenerowaé, tylko
rozsadnego oszacowania tej wartosci wraz z uzasadnieniem.

ROZWIAZANIE: Przedzial ma postaé¢ p= X + Z\/—(z, wiec
n

(a) 5042 %25/20 = 50 & 2.5.
(b) na (103 % 2% 25)2 = 2.5 % 10°.



4. Przestrzenia stanéw tancucha Markowa jest X = {—1,0,1}2. Na przestrzeni X okreslona jest
relacja ,sasiedztwa’:

(w1, 22) ~ (y1,¥2) jeSli |z1 — yi| + 22 — yo| = 1.

Graf ,sasiedztwa’ jest pokazany na rysunku.
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Niech N(z) oznacza liczbe sasiadéw punktu x € X. Prawdopodobienstwa przejécia tancucha
Markowa sa dane wzorem:

1
U
Qz,y) = { N(@) 1778

0 w przeciwnym przypadku.

(slowami: @ opisuje bladzenie po grafie, w kazdym kroku przechodzimy do jednego z sasied-
nich punktéw z jednakowym prawdopodobiefistwem).

(a) Znalezé rozklad stacjonarny 7 dla lancucha o macierzy Q.

Wskazdwka: Zauwaz, ze N(x)Q(z,y) = N(y)Q(y, z). Przypomnij sobie warunek odwra-
calnodci dla tancuchéw Markowa. Skorzystaj z symetrii grafu aby uniknaé¢ wypisywania
zbyt duzych wektoréw i macierzy.

(b) Podaj prawdopodobiefistwo przejscia w n = 99 krokach: Q%9((0,0), (0,0)).

ROZWIAZANIE: () jest unormowanym wektorem N (-), czyli m(x) = N(x)/Z, gdzie Z =
Yowex N(@) =1%44+4%3+4%2=24

(a) w(xz) =4/24 dla z = (0,0).
m(x) =3/24 dlaz = (0,£1) i z = (£1,0).
m(z) =2/24 dla z = (1, £1).

(b) Laficuch ma okres 2, @%°((0,0), (0,0)) = 0.



5. Zmienna losowa N jest generowana przez nastepujacy algorytm (zapisany w “pseudokodzie”):

N :=0;
repeat
Gen U ~U(0,1);
N:=N+1;
until U < p;
return(N).

(p jest danym parametrem, 0 < p < 1).

(a) Podaj rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej N (Oblicz P(N =n) =---).

(b) Zaproponuj lepszy algorytm generowania zmiennej losowej N o tym rozkladzie praw-
dopodobienstwa. Czas dzialania Twojego algorytmu nie powinien zaleze¢ od wygene-
rowanej wartosci N (zakladajac, ze koszt operacji arytmetycznych nie zalezy od ich
argumentéw). Wskazdwka: Latwo generowaé zmienna X o rozkladzie wykladniczym.
Moze sie przydaé funkcja sufit ‘[-]’.

ROZWIAZANIE: P(N =n)=p(1—-p)"tdlan=1,2,....

(a) PN =n)=p(l—p)"tdlan=12,...
(b) Jesli X ~ Ex(X) to

P([X]=n)=Pn—-1< X <n)=e M7 =2 = (1 — ¢ })e 2"~1) | wiec mozna
przyja¢ N = [X] dla X ~ Ex(A = —log(1 — p).



