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Rozdzial 1

Bayesowskie modele statystyczne

1.1 Wstep

Podejscie bayesowskie polega na tym, ze wnioskowanie statystyczne interpretujemy w sposéb
czysto probabilistyczny, jako obliczanie prawdopodobieristwa pewnych zdarzeri. Dane staty-
styczne traktujemy jako wynik doswiadczenia losowego, ktore juz zostalo przeprowadzone,
czyli jako ustalone wartosci zmiennych losowych. Zakladamy, ze losowy mechanizm gene-
rujacy dane jest zalezny od nieznanych parametrow. W statystyce bayesowskiej parametry
traktujemy jako ukryte, nieobserwowalne zmienne losowe. Zaktadamy znajomosé rozktadu
prawdopodobieristwa a priori, ktory wyraza nasza wiedze (lub przekonania) o wartosciach
parametrow przed zaobserwowaniem danych. Obliczamy rozktad prawdopodobienstwa a
posteriori, ktory uwzglednia informacje zawarta w danych. 7Z matematycznego punktu wi-
dzenia jest to po prostu prawdopodobienistwo warunkowe. Uzywamy zatem poje¢ probabi-
listycznych do opisu niepewnosci, braku petnej informacji. Taka subiektywna interpretacja
prawdopodobienstwa jest zrodtem pewnych kontrowersji. Przeciwnicy podej$cia bayesow-
skiego wskazuja na trudnosci w okresleniu rozktadu a priori. Niemniej, liczne zastosowania
swiadcza o uzytecznosci statystyki bayesowskiej. Wazng zaletg statystyki bayesowskiej jest,
w moim przekonaniu, logiczna prostota.

1.2 Przyklad wprowadzajacy

Rozpatrzmy prosty model, dobrze ilustrujacy bayesowski punkt widzenia. Wykorzystamy ten
model, aby przedstawi¢ intuicje stojace za podstawowymi pojeciami statystyki bayesowskiej,
zanim podamy ogoélne definicje.
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1.2.1 Przyktad. Towarzystwo ubezpieczeniowe chce oszacowaé prawdopodobienstwo zgto-
szenia szkody. Zaldézmy, ze sa dwa typy kierowcow: ,Ostrozni” i ,Ryzykanci”. Kierowca ,0”
w ciggu roku powoduje szkode z prawdopodobienstwem 0.1 a ,R” z prawdopodobieristwem
0.4. Niech X = 1 oznacza szkode, a X = 0 jej brak. Napiszmy

(a) P(X =1/0)=0.1, P(X =1|R)=0.4.

Towarzystwo ubezpieczeniowe podpisujac nowa umowe nie wie, jakiego typu jest klient.
Szanse natrafienia na ,Ostroznego” i ,Ryzykanta” oceniamy przed zawarciem umowy na

(b) P(O) = 0.80, P(R) = 0.20.
Prawdopodobienstwo zgtoszenia szkody obliczamy ze wzoru na prawdopodobieristwo calko-
wite:

P(X = 1) = P(X = 1|O)B(O) + P(X = 1|R)P(R)

(c) — 0.1 x 0.80 + 0.4 x 0.20 = 0.16.

Po uptywie roku, dysponujemy obserwacja X. Jedli klient zgltosil szkode, to elementarny
wzOr Bayesa pozwala obliczy¢, ze

)P(R)
H o -0

Zbudowalismy model dwuetapowego doswiadczenia losowego. Pierwszy etap polega na wy-
losowaniu klienta zgodnie z rozktadem a priori (b). Wynik pierwszego etapu losowania jest
nieznany. Obserwujemy wynik drugiego etapu, wystapienie lub brak szkody, czyli zmienna
X 1ina tej podstawie obliczamy prawdopodobieristwo a posteriori (d). Prawdopodobieristwa
warunkowe we wzorze (a) bedziemy nazywaé¢ wiarygodnoscia. Wzor (c) okresla brzegowy
rozktad obserwacji. Ponizszy schemat przedstawia oba etapy doswiadczenia.

/\
\ N

X = X=1 X=0

(d) P(RIX = 1) = P(X P(:X |:

4

Przypusémy, ze kierowca zgtosit szkode w 1-szym roku ubezpieczenia. Chcemy obliczy¢ praw-
dopodobieristwo, ze zglosi szkode i w 2-gim roku. Rozbudujmy nasz model. Niech zmienne
losowe X; i X, opisuja wystapienie szkody w kolejnych latach (poprzednio rozpatrywana
zmienng X przemianowowaliSmy na Xi). Zakladamy, ze

X =

P(X, = 1|0, X;) = 0.1, P(Xo=1|R, X;) =04
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(dla danego ,typu”, zmienna losowa X, jest warunkowo niezalezna od X i obie maja taki
sam rozktad prawdopodobienistwa). Mozemy teraz latwo wywnioskowaé, ze

P(X, = 1|X, = 1) = P(X, = 1|O)P(O|X; = 1) + P(X, = 1|R)P(R|X, = 1)

(e) _ _
=0.1x 0.5+ 0.4 x 0.5 = 0.25.

Skomentujmy poczynione powyzej zatozenia. Oczywiscie, przyktad ma wytacznie charakter
ilustracyjny i jest skrajnie uproszczony, ale pozwala przesledzi¢ pewne aspekty modelowania
statystycznego. Obserwowana zmienna losowa X; reprezentuje dane statystyczne, zag X jest
zmienng losowa, ktorej wartosé chcemy przewidzie¢. Wzor (e) podaje tak zwane prawdopo-
dobienstwo predykcyjne. Przed otrzymaniem danych mozemy obliczy¢ prawdopodobieristwo
wpredykecyjne a priori”, czyli po prostu rozktad brzegowy obserwacji, zgodnie ze wzorem (c).
Podkreslmy, ze zmienne losowe X i X5 opisuja dwa ,realne” doswiadczenia losowe, z ktorych
jedno juz sie dokonato, a wynik drugiego jest nieznany. Natomiast zmienna losowa opisujaca
typ klienta jest z zasady nieobserwowalna. Jest to tylko element modelu matematycznego,
ktory pomaga obliczy¢ prawdopodobieristwo realnego, przyszlego zdarzenia ,Xs = 17 na
podstawie informacji ,, X; = 17.

Dodajmy, ze w naszym przyktadzie rozktad a priori ma obiektywna interpretacje (nie jest
to sytuacja typowa w statystyce bayesowskiej). Zalozenie (b) mowi, ze wsrod kierowcow
zawierajacych nowa umowe, 80% nalezy do typu ,0” i 20% do typu ,R”. Tego rodzaju
informacja moze pochodzi¢ z przeszltosci, podobnie zreszta jak zalozenie (a), ktore precyzuje
mniej kontrowersyjny element modelu (tak zwana wiarygodnoscé).

Na koniec wprowadzmy nieco inne oznaczenia, standardowe w statystyce bayesowskiej. Pierw-
szy etap do$wiadczenia interpretujemy jako wylosowanie parametru rozkladu prawdopodo-
bieristwa rzadzacego drugim etapem. Niech ¢ bedzie zmienng losowa taka, ze P(¢¥ = 0.1) =
P(O) = 081 P(¥ = 0.4) = P(R) = 0.8. Mozemy teraz napisa¢ P(X = 1|0 = ) = 0 dla
6 € {0.1,0.4}. Zbior {0.1,0.4} jest tu przestrzenia parametrow. A

1.3 Rozklady a prior: i a posterior:

Niech X bedzie obserwowana zmienng losowa o warto$ciach w przestrzeni X'. Zakladamy,
ze rozktad prawdopodobienstwa Py tej zmiennej zalezy od nieznanego parametru § € 6. W
statystyce bayesowskiej okreslamy, oprocz rodziny rozktadow {P : 6 € ©} na przestrzeni
obserwacji X', rowniez rozklad prawdopodobienstwa II na przestrzeni parmetrow ©. Jest on
zwany rozkladem a priori, poniewaz wyraza on nasza wiedze (lub przekonania) o parametrze
przed zaobserwowaniem zmiennej losowej X (bez brania pod uwage danych). Nieznany
parametr 6 traktujemy jako realizacje zmiennej losowej v'. Wnioskowanie statystyczne w
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ujeciu bayesowskim sprowadza si¢ do obliczania warunkowego rozkladu prawdopodobien-
stwa zmiennej ¢ przy ustalonym X = z. Mowimy, ze jest to rozktad a posteriori (po
zaobserwowaniu danych).

PrzesledZzmy najpierw konstrukcje modelu formalnie, z matematycznego punktu widzenia.
Zalozymy (dla uproszczenia), ze kazdy rozktad Py ma gestosé py (wzgledem ustalonej miary
oznaczanej w skrocie dx; zwykle jest to miara Lebesgue’a albo miara liczaca). Podobnie,
niech rozktad a priori II ma gestos¢ m (wzgledem miary oznaczanej w skrocie df). W
dalszych rozwazaniach z reguty bedziemy utozsamiali rozktady prawdopodobieristwa z ich
gestosciami.

Laczng gestosé zmiennych losowych ¢ 1 X definiujemy wzorem
(1.3.1) p(0,z) = m(0)pe(z), (eB,zeX).

W ten sposob okreslamy jeden rozktad prawdopodobienistwa, nazwijmy go P, na przestrzeni
probabilistycznej 2 = O x X. Jedli zmienne X i ¢ sa dyskretne, to przez taczng gestosé
rozumiemy p(6,z) = P(¥ = 6, X = x). Bedziemy tez rozwazali modele w ktorych jedna ze
zmiennych X i ¢ jest dyskretna a druga ma rozktad absolutnie ciggly. Symbole E, Var, p
(bez wskaznika ) beda odtad oznaczaly wartosé¢ oczekiwana, wariancje i gestos¢ wzgledem
rozktadu P. Zauwazmy, ze teraz pg staje sie warunkowq gestosciag zmiennej losowej X dla
9 =0:

mla) = 0 = p(alo)

Symbole Py i Ey oznaczaja warunkowe prawdopodobienistwo i wartos¢ oczekiwana.

Jesli dana jest warto$é naszej obserwacji i wiemy, ze X = x, to mozemy przy pomocy znanego
wzoru Bayesa obliczy¢ rozktad warunkowy losowego parametru 9. Jest to tak zwany rozktad
a posteriori. Gestosé tego rozkladu oznacza sie czasami przez 7.

1.3.2 Twierdzenie (Wzor Bayesa). Rozktad a posteriori parametrud, dla danej obserwacyi
X = x, ma gestosé

m(0)p()

7(0) = 7(f]z) = )

9

gdzie

Gestos¢ p opisuje rozktad brzegowy zmiennej losowej X w modelu bayesowskim. W tym
kontekscie mowi sie p jest mieszankg wyjsciowych gestosci pg. W istocie, mozemy traktowac
p jako ,$rednia wazona”’ funkcji pg, z funkcja wagowa” .
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W typowych prostych modelach bayesowskich rozktad a prior:i jest tak dobrany do rozktadu
obserwacji, aby wyliczenie rozkladu a posteriori byto bardzo tatwe. Sa to tak zwane sprze-
zone rodziny rozkladéow. Mianownik p(x) we wzorze Bayesa jest dosé¢ skomplikowany, ale
nie zawsze musimy go oblicza¢. Interesuje nas zalezno$é gestosci a posteriori od 6, zatem
pomijajac czynniki nie zalezace od 6 (choé¢ by¢ moze zawierajace z) przepiszemy wzoér Bayesa
w bardziej przyjaznej postaci:

72 (0) o< w(0)po ().

Symbol o oznacza, ze lewa i prawa strona sa proporcjonalne jako funkcje 6.

1.4 Przyklady

W tym podrozdziale zrobimy przeglad bardzo typowych i waznych w zastosowaniach modeli
bayesowskich. Jak p6zZniej wyjasnimy, we wszystkich tych przyktadach mamy do czynienia
z tak zwanymi sprzezonymi rozktadami a priori, ktére sa wygodne do obliczen.

1.4.1 Przyktad (Rozklad dwumianowy i rozktad a priori beta). Zalozmy, ze X jest liczba
sukcesé6w w n probach Bernoulliego z nieznanym prawdopodobienistwem sukcesu 6. Zmienna
X ma rozktad dwumianowy Bin(n, #), czyli mamy

n

po(z) = Pp(X =2x) = < )0“(1 — )T x (1 -0~ " (x=0,1,...,n).

x
Wygodnie przyjaé, ze rozktad a priori jest rozkladem Beta(a, 5):

[+ pB)
I'(a)L'(8)

Rozktad a posterior: ma zatem gestosé

7(0) = 0o (1 — 0) L x 0o (1— 0P, (0< 0 < 1)

7T$(0) x Qa—l(l _ 0)5—101(1 _ Q)n—z — 9a+33—1(1 i 8>5+n_m_1‘
Rozktad a posteriori jest wiec rozktadem Beta(a + x, 5 +n — x).

Zauwazmy, jak uproscilismy rachunki pomijajac czynniki nie zawierajace #. Musimy jed-
nak uwzglednié¢ stale normujace, jesli chcemy obliczyé rozktad brzegowy obserwacji, patrz
Zadanie 8. W szczegblnym przypadku n = 1 obliczenie rozktadu brzegowego jest tatwiejsze:

P(X = 1) = E(X) = EE(X = 1|9) = Eo = aj‘_ﬁ,
P(X =0)=1-P(X = >:af—ﬁ
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W szezegdlnosei jednostajny rozktad a priori nalezy do rodziny rozktadéw beta: U(0,1) =
Beta(q, §), dla a = § = 1. Ten rozklad wydaje sie dobrze modelowa¢ ,catkowita niewiedze
na temat parametru 0”, ale jest to interpretacja kontrowersyjna'.

Rysunek 1.1 przedstawia gestosci jednostajnego rozktadu a prior: i rozktadow a posteriori
w Przyktadzie 1.4.1 dla kilku wartosci n i dla x = 0.3n.

10
|

— anpriori
--- n=10
n=25

- n=100

a priori — a posteriori

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek 1.1: Rozktad a priori (jednostajny) i rozktady a posteriori dla n = 10, n = 25 i
n = 100.

1Jedli ,nic nie wiemy o parametrze 6” to nic nie wiemy o 62. A wiec ¥ ~ U(0, 1) czy 92 ~ U(0,1) ?
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1.4.2 Przyklad (Rozktad Poissona i rozklad a priori gamma). Zat6zmy, ze X jest zmienna
losowa, o rozktadzie Poissona Poiss(nf), gdzie 6 jest nieznanym parametrem a n > 0 znana
liczbg. Mamy zatem

po(z) = Pyp(X = x) :e’”ew oc e "g” (x=0,1,...,n).

!
Rozwazmy rozklad a priori Gamma(a, A):

)\O!

7(0) = o)

0o e oc g le ™ (6 >0).

Rozktad a posteriori ma zatem gestosé
ﬂ_x(e) o ‘ga—le—)\ﬁe—né‘eaz _ ea—i-x—le—()\—&—n)@‘
Jest to wiec rozktad Gamma(o + z, A +n).

Rozwazany przez nas model znajduje zastosowanie w matematyce ubezpieczeniowej i tak
zwanej ,teorii zaufania”. Interpretacja jest podobna jak w Przyktadzie 1.2.1. Wyobrazmy
sobie, ze zmienna losowa X oznacza liczbe szkod dla konkretnego klienta w ciagu n lat. Pa-
rametr 6 jest srednig liczba roszczen przypadajacych na rok. Kazdemu klientowi odpowiada
inna warto$¢ parametru 6. Rozktad a priori opisuje ,rozrzut” tego parametru w populacji
klientow. Zglaszanie sie klientow uznajemy za zjawisko przypadkowe. Kazda nowa umowa
jest dwuetapowym doswiadczeniem losowym. W pierwszym etapie pojawia sie realizacja 6
zmiennej losowej . W drugim etapie obserwujemy liczbe szkéd X = x, powiedzmy w ciagu
n lat. Nasz stan wiedzy (lub raczej stopienn niewiedzy) o zmiennej 6 po zaobserwowaniu
liczby x opisuje rozktad a posteriors.

Rozktad brzegowy zmiennej losowej X interpretujemy jako rozktad liczby szkéd dla poje-
dynczego klienta pochodzacego z niejednorodnej populacji, opisanej rozktadem gamma.

Aby obliczy¢ rozktad brzegowy, wykorzystamy znajomosé zmiennej normujacej w rozkltadzie
gamma.

p(z) =P(X =2) = / — g le M. _(n@) e de
0

I'(«) x!
z!T(a) J

An® Tz + «)

zl'(a) (A +n)zte

— (x+a_1>(l'+(;!—2)-~'(oz+n)a ()\in)a (HLn)gc

- <x+z_1>(>\in)a()\—tn)x'
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Przyjmujac oznaczenie /(A +n) = qin/(A+n) =1— ¢ mozemy napisac

(1.4.3) P(X = 1) = (_O‘> ¢“(q — 1)°.

X

Brzegowo, obserwacje w tym przykltadzie maja rozktad Ujemny Dwumianowy Bin™ («, q). A

1.4.4 Przyklad (Rozklad normalny, srednia ma rozktad a priori normalny). Niech X =
(X1,...,X,) bedzie probka z rozktadu normalnego N(u, 0?) ze znang wariancja o2, to znaczy

pu(T1,. .., 2,) X exp {—% Z(x — u)ﬂ ,

Zalozmy, 7e o2 jest znane, za$ nieznany parametr u ma rozklad a priori normalny N(m, v?),
czyli

1 2
() < exp |—=—=(p—m)“| .
(k) o< exp { 52 (W~ ]

Mozemy napisa¢ gestosé a posteriori:

n

1

1
2 202
i=1

Toroon (1) o6 €D {——w —m)?

5 (25 — M)2]

nv? + o2 nv?T + o*m\ 2
wesp| U (0=
Oczywiscie, T oznacza »_ x;/n. WykonaliSmy tu znang ze szkoly $redniej operacje spro-
wadzania trojmianu kwadratowego do postaci kanonicznej. Wyrazy wolne zostaja ,,pochto-
niete” przez symbol <. Dodanie statej do argumentu funkcji wyktadniczej jest tym samym,
co pomnozenie tej funkcji przez stata. Widaé juz, ze rozktad a posteriori jest normalny;,

nv’z + o’m o0’ )

1.4.5 an( ,
( ) Hlrs o nv? + 02 ' nu? + o2

Aby obliczyé¢ rozktad brzegowy obserwacji w rozpatrywanym modelu, nie musimy calkowaé.
Zamiast tego postuzymy sie nastepujacym prostym rozumowaniem. Skoro X;|u ~ N(u,o?),
to X; — p|u ~ N(0,0?%). Poniewaz rozklad warunkowy zmiennej X; — u nie zalezy od wartosci
zmiennej warunkujacej i, to te dwie zmienne sg niezalezne i X; — p ~ N(0,0?). Wiemy z
zalozenia, ze p ~ N(m,v?). Poniewaz X; = pu + (X; — p), wnioskujemy ze (brzegowo)

X; ~ N(m,v* + o).

W Zadaniu 9 proponujemy wyznaczenie w podobny sposob lacznego rozkladu brzegowego
wektora (Xi,...,X,). A
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1.4.6 Przyktad (Rozklad normalny, precyzja ma rozktad a priori gamma). Niech X =
(X1,...,X,) bedzie probka z rozkladu normalnego N(u, 0?). Zalozmy teraz, ze u jest znane,
za$ nieznana jest wariancja o2. Wygodnie przyjaé, ze parametrem jest odwrotno$é wariancii,
v =02 To jest tak zwany parametr parametr precyzji. Wiarygodno$¢ ma teraz postac

pl/(‘rlu s 7xn) X Vn/2 exp |:_§ Z('xl - /’L>2:|

=1

(w odréznieniu od poprrzedniego przykladu, musieliSmy teraz uwzgledni¢ obecnosé niezna-
nego parametru w statej normujacej rozkladu normalnego). Zat6zmy, ze nieznany parametr
v ma rozktad a priori Gamma(a, \), czyli

m(v) oc e,

Mozemy napisa¢ gestosé a posteriori:

1 n
a+n/2 2
Ty (V) 0 VT2 exp [— ()\ + 552 E (; — p) ) y}

=1
Widac¢ stad, ze a posteriori mamy rozktad gamma,

n

n 1
e Gomma (o kS ).
v|xy T amma( a + 5 + 52 Zzl(x 1)

Alternatywnie moéwi si¢, ze wariancja 0> = 1/v ma rozklad ,odwrotny gamma™ a priori

0?2 ~ IG(a, N). A

1.4.7 Przyklad (Rozktad normalny, taczny rozktad a priori na srednia i precyzje). Rozwa-
zamy rodzine rozkladéw normalnych N(u,0?) z nieznanymi oboma parameterami. Tak jak
w porzednich 2 przyktadach, obserwujemy probke Xi, ..., X,,.

Rozktad a priori (j,0?) jest opisany w nastepujacy sposéb. Brzegowo o2 ma rozklad ,od-
wrotny gamma” o? ~ IG(a,\). Warunkowy rozklad u (a priori) jest normalny: u|o? ~
N(m, ro?) dla pewnych hiperparametréow p and r > 0. Rozklad a posteriori okazuje sie by¢
tej samej postaci, z innymi paramerami ', X, m’ i r' zastepujacymi «, A\, m i r (Zada-
nie 7). Zauwazmy, ze 2-wymiarowy rozklad a priori w tym przykladzie nie jest rozktadem
produktowym. A
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Przyktad 1.4.1 tatwo uogélnia sie na przypadek wielowymiarowy. Rozktad wielomianowy
jest odpowiednikiem rozktadu dwumianowego. Opisuje ,liczbe wynikéw d-typow” w ciggu n
niezaleznych doswiadczeil o jednakowym rozkladzie. Niech NN; oznacza liczb¢ otrzymanych
wynikow typu i, dla i = 1,...,d. Wektor losowy (Ni,...,N;) ma rozklad wielomianowy
Mult(6y, ..., 60;), dany wzorem

d

n! e
]Pg(Nl :nl,...,Nd:nd) :pg(nl,...,nd) = d—'HGzl
[Ty mal iy

Rozktad Dirichleta jest wielowymiarowym odpowiednikiem rozktadu Beta. Moéwimy, ze d-
wymiarowa zmienna losowa v/ ma rozktad Dirichleta,

V= (0,...,94) ~ Dir(ay,...,aq),
jeslivy +---+ 9, =11 zmienne ¥y, ...,Y;_1 maja taczna gestosc

Dl + - 4 o)
[(aq)...T(ag)

P01, ... 04 ) = 00100 T (L =0y — L 0gq)%
Parametry a,...,a, mogg by¢ dowolnymi liczbami dodatnimi. Inng definicje rozktadu
Dirichleta i zwigzek z rozktadami gamma podaje Zadanie 12 w Dodatku A. Zauwazmy, ze
dla d = 2, rozktad Dirichleta sprowadza sie do rozktadu beta:

U1 ~ Beta(ag, o)  wtedy i tylko wtedy, gdy  (¢1,1 — 1) ~ Dir(aq, as).

1.4.8 Przyktlad (Rozklady wielomianowe, rozktad a priori Dirichleta). Rozktad Dirichleta
jest wygodnym (sprzezonym) rozktadem a priori, jesli obserwacje maja rozktad wielomia-
nowy. Jesli (Ny,..., Ng|¥ =0) ~Mult(6y,...,64) 10U ~ Dir(aq,...,aq) to (9|Ny,...,Ng) ~
Dir(oq + Ny, ...,aq + Ng). Istotnie, rozklad wielomianowy jest dany wzorem

po(n1, ..., ng) X HQ:L

Jesli napiszemy gestosé Dirichleta w postaci 7(0) o< [[ 697", to wspomniany wyzej fakt staje
sie natychmiast widoczny. A

Zreasumujemy nasze rozwazania i dokladniej omoéwimy interpretacje modelu bayesowskiego.
Jesli rozktad a priori wyraza tylko przekonania statystyka i jest wybrany arbitralnie, to
obliczone na jego podstawie prawdopodobienstwo ma charakter subiektywnej oceny szans.
To jest klasyczny punkt widzenia teorii bayesowskiej. WspomnieliSmy w Przyktadzie 1.4.1 o
zwigzanych z tym trudnosciach. W wielu zastosowaniach rozktad a priori ma inna, bardziej
obiektywna interpretacje, tak jak w Przykltadzie 1.4.2. Laczny rozktad prawdopodobienstwa
zmiennych losowych 9 i X jest probabilistycznym modelem dwuetapowego doswiadczenia
losowego, w ktorym obserwowujemy tylko wynik drugiego etapu.
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1.5 Warunkowa niezaleznosé 1 dostatecznosé

W modelach bayesowskich wazna role gra pojecie warunkowej niezaleznosci. Rozwazmy 3
zmienne losowe X, Y i Z, okreslone na tej samej przestrzeni probabilistycznej (przestrzenie
wartosci by¢ by¢ rozne). Dla uproszczenia zat6zmy, ze istnieje taczna gestosé p(z,y, z), albo
,w zwyklym sensie” albo dyskretna. Zmienne X i Y sg warunkowo niezalezne pod warunkiem
Z, jesli

p(z,ylz) = p(z]2)p(y|z)

dla (prawie)? wszystkich x, y i z. Latwo sprawdzi¢, ze warunkowa niezalezno$¢ jest réwno-
wazna kazdemu z dwoch nastepujacych warunkow, spelnionemu dla (prawie) wszystkich x,
yiz:

p(@ly, 2) = plzlz),  plylz,z) = p(yl2).
Uogolnienie na przypadek wiekszej liczby zmiennych nie przedstawia trudnosci.

W typowym modelu bayesowskim przyjmuje sie zalozenie o warunkowej niezaleznosci obser-
wowanych zmiennych losowych Xy, ..., X, dla danej wartosci parametru 9 = 6. Wiarygod-
nos¢ ma postac

n

po(ar, . an) = [[po(w:) (0 €0, €X).

=1

Przyjmijmy, ze w powyzszym wzorze symbole py(z;) oznaczaja te sama funkcje gestosci
pa(+) obliczang dla réznych argumentéw xq,...,z,. Innymi stowy zaktadamy dodatkowo,
ze zmienne X1, ..., X, maja ten sam warunkowy rozklad prawdopodobienstwa’®. Laczny

rozktad zmiennych 9 i Xy,..., X,, ma gestos¢
(1.5.1) p(O; 1, ..., 2,) = W(Q)Hpg(l’i).

Zauwazmy, ze obserwacje X1, ..., X, w §wiecie bayesowskim nie sg¢ niezalezne, bo brzegowa
gestosé p(x1, ..., x,) = [p(0;21,...,1,)d0 nie jest loczynem p(xy)---p(x,). Zmienna X;
zalezy od X; ,poprzez zmienng v

Modele bayesowskie przedstawione w Przyktadach 1.4.411.4.6 maja postac (1.5.1). W dalsze]
czedci tego podrozdziatu zobaczymy, ze w Przyktadach 1.4.1 1 1.4.2 tez mamy do czynienia
z yukrytym” modelem (1.5.1), zredukowanym przez przejscie do statystyki dostatecznej.

2Gestosci wzgledem miary Lebesgue’a sa jednoznacznie zdefiniowane prawie wszedzie. W przypadku
zmiennych dyskretnych mozna pominaé zastrzezenie ,prawie”.

3Nasza notacja jest skrocona i przez to niejednoznaczna: symbole p(-) i pe(-) moga, w zaleznosci od
kontekstu, oznaczaé¢ rozne funkcje gestosci.
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Rozklad predykcyjny

Rozwazmy nieco rozszerzona wersje modelu (1.5.1). Oprocz obserwowanych zmiennych

Xi,...,X, dodajmy jeszcze zmienng X, 1, ktora dotyczy przyszitosci. Zatézmy, ze wszystkie
zmienne X, ..., X,, X, 11 sa warunkowo niezalezne i maja ten sam warunkowy rozktad:
n+1

p(9; L1y Ty, $n+1) = 77(9) Hpe(ﬂﬁz‘)-
i=1

Interesuje nas przewidywanie zmiennej X,,,; na podstawie danych X; = x1,...X,, = z,.
Zgodnie z bayesowska filozofig, zadanie sprowadza sie do obliczenia warunkowego rozktadu

prawdopodobienstwa
XnJrl‘Xl) s 7Xn-

Powiemy, ze jest to rozktad predykcyjny. Obliczamy ten rozktad korzystajac z warunkowe;
niezaleznosci:

p(Tpii|Tr, .. x,) = /p(xn+1|9; 1,y x)p(0)2e, ... xy,)dO
_ / (i1 |0)p(6las, . .. 2n)d0
— [ D)., 0100
Prypomnijmy sobie, ze brzegowy rozktad pojedynczej obserwacji X; jest dany wzorem
p(s) = / pol:)(6)d0.

Poréwnanie tych wzoréw prowadzi do nastepujacego wniosku.

e Rozklad predykcyjny obliczamy w ten sam sposob co rozktad brzegowy, zastepujac w
odpowiedniej catce rozklad a priori przez rozktad a posteriori.

1.5.2 Przyklad. Zilustrujmy te regule na Przykladzie (1.4.4). Jesli a priori u ~ N(m,v?) to
wiemy, ze pojedyncza zmienna X; ma rozktad brzegowy N(m,v?+0?). Wstawiajac w miejsce
Jhiperparametréw” m i v? parametry rozktadu a posteriori ze wzoru (1.4.5), natychmiast
otrzymujemy rozktad predykcyjny

n?z + o*m  o*v? 9
+o

X1z T NN(
+1]T1, ., Ty
s nv? + o2 " nu?+ o2
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Dostatecznosé

W modelu bayesowskim dostatecznosé jest (prawie) rownowazna warunkowej niezaleznosci
parametru i obserwacji pod warunkiem statystyki. Niestety, porzadna dyskusja pojecia
dostatecznosci wymaga uzycia teorii miary. W tym wyktadzie pominiemy teorio-miarowe
subtelnosci. Zasadnicza idea jest niezwykle prosta. Rozwazamy ogdlny model bayesowski
okreslony wzorem (1.3.1) i statystyke (o wartosciach w przestrzeni 7), czyli pewna funkcje
T:X—=T.

1.5.3 Stwierdzenie (Bayesowska dostatecznosé¢). W modelu bayesowskim nastepujace wa-
runki sq rownowazne:

(i) zmienne losowe ¥ i X sq warunkowo niezalezne pod warunkiem T(X),

(i) zachodzi wtasnosé faktoryzacji, to znaczy wiarygodno$é mozna przedstawié w postaci
po(z) = go(T(x))h(x) z wyjatkiem, byé moze, zbioru parametréw 0 o zerowym prawdo-
podobieristwie a priorit.

Szkic dowodu. Ponizsze rozumowanie jest Scistym dowodem w przypadku dyskretnej prze-
strzeni X', gdy gestos¢ warunkowa jest elementarnie zdefiniowanym prawdopodobieristwem
warunkowym. W przypadku ogélnym sa ktopoty techniczne zwiazane z definicja rozktadow
warunkowych®.

Jesli zachodzi warunek (ii) to rozktad a posteriori zalezy od x tylko poprzez funkcje T'(z),

bo
72(0) o< po(@)m(6) o< go(T'(2))m(6).

Zmaczy to, ze rozktad warunkowy 9 przy danej wartosci X = z jest taki sam jak rozktad
warunkowy przy danej wartosci T'(X) = t, gdzie t = T'(z). Zatem

7(0]z) = (0]z, t) = 7(0]t),

a wiec zmienne losowe ¥ 1 X sa warunkowo niezalezne dla danej wartosci T'(X) = t. Otrzy-
malismy (7).

Wynikanie w przeciwna strone jest rownie proste. Jesli zachodzi (i), to m(0|x) = w(0|t) dla
t =T(z). Zatem

plal6) = "R o n(ple)o(e) = w6l
Otrzymalismy faktoryzacje (ii) z go(t) = w(0]t) i h(x) = p(x). O

4Zastrzezenie o ,wyjatkowym zbiorze parametréw” jest niestety konieczne.
°Nie istnieje, na ogot, taczna gestosé zmiennych losowych X i T = T'(X), nie mozemy zatem zastosowaé
uproszczonej ,definicji” warunkowego rozktadu X|T.
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Standardowa (czestosciowa) definicja dostatecznosci moéwi, ze rozklad warunkowy X przy
danym 7'(X) = t nie zalezy od parametru §. Moim zdaniem, jest do$¢ trudno zrozumiec,
dlaczego ta definicja ,moéwi to, co nalezy”, to znaczy ze wartos¢ T'(z) = t zawiera tyle
samo informacji o nieznanym parametrze 6, co obserwacja X = z. W Swiecie bayesowskim
standardowa definicja dostatecznosci sprowadza sie (w zasadzie, pomijajac subtelnosci) do
stwierdzenia

p(|0,t) = p(z[t)
(zeby to zauwazy¢, wystarczy chwila zastanowienia). Bayesowska interpretacja dostateczno-
Sci jest bardziej intuicyjna:

w(0|x) = 7w(0|t).

Rozktad a posteriori (czyli wszystko co wie statystyk po zaobserwowaniu z) zalezy tylko od
t="1T(x).

1.5.4 Przyktad (Schemat Bernoulliego i rozktad a priori beta). Rozwazmy binarne zmienne
losowe X1, ..., X, opisujace schemat Bernoulliego prawdopodobienstwem sukcesu 6. Zakta-
damy, ze sg to zmienne warunkowo niezalezne i

P(X;=1)=0, P(X,=0)=1-0.

Oczywiscie,
po(T1, ..., x,) =0°(1—0)" 7,

gdzie s = >0 @, a wiee S =Y | X; jest statystyka dostateczng. Jesli, tak jak w Przy-
ktadzie (1.4.1), rozkladem a priori jest Beta(a,3) to a posteriori parametr ma rozktad
Beta(a + s, 8 + n — s). Wystarczy powotaé sie na Przyktad (1.4.1). Rozklad predykcyjny
Xn11 (przy standardowych zalozeniach) jest dany wzorem

a+s
P(Xpp1 = 1y, ... 20) = ————,
a+pB+n
(1.5.5) B+n—s
P(X,1 =0|xy,...,2,) = ———.
(X1 |21 Tn) a+pB+n

Wzor (1.5.5) ma interesujaca interpretacje ,urnowa”, patrz Zadanie 8. Historyczna, dyskretna
wersja naszego przyktadu przedstawiona jest w Zadaniu 1. A

1.5.6 Przyktlad (Rozklad Poissona i rozktad a priori gamma). Wr6émy do Przyktadu 1.5.6 i
jego ,ubezpieczeniowej” interpretacji. Niech zmienne X7, ..., X,, opisuja liczby szkod klienta
w kolejnych n latach. Zalozmy, ze X;|0 ~ Poiss(f). Wtedy S = > " | X; jest statystyka
dostateczng i S| ~ Poiss(nd). Jesli parametr  ma rozklad a priori Gamma(a, \), to
rozkltadem a posteriori jest Gamma(a + s, A + n). Wykorzystujac wzor (1.4.3) dlan =11
stosujac ogoélna regute wyznaczamy bez dalszych rachunkéw rozktad predykeyjny:

P(Xpi1 = 221, 20) = (‘O‘_S) (”—"f“( ;) (x=0,1,.. ).

T A+n+1 A+ n+1
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Podkreslmy, ze powyzszy wzor interpretujemy jako przewidywanie liczby szkéd x w roku
n + 1 dla klienta, wylosowanego z niejednorodnej populacji, ktory zgtosit w poprzednich n
latach s szkod®. A

1.6 Sprzezone rodziny rozkladéw

Jesli wiarygodnosé nalezy do wyktadniczej rodziny rozktadéw prawdopodobienistwa, to pewna
rodzina rozktadéw a priori jest specjalnie wygodna z punktu widzenia obliczeniowego. Przy-
pomnijmy, ze wyktadnicza rodzina gestosci ma postac

~exp { Z 730165 6) + 9(6) }lo) = exp {7(0)7o(6) + u(0) o),

gdzie g(0) = (g1(0),...,9x(0))" and T(z) = (T1(x),...,Tp(x))". Wazna wlasnoscia takich
rozktadow jest istnienie statystyk dostatecznych o ustalonym wymiarze k, niezaleznym od
rozmiaru probki n. Istotnie, wiarygodnosé dla probki Xy, ..., X, ~iiq. pe jest postaci

QPG(LEZ‘) = exp {z; (gﬂ(wi))gj + ngo(6 }Hh ;)

Kryterium faktoryzacji pokazuje, ze Y., T'(x;) jest k-wymiarowa statystyka dostateczna.

Definiujemy sprzezong rodzine rozktadéw a priori wzorem

k

() = Tto.ne (0) = (o, no) exp { > to;g;(6) + ”090(9)}

j=1
= c(to. o) exp {17 9(6) + nogo(0) |-

przy zatozeniu, ze funkcja w powyzszym wzorze (po przestrzeni ©) jest skonczona, czyli

istnieje stata normalizujaca c(to,ng). Podstawowa wtasnoscia rodzin sprzezonych jest to,

ze rozklad a posteriori ma te sama postaé¢ co rozktad a priori, tylko ma inne parametry.
Faktycznie,

w0z, ... 2,) Hpa(xi)ﬂ(@ o exp { Z T(z;) g(0) + ngo(H)} exp {to 9(0) + nogo(H)}

= exp { > (T@) + t0>Tg(0) +(n+ ng)go(Q)}.

=1

6Przy zalozeniu, ze klient ,zachowuje sie w kolejnych latach identycznie”, niezaleznie od wypadkéw, ktérym
ulega. Adekwatnosé tego zalozenia w praktyce jest, oczywiscie, mocno watpliwa.
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A wigce, rozktad my, n, po zaobserwowaniu probki aktualizujemy do 7y ningin, gdzie nt =
Sor ., T'(x;). Interesujace, ze to i ng graja role podobna jak Y T'(z;) i n, odpowiednio. Mozna
sobie wyobrazaé, ze ty jest suma wartosci statystyki 7" dla ng ,wirtualnych”; fikcyjnych obser-
wacji. To sugeruje wygodny sposob sformutowania wiedzy eksperta w postaci umozliwiajgcej
wybranie rozktadu a priori.

Mowimy, ze rodzina wyktadnicza jest przedstawiona w naturalnej parametryzacyi, jesli © C
R*, g;(0) = 0; 1 go(0) = —1p(0). Wzér na gestosé pg upraszcza sig:

po(r) = exp { ZTJ(CII)@j - ¢(9)}h(ﬂf),

P(0) = log/XeXp { ZT](x)QJ}h(:r)dx

Wiadomo, ze ¥(0) jest funkcja generujaca kumulanty i w szczegolnosci E(T'(X)|0) = Vi (0)
and VAR(T(X)|0) = VV () (patrz Zadanie 10). Jesli u(0) = E(T(X)|0) to

t
Ep(6) = | u0)mi,0(6)d0 = 2
(1.6.1) ° 1o §
o to +nt

ng+n’

BUOor. 5] = [ 108130 =

jesli © jest otwartym wypuktym podzbiorem RF. Oczywiscie, Eu(f) = ET(X) (warto$é
oczekiwana wzgledem py(x)m(0).

Szkic dowodu (1.6.1). Zalézmy, ze k = 110 = R. Wtedy mamy ¢'() = () i 7'(0) =
(to — nop(0))w(0). Mozna pokazac (intuicyjnie jest to raczej oczywiste), ze [ 7'(6)dd =0, a
wiec to = ng [ u(0)7(0)d6. Pierwsze rownanie we wzorze (1.6.1) wynika natychmiast. Drugie
jest wnioskiem z pierwszego. O

We wszystkich modelach przedstawionych w tym rozdziale mieliémy do czynienia ze sprze-
zonymi rozktadami a priori.

Jest kilka przyktadow gestosci, ktore nie naleza do rodzin wyktadniczych, ale dla ktorych
istnieja rozktady a priori o wtasnosciach analogicznych do rozktadéw sprzezonych.

1.6.2 Przyktlad (Jednostajna wiarygodnosé i rozktady a priori Pareto). Zal6zmy, ze mamy
probke X, ..., X, z rozktadu jednostajnego U(0, §). Niech rozktad a priori bedzie rozktadem
Pareto 7(6) oc 670 1(0 > ty). Poniewaz py(z1, ..., ,) = 0 " 1(max(zy,...,z,) < 0), rozklad
a posteriori jest tez rozkladem Pareto, mianowicie oc 877 "1(0 > to V max(xy,...,T,)).
Chociaz rozktady jednostajne nie tworza rodziny wyktadniczej, istnieje dla tych rozktadow
l-wymiarowa statystyka dostateczna, mianowicie T = max(xy, ..., z,). Konstrukcja ,quasi-
sprzezonego’ rozktadu a prior: bazuje na tej statystyce. A
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Sprezone modelele bayesowskie sa wygodne obliczeniowo. Ich oczywista wada jest ograni-
czony wybor rozkladow a priori. Pewnym wyjSciem moze by¢ uzycie mieszanek rozktadow
sprzezonych.

1.6.3 Przyklad (Mieszanki rozkltadow sprzezonych). Rozwazmy rodzine wyktadniczg roz-
ktadow (z naturalng parametryzacja)

pol) = exp {T(2)70 = ¥(6) ()
i sprzezona rodzine rozktadow a priori
_ T
Tiamo(6) = €(to, no) exp {76 = nou(6) }.

Jedli za rozktad a priori wybierzemy mieszanke rozktadow z tej rodziny, czyli
k
7?(9) = ijﬂ-tOﬁan (9)7
j=1

dla pewnych wartosci hiper-parametréw (to;, ng;) 1 wag w; > 0 (D> w; = 1) to rozktad a
posteriort tez jest mieszanka,

k
ﬁ'm,.--,mn (6) = Zw;ﬂ.toj-q—nfyan‘i’n(e)?
j=1

gdzie wagi a posteriori sa rowne wj oc wjc(toj, noj)/c(to; + nt,no; + n). Weryfikacje tego

faktu zostawiamy jako ¢wiczenie (Zadanie 11). A

1.7 Rozklady a priori Jeffreysa

Dla danej parmetrycznej rodziny {ps : 0 € ©} gestosci prawdopodobienstwa na przestrzeni
obserwacji, rozwazamy gestos¢ a priori, ktora jest funkcja informacji Fishera, w(0) = g(1(0)).
Pytanie brzmi, jak wybraé g, aby zapewnié¢ niezmienniczo$é¢ ze wzgledu na re-parameryzacje.
Na poczatek rozwazmy przypadek parametru jednowymiarowego. Niech ©,¥ C R beda
dwoma zbiorami otwartymi. WprowadZzmy nowy parametr ¢ = h=1(0), gdzie h : ¥ — ©
jest funkejg ,1 — 17 (dyfeomorfizmem). Oznaczmy przez I(¢)) informacje Fishera w modelu
parametryzowanym przez ¢ a przez 7(¢) gesto$¢ zmiennej losowej 1. Poniewaz

I@Z/C%WW@YWMM
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d oy 4
) log preyy(x) = h (w)@ log po () j0=n(y),

stad wynika, ze I(1)) = I(h(y)) [0 (¥)]>. Z drugiej strony, jesli m jest gestoscig zmiennej
losowej 0 to zmienna losowa ¢ ma gestosé () = w(h(v))|W (v)|. Zatem powinnismy mie¢

g(I()) = g (1) W (@)F) = g(I(h(w)) 1 ()]

Jesli to rownanie jest spelnione dla dowolnego dyfeomorfizmu A w kazdym punkcie ¢ to
widaé¢, ze g(I) V1. Tak wiec postulat niezmienniczoéci prowadzi do rozkladow a priori
postaci

(1.7.1) 7(0) o \/1(0).

Mowimy, ze ten wzor okresla rozktad a priori Jeffreysa.

1.7.2 Przyklad. Rozwazmy rodzine rozktadéw Bernoulliego:

n

mio) = (1)ea -0y

T

Ze wzoru na informacje Fishera, 1(0) = , otrzymujemy

6(1 —0)
m(0) o< 671/2(1 — )~ Y2,

Rozktadem a priori Jeffreysa jest Beta(1/2,1/2). Szczesliwie, nalezy on sprzezonej rodziny
rozkladow. * A

1.7.3 Przyklad. Rozwazmy rodzine rozktadéw normalych N(6, 0%) ze znanym parametrem
o and i nieznang $rednig 6. Informacja Fishera jest réwna I(f) = o2, a wiec rozktad
Jeffreysa powinien mie¢ gestosé

m(0) o 1.

To nieprzyjemny wynik, bo nie istnieje rozktad prawdopodobienistwa na prostej rzeczywistej
O = R z gestoscig stata! JAN

Powyzszy negatywny wynik nie jest jednak koncem historii. Musimy w tym miejscu zrobié¢
dygresje.

"W przypadku rozkladéw dwumianowych czesto uzywa sie, zamiast 6, parametru ,Jog-iloraz szans”, 1) =

] .
19
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Niewlasciwe rozktady a prior:

W praktyce statystycznej do$é¢ czesto uzywa sie funkcji, ktore nie maja skoriczonej catki
jako ,,gestosci a priori” na przestrzeni parametrow. Odpowiadajg one tzw. ,niewtasciwym
rozktadom prawdopodobieristwa” (sa to miary o nieskoriczonej masie catkowitej). Praktyczne
podejscie jest brutalne: nawet jesli [ 7(0)df = oo., to mozemy formalnie zastosowaé regule
Bayesa,

72 (0) x po(x)m(6),

i moze sie zdarzy¢, ze [ m,(0)df < oo. Jesli mamy wlasciwy rozklad a posteriori wynikajacy
z niewtasciwego rozktadu a priori, to praktycznie nastawiony statystyk jest zadowolony, gdyz
to wladnie rozktad a posteriori jest podstawa wnioskowania. Niestety, takie podejscie jest
niedciste i tracimy interpretacje rozktadu a posteriori jako rozktadu warunkowego. (Istnieje
Scista teoria uzasadniajaca uzycie rozkladéow niewlasciwych, stworzona przez wegierskiego
matematyka Rényi’ego. Jednak ta teoria jest niemal zapomniana i rzadko uzywana. Dysku-
sja na ten temat przekracza zakres tego skryptu.)

1.7.4 Przyklad (Dalszy ciag Przyktadu 1.7.3). Rozwazmy rodzine rozktadéw normalnych
N(0,0?%) z nieznang srednig 6 i znang wariancja. Niewlasciwy rozktad Jeffreysa jest to ,roz-
ktad jednostajny na calej prostej” U(—oo,00) z gestoscia m(0) oc 1. Jesli zq,...,x, jest
probka z rozktadu N(6, 0?) to

no_ 2
Tan s (0) o< 0D (= 557 = 0)%)
Tak wiec a posteriori mamy 6 ~ N (Z,02/n). Gestosé a posteriori jest réwna znormalizo-
wanej wiarygodnosei i estymator MAP (maximum a posteriori) jest rowny estymatorowi
najwiekszej wiarygodnosci (0 = 7).

Zauwazmy, ze ten sam rezultat otrzymamy, jesli zaczniemy od wlasciwego (sprzezonego)
rozktadu a priori 0 ~ N(u,v?), a nastepnie przejdziemy do granicy z v — oo. A

1.7.5 Przyklad. Rozwazmy rodzine rozktadéw normalych N(f,0?) ze znang érednig p i
nieznang wariancja. Informacja Fishera jest réwna I(o) = 2072, a wigc rozklad Jeffreysa
jest nastepujacy:
(o) o< ot

To jest rozklad niewlasciwy na potprostej |0, 00[. Zauwazmy, ze rozkladem Jeffreysa dla
Y = 072 (dla parametru precyzji) jest 7()) oc 1. Mozemy ten wzor interpretowac jako
s ~ Gamma(0,0) a priori”. Jedli zy,...,, jest probka z N(u,c?) to a posteriori ¢ ~
Gamma (n/2,> (z; — p)?/2). Ten sam wynik otrzymamy jesli zaczniemy od wlasciwego
rozktadu a priori 1 ~ Gamma(a, \) i nastepnie przejdziemy do granicy z a, A — 0. A
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Parametr wielowymiarowy

Przypadek parametru wielowymiarowego § € R? mozna potraktowaé¢ podobnie. Rozktad
Jeffreysa jest dany przez

(1.7.6) 7(0) o \/det 1(0),

gdzie I(0) jest macierza informacyjna dana wzorem

1) = [ (Vologmm()V] logpo(z) pala)d.

Rozwazmy a re-parametryzacje § = h(iy) okreslona poprzez dyfeomorfizm h pomiedzy
dwoma otwartymi podzbiorami R%. Oznaczmy przez I (1) macierz informacyjng Fishera
w modelu sparametryzowanym przez 1 i niech 7(¢)) bedzie gestoscia zmiennej losowej ).
Poniewaz

Vy log pa) () = h'(¥) Ve log po(2)p=n(y),
wnioskujemy, ze 1(¢)) = R/ ()T (h(¥))R' (1), gdzie k' (1)) jest dx d macierza nieosobliwa. Jesli
7(0) o< y/det I(0), to wzor na przeksztatcenie gestosci implikuje 7(¢)) = w(h(¢)))| det B/ (¢)| =
Vdet I(h(1))| det b ()] = v/det (1) det T(h())R/ ()T = \/det I(¢). Jesli wiec rozklad a

priori m(0) jest wyznaczony zgodnie z reguty Jeffreysa, to to samo jest spetnione dla 7(v)).

1.7.7 Przyklad. Dla rodziny rozktadéw normalych N(6, 0?) z oboma parameterami ¢ and
o nieznanymi, macierz informacyjna jest dana wzorem

16, 0) = (1/0"2 , /002) |

A zatem otrzymujemy rozktad Jeffreysa 7(6,0) oc 072 (w szczegdlnosci to znaczy, ze 0 jest
a priori niezalezna od ¢ i ma niewlasciwy rozktad U(—o0, 00)). A
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Zadania

1. (Przyktad Laplace’a). Mamy r + 1 urn o numerach 0,1,...,r — 1. W kazdej urnie
znajduje sie r kul, przy tym urna numer ¢ zawiera ¢ kul biatych oraz r — ¢ kul czarnych.
Losowanie przebiega w nastepujacy spoob.

e Wybieramy jedng z urn z jednakowym prawdopodobienistwem T%l

e Losujemy n + 1 razy ze zwracaniem z wybranej uprzednio urny.
Wiadomo, ze w n losowaniach wybralismy same kule biate.
(a) Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze w kolejnym (n + 1)-szym losowaniu tez wyjdzie
biata?

(b) Przejs¢ do granicy z r — oo (liczba urn jest bardzo duza) i n = const. Poréwnac z
prawdopodobienistwem predykcyjnym w modelu , Rozktad dwumianowy i rozktad
a priori jednostajny U(0,1)”, Przyktad 1.4.1.

2. (Wykladniczy /Gamma) Zalozmy, ze zmienne losowe Xy, ..., X,, X, 11 sa, przy danym
¥ = 6, warunkowo niezalezne i kazda z nich ma wyktadniczy rozktad prawdopodobien-
stwa Ex(0). Przyjmijmy rozktad a priori Gamma: 9 ~ Gamma(a, \).

(a) Oblicz rozktad a posteriori O|xq, ..., x,.
(b) Oblicz rozktad brzegowy Xj.
(c¢) Podaj rozktad predykeyjny X, 1|z1, ..., Zy.

3. (Pareto/Gamma) Zmienne losowe X, ..., X, sa, przy danym ¢ = #, warunkowo nie-
zalezne i kazda z nich ma rozktad prawdopodobienstwa o gestosci

(1 +2)%1 dlaxz>0;
plale) = {70
0 dlaz <0

(tzw. rozktad Pareto).

Parametr 9 jest zmienna losowa o rozkladzie a priori Gamma(a, A).

(a) Obliczy¢ rozklad a posteriori w(0|z1, ..., x,).
(b) Poda¢ jednowymiarowsa statystyke dostateczna.
(c) Obliczy¢ E(I|xy,. .., z,).

4. (Potegowy/Gamma) Zmienne losowe Xi,..., X, sa, przy danym ¢ = 6, warunkowo
niezalezne i kazda z nich ma rozktad prawdopodobienstwa o gestosci

021 dla0 <z < 1;
p(z]d) =
0 w pozostatych przypadkach.

Parametr ¢ jest zmienna losowa o rozkladzie a priori Gamma(a, A).
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(a) Obliczy¢ rozklad a posteriori w(0|zy, ..., x,).

(b) Poda¢ jednowymiarowsa statystyke dostateczna.

(c) Obliczy¢ E(V|z1,...,x,).

(Ujemny dwumianowy). Zadanie jest kontynuacja Przyktadu 1.4.2. Oblicz EX i VarX
dla zmiennej losowej o rozktadzie ujemnym dwumianowym Bin™ («, ¢), wykorzystujac

reprezentacje tego rozkladu jako mieszanki rozktadéw Poissona (oczywiscie, mozna to
zrobi¢ inaczej, bezposrednio wykorzystujac wzor (1.4.3)).

(Normalny /Odwrotny Gamma) Oblicz rozktad brzegowy w Przyktadzie 1.4.6 (jest to
przesuniety i przeskalowany rozktad t Studenta).

Obliczy¢ rozklad a posteriori w Przyktadzie 1.4.7, to znaczy podaé¢ parametry o/, X,
m ir.

(Schemat urnowy Polya). Zadanie jest kontynuacja Przyktadu 1.5.4.

(a) Oblicz taczny rozktad brzegowy zmiennych (Xi,..., X,).

(b) Zinterpretuj wzory (1.5.5) w terminach losowania z urny (zakladajac, ze o i f sa
liczbami calkowitymi).

(Normalny /Normalny). Zadanie jest kontynuacja Przyktadu 1.4.4. Oblicz taczny roz-
ktad brzegowy zmiennych (Xi,...,X,). Wskazdwka: Jest to wielowymiarowy rozktad
normalny. Mozna skorzysta¢ z przedstawienia X; = 9 + (X; — 9).

Rozwazmy rodzine wyktadnicza postaci (1.6.1) (naturalna parametryzacja).

(a) Obliczy¢ E (exp{r'T(X)}|d), gdzie r € R* w terminach funkcji 1.
(b) Pokaza¢, ze E(T(X)|0) = Vi (0) i VAR(T(X)|0) = VV T (6).

W Przyktadzie 1.6.3 obliczyé rozktad a posteriori.



Rozdzial 2
Teoria decyzji statystycznych

Teoria decyzji statystycznych zostata stworzona, gtéwnie przez Abrahama Walda, w latach
1940-ch. Najkrocej mowiae, jest to interpretacja wnioskowania statystycznego z punktu
widzenia teorii gier. Teoria gier powstata w tymze czasie. Wsréd jej tworcow wymienié
nalezy Johna von Neumanna.

2.1 Optymalne decyzje

Zajmiemy sie zadaniem wyznaczania optymalnych decyzji w sytuacji niepewnosci. Dostepne
nam informacje (lub brak informacji) opisujemy przy pomocy (znanego) rozktadu prawdo-
podobienstwa zmienej losowej Z o warto$ciach w przestrzeni Z. Okreslamy przestrzen akcji
lub inaczej przestrzen decyzji A oraz funkcje straty € : Z x A — R. Liczba £(z, a) jest strata
jaka poniesiemy podejmujac akcje a, jesli okaze sie, ze Z = z. Jak kto$ nie lubi mysle¢ o
stratach, to moze uznac, ze —/ jest wyplata lub uzytecznoscig”. Bedziemy co prawda stale
zaktadaé, ze ¢ > 0 ale to nie ma wiekszego znaczenia, bo dodanie stalej do funkcji straty nie
wplywa na wybor decyzji. Mamy zminimalizowaé¢ wartos¢ oczekiwana:

(2.1.1) r(a) = E{(Z,a) — min.
Bedziemy funkcje r nazywaé ryzykiem. Jesli £(z,a) > 0 to ryzyko r(a) € [0, +0o0] jest dobrze
okreslone (warto$¢ oczekiwana istnieje, ale moze by¢ nieskoriczona). Zalozmy, ze istnieje

a, € A takie, ze
r(a,) < r(a) dla wszystkich a € A

i r(as) < oo. Tak bedzie we wszystkich nizej przedstawionych przyktadach. Nie musimy
zaktadac, ze a, jest jedynym minimalizatorem.

Pokazemy, ze popularne ,charakterystyki rozktadéow prawdopodobienstwa’” sa w istocie roz-
wigzaniami zadania (2.1.1) dla odpowiednio dobranych funkcji strat.

27
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2.1.2 Przyktad (Wartos¢ oczekiwana). Niech Z2 =A4 =R i
U(z,a) = (z — a)*.

Wtedy a, = EZ jest jedynym minimalizatorem r(a) = E(Z —a)?. Interpretujemy zatem war-
to$¢ oczekiwang jako ,liczbe najlepiej przyblizajaca zmienna losowa” w sensie btedu srednio-
kwadratowego. Przy tym minimalna wartos¢ ryzyka jest rowna wariancji: r(a.) = VarZ.
Patrz Zadanie 1. AN

2.1.3 Przyklad (Wazona warto$¢ oczekiwana). Uogolnimy poprzedni przyktad. Wprowa-
dzimy nieujemna funkcje ,wagowa” w i przyjmiemy

((z,a) = (2 — a)*w(z).
Wtedy minimalizatorem ryzyka jest liczba a, = EZw(Z)/Ew(Z). Patrz Zadanie 2.

Ciekawym szczeg6lnym przypadkiem jest wzgledny blad kwadratowy,

(z,a) = (Z;a)g.

Jesli zmienna losowa Z > 0 przybiera wartosci ,,bardzo mate” lub ,bardzo duze”, to powyzsza
funkcja straty wydaje sie rozsadnie formalizowaé¢ zadanie przyblizenia Z przez liczbe a. A

2.1.4 Przyklad (Kwantyl). Niech Z = A = R. Ustalmy p €]0, 1] i rozwazmy funkcje straty

z—a
l(z,a) =a+ ﬂ]l(z > a).

Liczba a, minimalizuje r(a) wtedy i tylko wtedy, gdy P(Z < a.) < p < P(Z < a,). Tak
wiec, a, jest p-tym kwantylem Z. Na ogoét, kwantyl nie jest jednoznacznie wyznaczony.
Jesli zalozymy dodatkowo, ze dystrybuanta F(a) = P(Z < a) jest ciagla, to po prostu
mamy F'(a,) = p. Co wiecej, minimalna wartosé¢ ryzyka ma tadna interpretacje, mianowicie
r(a,) =E(Z|Z > a,). W $wiecie finanséw, kwantyl a, jest znany jako VaR (Value at Risk),
a E(Z|Z > a,) nosi nazwe CVaR (Conditional Value at Risk). Patrz Zadanie 3. A

Uwaga. Jesli rozwazymy afiniczng transformacje funkcji strat, to znaczy zdefiniujemy ¢ (z,a) =
¢+ bl(z,a), gdzie b > 0 to, oczywiscie, funkcje ryzyka r and 7 odpowiadajace ¢ and ¢ maja
ten sam minimalizator. Na przyktad, funkcja straty

g(z,a) =(a—2)(1=p)+(z—a)l(z>a) = {EZ:;;S 7 Ei i i Z;
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moze by¢ uzyta w Przyktadzie 2.1.4. W szczegolnosei dla p = 1/2 widzimy, ze mediana jest
minimalizatorem 7(a) = E|a — Z].

Ogolniej, mozemy rozwazy¢ przeksztalcong strate postaci £(z,a) = ¢(z) 4+ bl(z,a) i nadal
otrzymacé te same minimalizatory r i 7 (czyli wyraz wolny transformacji afinicznej moze
zaleze¢ od z) Ten fakt jest przydatny, aby rozluzni¢ zalozenia dotyczace momentéow. Na
przyktad, jesli £(z,a) = |a — z| to musimy zalozy¢ ze E|Z| < oo, aby zdefiniowaé¢ r(a) =
Ela — Z|. Minimalizator r jest mediana Z, pod warunkiem, ze Z ma skonczona wartosé
oczekiwana. Jesli zmienimy £ na (2, a) = |a—z|—|z|, to minimalizator #(a) = E(la—Z|—|Z])
jest mediana, bez zadnych ograniczen na momenty.

2.1.5 Przyktad (Funkcja Tworzaca Kumulanty). Niech Z bedzie jednowymiarowa zmienng
losowsg i rozwazmy nastepujaca funkcje straty ‘LINEX ’:

l(z,a) =exp{r(z—a)} — k(z —a) — 1,

1
gdzie k > 0. Minimalizatorem ryzyka jest a, = —log Eexp{xZ}. Patrz Zadanie 4. A
K

2.1.6 Przyklad (Moda). Zat6zmy, ze Z jest zbiorem skonczonym, A = Z i rozwazmy
zero-jedynkows funkcje straty

l(z,a) = 1(z # a).

Minimalizatorem ryzka jest a, = arg max, P(Z = a). A

2.2 Optymalne reguly decyzyjne

Rozwazmy model nieco bardziej rozbudowany niz w poprzednim podrozdziale. Zatézmy, ze
znamy taczny rozktad pary zmiennych losowych (X,Y) o wartosciach w przestrzeni X' x )
i mamy podjac¢ decyzje a € A na podstawie obserwowanej wartosci X = x. Zmienna losowa
Y jest nieobserwowana. Strata zalezy od decyzji a i nieznanej warto$ci Y = y. Innymi stowy
¢:Y x A— R. Zadanie polega na znalezieniu reguly decyzyjnej, czyli funkcji § : X — A,
ktora minimalizuje ryzyko zdefiniowane jako wartos$é oczekiwana straty:

(2.2.1) r(6) =El(Y, (X)) — m(sin.
Mowimy, ze J, jest regula bayesowska', jesli

r(d:) < 7(9)

1Uzywamy tu terminéw nawigzujacych do statystyki bayesowskiej, ale rozwazania w tym podrozdziale
maja zastosowanie w ogodlniejsze]j sytuacji.
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dla kazdej reguty . Sposob obliczania regul bayesowskich jest ,w zasadzie tatwy”. Ryzyko a
posteriori definiujemy, dla a € A, wzorem

(222) r(alz) = E(U(Y, a)| X = z) = /y ty, )p(ylz)dy

Statystyk, poszukujac najlepszej decyzji a ma do dyspozycji ustalong obserwacje x, moze
wiec w zasadzie obliczy¢ r(a|x) dla réznych wartosci a i wybraé te decyzje, ktora minimali-
zuje ryzyko a posteriori. W ten sposob okresla regute decyzyjna, ktora okazuje si¢ optymalna
(bayesowska). Mowi o tym nastepujace, niemal oczywiste ale przy tym bardzo wazne twier-
dzenie.

2.2.3 Twierdzenie. Jezeli requta 0, jest taka, zZe dla kazdego x mamy r(d.(z)|x) < r(alz)
dla kazdego a, to d. jest requtq bayesowskq.

Dowod. Zamiana kolejnosci catkowania prowadzi do wniosku, ze

-/ /X Xyay,a(x))p(x,y)dxdy
// y,0(z))p(yl|z)dyp(z)de

—/}{(()\x)()dx.

Dla reguty d, i dowolnej (innej) reguty decyzyjnej § mamy zatem

16 = [ 1@ < [ @l = (o),
poniewaz z zalozenia r(d,(z)|x) < r(d(x)|z) dla kazdego x. O

Przepis na skonstruowanie reguty bayesowskiej jest zatem prosty. Pozostaja ,tylko” trudnosci
obliczeniowe. Rozktad warunkowy we wzorze (2.2.2) moze by¢ bardzo trudny do obliczenia.

2.3 Gra statystyczna

Opiszemy teraz model ,gry statystycznej” w klasycznym ujeciu, obejmujacym zaréwno sta-
tystyke czestosciowa jak i bayesowska. Niech (X, {P : 0 € ©}) bedzie przestrzenia sta-
tystyczna. Rozwazamy dodatkowo przestrzen akcji lub inaczej przestrzen decyzji A oraz
funkcje straty £ : © x A — R. Interpretacja jest nastepujaca. Wyobrazamy sobie gre, ktorej
uczestnikami sg ,Statystyk” i ,Natura”. 7Z jednej strony uznajemy, ze parametr 6 opisuje
interesujace nas aspekty rzeczywistosci. Obrazowo moéwiac, Natura wybiera element 6 € ©.
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Statystyk podejmuje akcje a € A. Liczba £(0,a) jest strata, jaka ponosi Statystyk, ktory
wybral akcje a, gdy stanem Natury jest 0. Wstepny model gry schematycznie wyglada tak:

00, a), feB,ac A

W teorii decyzji statystycznych rozpatruje sie model bardziej rozbudowany. Statystyk przy
podejmowaniu decyzji wykorzystuje dane, czyli obserwuje zmienng losowa X wylosowang
z rozkladu prawdopodobienistwa Py. Odpowiada to nastepujacym regulom gry: Natura po
wybraniu 6 ,jest zobowigzana’ przeprowadzi¢ losowanie X ~ P, i pokaza¢ statystykowi
wynik, czyli element z € X. Statystyk moze uzalezni¢ wybodr decyzji od od obserwacji.
Niech 6(x) € A bedzie decyzja podjeta po zaobserwowaniu z € X. tak wiec Statystyk w
istocie wybiera regute decyzyjng, czyli funkcje § : X — A. Za wynik gry przyjmuje sie
srednia (oczekiwana) wartosé¢ straty, ktora nazywamy ryzykiem. Jesli zatozymy, ze kazdy
z rozktadéw prawdopodobienstwa Py ma gesto$é¢ wzgledem ustalonej miary dx to ryzyko
wyraza sie wzorem

(2.3.1) R(0,6) = Byl(0,6(X)) = / 00, 6(x))po(x)dz.
X
Jak zwykle, dr moze oznacza¢ w zasadzie dowolng ustalong miare. Zbiér wszystkich regut
decyzyjnych oznaczmy D. Otrzymujemy rozszerzony model gry statystycznej:
R(0,9), 0eO,6eD.

Kolejne rozszerzenie gry wiaze sie z podejéciem bayesowskim. Niech 7 bedzie rozkladem
a priori na przestrzeni © (utozsamiamy rozklad prawdopodobieristwa z gestoscia). Ryzyko
bayesowskie okreslamy jako $rednia (oczekiwana) wartosé ryzyka wzgledem rozkladu 7:

(2.3.2) 7“(7T,5)=/@R(0,6)7r(9)d0.

Niech P oznacza zbiér wszystkich rozktadéow a priori. Bayesowska gre statystyczna schema-
tycznie mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

r(m,9), TeP,0eD.

W statystyce bayesowskiej rozktad a priori jest ustalony, mozemy zatem pomijaé¢ zaleznosé
od m, piszac r(m,d) = r(d). Ryzyko bayesowskie jest wartoscia oczekiwana wzgledem wzgle-
dem lacznego rozktadu zmiennych (X, 9):

(2.3.3) r(r,8) = / /@ 0. 5(@))pa()m ()0 = B, 5(X)).

Zmalezlismy sie w sytuacji przedstawionej w poprzednim podrozdziale, poréwnaj z réwnaniem
(2.2.1). Dla ustalonego (i znanego) rozktadu a priori* mozna wskazaé¢ reguly najlepsze w
sensie minimalnego ryzyka bayesowskiego. Otrzymujemy je, zgodnie z Twierdzeniem 2.2.3,
minimalizujac ryzyko a posteriori r(a|z) = E({(9,a)| X = z).

2Dla nas, bayesistow, rozklad a priori jest znany i ustalony. Statystycy ,czestosciowi” traktuja rozktad a
priori jako ,zrandomizowang strategie Natury” (wyboér pojedynczej wartosci parametru 6 jest w tym ujeciu
,Czysta strategia Natury”).
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Dostatecznos$¢ w teorii decyzji

Role dostatecznosci w bayesowskiej teorii decyzji wyjasnia nastepujacy fakt.

2.3.4 Stwierdzenie. Rozpatrzmy bayesowski model statystyczny. Jesli T jest statystykq
dostateczng to dla dowolnej funkcji strat €, bayesowska reguta decyzyjna 6* zalezy od x tylko
poprzez T'(x).

Dowdd. To jest oczywiste, poniewaz ryzyko bayesowskie a posteriori r(d|z) jest catka wzgle-
dem rozktadu a posteriori w,. Wiemy, ze ten rozktad zalezy od x tylko poprzez T'(x). O]

W statystyce czestosciowej sprawa jest bardziej skomplikowana. Potrzebujemy dodatkowo
pewnych zatozern o wypuktosci.

2.3.5 Stwierdzenie (Blackwell-Rao). Rozpatrzmy czestosciowy model gry statystycznej. Za-
tozmy, ze przestrzen akcji A jest wypuktym podzbiorem Re i £(0,a) jest wypuktq funkciq
argumentu a dla dowolnego 6. Niech T bedzie statystykq dostateczng. Dla dowolnej reguty
deczyjnej 6, zdefintujmy

§'(t) = Eg(6(X)|T = 1).

Reguta &' jest jednostajnie niegorsza niz 6 w nastepujgcym sensie: R(6,0") < R(6,0) dla
wszystkich 6.

Dowdd. Najwazniejsze jest spostrzezenie, ze ¢ jest dobrze okreslong reguta decyzyjna. Po
pierwsze, jesli 6(X) € A to wartos¢ oczekiwana 6(X) tez nalezy do A, poniewaz A jest
zbiorem wypuklym. Po drugie, warunkowa wartos¢ oczekiwana Ey(0(X)|T = t) nie za-
lezy od 6, poniewaz T jest statystyka dostateczna (korzystamy tu z czestosciowej definicji
dostatecznosci).

Dalsza czes¢ dowodu jest tatwa. Na mocy nieréwnosci Jensena,
R(0,0") = Epl(0,6'(T)) = Egl(0, Eg(5(X)|T))

< EgBy (£(0,5(X))|T)
— Egl(8,5(X)) = R(6,9).
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Reguly minimaksowe
Zasada ,minimaksu” jest pewng alternatywa podejscia bayesowskiego. Pozwala wprowadzi¢
liniowy porzadek w przestrzeni regut decyzyjnych bez odwolywania sie do rozktadu a priori.

Moéwimy, ze regulta decyzyjna 0* jest minimaksowa, jesli dla kazdej reguly 4,

sup R(0,6") < sup R(6,0).
0 0
Przypomnijmy, ze reguta decyzyjna 0* jest bayesowska, jesli dla kazdej reguty 9,

/ R(0,6%)m(0)d0 < / R(6, 6% (6)df.

Tak wiec, reguta bayesowska minimalizuje ,$rednie ryzyko”, podczas gdy reguta minimaksowa
minimalizuje ,ryzyko w najgorszym przypadku”.

Zasada minimaksu wydaje sie zaktadaé, ze w grze Satatystyka z Natura, ta ostatnia ,wybiera
strategic najbardziej niekorzystna dla Statystyka”. To zalozenie, oczywiscie, jest bardzo
kontrowersyjne! Niemniej, idea minimaksu pojawia sie w réznych kontekstach w statystyce
1 warto jej poswieci¢ uwage.

Ponizsze stwierdzenie przedstawia najprostsza metode znajdowania regut minimaksowych.

2.3.6 Stwierdzenie. Jezeli requta 6* ma stalq funkcje ryzyka @ jednoczesnie jest bayesowska
dla pewnego rozktadu a priori 7, to 0* jest minimaksowa.

Dowdd. Zaktadamy, ze R(0,6*) = c¢. Gdyby istniata regula 0 taka, ze supy R(6,0) <
supg R(6,6*) = ¢, to mielibysmy [ R(6,8)w(0)df < [ R(6,6*)m(0)d0 = ¢, co byloby sprzeczne
z zalozeniem, ze 0* jest m-bayesowska. O]

Zadanie 4 w Rozdziale 3 ilustruje wykorzystanie tego stwierdzenia. Okazuje sie, ze mozna
udowodnié¢ stwierdzenie podobne do 2.3.6 przy nieco stabszych zalozeniach.

2.3.7 Stwierdzenie. Zatdzmy, ze requta 6* ma statq funkcje ryzyka i jednocze$nie istnieje
cigg rozktadow a priori my, taki, ze r(mg,0%) — r(m, 0x) — 0 dla k — oo, gdzie §y oznacza
requte m-bayesowskq. Wtedy reguta 0* jest minimaksowa.

Dowdd pozostawiam Czytelnikowi: Zadanie 5. Wazny wniosek jest sformutowany w Zada-
niu 5 w Rozdziale 3: dla probki z rozkladu normalnego, $rednia z probki okazuje sie by¢
estymatorem minimaksowym.
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Zadania

1. Uzasadni¢ fakty wymienione w Przyktadzie 2.1.2.
2. Uzasadni¢ wynik w Przyktadzie 2.1.3.

3. Uzasadni¢ fakty wymienione w Przyktadzie 2.1.4.
Wskazowka: Mozna skorzystac z rownosci E(Z — a)1(Z > a) = ["P(Z > z)d.

4. Uzasadni¢ wynik w Przyktadzie 2.1.5.

5. Udowodnié¢ Stwierdzenie 2.3.7.



Rozdzial 3

Estymacja 1 predykcja w modelu
bayesowskim

Dla prawdziwego bayesisty, obliczenie rozktadu a posterior: jest ostatecznym wynikiem wnio-
skowania statystycznego. 7 bardziej pragmatycznego punktu widzenia, rozktad a posterior:
jest jedynie podstawa wyboru optymalnych decyzji. Problemy statystyczne réznig sie ,typem
decyzji” i odpowiednim wyborem funkcji straty. W swiecie bayesowskim zadania estymacji
i predykcji sprowadzaja sie do przyblizenia jednej zmiennej losowej funkcja innej zmiennej
losowej.

3.1 Estymacja

Mamy przyblizy¢ nieobserwowany parametr 6 funkcja obserwacji « (danych). W modelu bay-
esowskim zaréwno 0 € O, jak i € X sa warto$ciami zmiennych losowych ¥ 1 X. W zadaniu
estymacji zazwyczaj przestrzenia decyzji jest A = O (czasami zdarza sie, ze A D O). Nieco
ogoblniej, zadanie moze polega¢ na przyblizeniu pewnej funkcji parametru, powiedzmy g(6)*.
Jesli g : © — R, to za przestrzen decyzji przyjmujemy A = R. Regute decyzyjng nazywamy
estymatorem. Czesto, dla podkreslenia, estymator funkeji g(#) oznaczamy symbolem ¢ (lub
0, jesli g(#) = 0). Estymatory bayesowskie wyznaczamy na podstawie Twierdzenia 2.2.3,
minimalizujac ryzyko a posteriori

ralz) = E (€09, 0)[X = 7) = /@e(e, o). (0)do.

'Powiedzmy, ze g : © — R. Funkcja ¢ jest znana, nieznany jest jej argument §. Typowe przyklady to
estymacja g(0) = 0, g(6) = 1/0 albo g(61,02) = 0.

35
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W Podrozdziale 2.1 wymienilismy kilka typowych funkcji strat, ktére mozna uznaé za ,kare
za btad przyblizenia” i ktoére sa stosowane w estymacji. Reguly bayesowskie odpowiadajace
funkcjom strat z Przyktadow 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5 sg to odpowiednie charakterystyki
rozktadu a posteriori. Wniosek z Przyktadu 2.1.2 jest taki:

e Dla kwadratowej funkcji straty £(6,a) = (g(0) —a)?, estymatorem bayesowskim funkcji
g(0) jest wartosé¢ oczekiwana a posteriori,

g(x) =E(g(V)|r) = / g(0)m,.(6)dé.

Analogiczne wnioski dotycza Przyktadow 2.1.3; 2.1.4, 2.1.5. Dodajmy, ze w standardowych
modelach bayesowskich (ze sprzezonymi rozktadami a priori) warto$é¢ oczekiwana, kwantyle,
funkcja tworzaca kumulanty i tym podobne charakterystyki rozktadu a posteriori sa dane
jawnymi wzorami albo tatwo je oblicza¢ numerycznie.

3.2 Predykcja

Zadanie predykcji z punktu widzenia matematycznego nie rézni sie znaczaco od zadania
estymacji. Rozwazamy obserwowana wartos¢ zmiennej losowej X = z i zmienng Y, ktora
dotyczy przysztosci. Zaktadamy, ze zmienne X i Y sg warunkowo niezalezne przy danym
¥ = 0. Mamy przyblizy¢ nieobserwowana zmienng Y funkcja x (danych). Predyktor jest
funkcja 0 : X — Y, gdzie X 1 Y sa przestrzeniami wartos$ci zmiennych losowych X i Y. Dla
podkreslenia, czasami oznacza sie predyktor zmiennej ¥ symbolem Y. Ryzyko bayesowskie
jest dane wzorem (2.2.1). Jasne, ze optymalny predyktor ¢, otrzymujemy minimalizujac
wartos¢ oczekiwang straty wzgledem rozktadu predykcyjnego. Przypomnijmy wzor (2.2.2):

rale) = E (Y, @)X = 2) = /y ty, a)plylz)dy,

gdzie p(ylxz) = [ po(y)m,(0)dl. Sposob obliczania rozktadu predykeyjnego w modelu bay-
esowskim omowiliSmy w poprzednim rozdziale. Analogicznie jak w przypadku estymacji,
odwotujemy sie do Przyktadow 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5 aby wyznaczy¢ optymalne predyk-
tory dla typowych funkcji strat. Na przyktad:

e Dla kwadratowej funkcji straty £(y,a) = (y — a)?, predyktorem bayesowskim zmiennej
Y jest warto$¢ oczekiwana rozktadu predykcyjnego,

V(x) = B(Y|z) = / yp(yle)dy.
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W moim przekonaniu, pomiedzy estymacja i predykcja jest zasadnicza réznica metodolo-
giczna. Rozwigzanie zadania predykcji mozna poddac¢ weryfikacji empirycznej. W przyszlosci
pojawi sie warto$¢ Y = y i bedziemy mogli porownac te wartos¢ z naszym przewidywaniem
d(z) (jakkolwiek wyznaczymy d(z)). Z drugiej strony, wynik estymacji dotyczy zmiennej ¥,
ktora jest z zasady nieobserwowalna, jest tylko elementem modelu matematycznego.

Uwaga. Dla kwadratowej funkcji straty, predyktor bayesowski Y zmiennej losowej Y jest
identyczny z estymatorem bayesowskim g funkcji p(0) = E(Y'|0). To wynika natychmiast
z zalozenia o warunkowej niezaleznosci X i Y przy danym 9 = 6 i wlasnosci warunkowej

wartosci oczekiwanej: Y = E(V|z) = E(E(Y |z, 9)|z) = EE(Y|9)|z) = E(u(d)|z) = fi.

Z drugiej strony, blad (Sredniokwadratowy) predykcji Y jest wiekszy, niz btad estymacji
w(9). Latwo zauwazyé, ze

E(ft — u(0))* = EVar (u(9)| X),
E(Y —Y)? = EVar(u(9)|X) + EVar (Y |0).

3.2.1 Przyklad. Rozwazmy model Normalny/Normalny z Przyktadu 1.4.4. Zaktadamy,
ze (X1,..., Xo, Xog1pt) ~iia. N(u,0?) i g ~ N(m,v?). Dla kwadratowej funkcji straty,
predyktor przysztej obserwacji X,, 11 jest identyczny z estymatorem bayesowskim parametru
w. Ze wzoru (1.4.5) wynika, ze

2

. _ nv
Xpmi=p=2zX+(1—-2)m, gdzie z=-—.
=R ( ) & nv? + o2
Blad sredniokwadratowy estymacji i predykeji jest réwny, odpowiednio,
ov?
E(f—p)? = ———
(=) = o
9 o?v? 9
E(i— X, = —— +0°.
(:u +1) nv? + g2

A

3.2.2 Przyktad (Ciag dalszy). Rozpatrzmy kwantylowa funkcje straty z Przyktadu 2.1.4
w tym samym modelu Normalny/Normalny. Bayesowski estymator p i predyktor X, iq
minimalizuja, odpowiednio,

Eqy(ft — 1)

EQP<XTL+1 - Xn+1)27
gdzie ¢,(t) = t(1 — p) + t1(t < 0). Latwo widzie¢, ze

) _ 1 o202

~ _ 1 o292
— - 2
Xn+1—zX—|—(1—z)m—|—<I> (p) m+0,

gdzie @ jest funkcja kwantylowa standardowego rozkladu normalnego N(0, 1). A
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Podobny przyktad dotyczacy funkcji straty LINEX jest zamieszczony w Zadaniu 2.

3.3 Klasyfikacja statystyczna

Zatozmy, ze ,obiekt” nalezy do jednej z ,klas” oznaczanych 1,..., k, ale nie wiemy do ktorej
z nich. Obserwujemy wektor z = (z1,...,24) € X C R?, ktorego sktadowe opisuja ,cechy”
obiektu. Na podstawie x mamy ,zaklasyfikowa¢” obiekt, czyli odgadnaé¢ jego przynaleznosé
do klasy. Na przyktad, obiekt moze byé¢ pacjentem, klasom odpowiadaja (wzajemnie wy-
kluczajace sie) jednostki chorobowe, sktadowe wektora z moga by¢ objawami, wynikami
diagnostycznych badan medycznych itp.

Jesli zatozymy, ze (nieobserwowana) etykieta klasy ¢ i (zaobserwowany) wektor cechy = sa
wartosciami zmiennych losowych C'i X, wtedy problem klasyfikacji mozemy rozwazaé¢ w
ujeciu bayesowskim. Zbior etykiet klasyfikacyjnych C = {1,...,k} moze by¢ traktowany
jako (szczegolnie prosta, bo skoriczona) przestrzen parametrow. Role wiarygodnosci odgry-
waja ,wewnatrzklasowe” gestosci p(x|c), ¢ = 1,...,k, ktore opisuja warunkowe rozktady
prawdopodobienistwa wektora cech X, dla C' = ¢. Prawdopodobieristwa a priori 7(c) sa
wzglednymi czestodciami wystepowania klas. Zwroémy uwage, ze rozktad a priori ma tu
obiektywna interpretacje. W naszym przyktadzie diagnostyki medycznej, 7(c) moze ozna-
czaé¢ odsetek pacjentow cierpigcych na chorobe ¢ (w hipotetycznej populacji potencjalnych
pacjentow).

Naturalng przestrzenia decyzji w problemie klasyfikacji jest albo A = C albo A = C U {0}.
Po zaobserwowaniu x zgadujemy, ze obiekt nalezy do klasy é(z) € C albo, by¢ moze, moéwimy
,nie wiem”. Ta ostatnia akcja — zawieszona decyzja — jest zakodowana jako ¢(x) = 0. Reguta
decyzyjna ¢ : X — A jest nazywana klasyfikatorem. Regute ¢ mozna réwnowaznie opisaé
jako podzial przestrzeni cech X’ na sume obszaréow decyzyjnych D, = {z : é(x) = a}. Funkcje
straty utozsamiamy z macierza (¢(a,c),a € A, c € C). Wybor funkgji strat zalezy, oczywiscie
od specyfiki problemu. Zawsze zaktadamy, ze

e /(a,c) > 0 dla wszystkich a and ¢,
e /(c,c) = 0 dla wszystkich ¢ (jesli zgadujemy poprawnie, to nic nie tracimy),

e dla wszystkich a # 0 mamy ¢(a, c) > ¢(0, ¢) dla przynajmniej jednego ¢ (tracimy mniej
odraczajac decyzje, niz podejmujac bledna decyzje).

Z Twierdzenia 2.2.3 wynika, ze najlepsza reguta decyzyjna, klasyfikator bayesowski ¢* : X —
A, jest dana wzorem
k
c*(x) = arg main r(a|z) = arg main Z la,c)m(c|z),

c=1
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gdzie prawdopodobienistwa a posterior: sa obliczone zgodnie ze wzorem Bayesa
m(clr) =

Rownowaznie,
k
c*(x) = arg min Z la,c)p(z|c)m(c).
c=1

Jesli minimum jest osiggane dla wiecej niz jednego a, mozemy wybra¢ dowolny sposrod
minimalizatorow.

W dlaszych rozwazaniach skupiamy sie na specjalnych funkcjach straty. Jesli uwzgledniamy
mozliwos¢ zawieszenia decyzji ,,0” to mozemy przyjac

0 jeslia=c;

la,c)=41 jeslia#ciad#0;

A jeslia=0.

Ryzyko bayesowskie jest rowne
r(¢) =P(e(X) # C,é(X) #0) + AP(¢(X) = 0).

Bayesowski klasyfikator ¢* : X — C U {0} jest dany wzorem

argmaxm(clr) jesli maxw(clr) =1 — A
c(x) = ¢ ¢
(@) 0 jesli maxm(clz) <1 — A

W przypadku A = C (jesli zawieszenie decyzji nie jest dozwolone) i dla zero-jedynkowej
funkcji straty f(a,c) = 1(a # ¢) ryzyko bayesowskie jest prawdopodobienstwem bledne;
klasyfikacji,

r(e) = P(e(X) # ).

Bayesowski klasyfikator ¢* : X — C jest dany wzorem
c*(x) = argmax 7(c|x) = arg max p(z|c)r(c) = arg max [log p(x|c) + log m(c)]
(najczesciej uzywa sie wersji zlogarytmowanej).

3.3.1 Przyktad (Rozklady normalne z nier6wnymi macierzami kowariancji). Zatézmy, ze
w kazdej z klas wektor cech ma wielowymiarowy rozklad normalny (X|C = ¢) ~ N(f, 2.).
Zaltozmy, ze macierze Y. sa nieosobliwe. Wtedy

plale) = (2m)F(det So) Fexp (= 5o — 1) 5w = ).

| —
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Rozwazmy klasyfikacje bez zawieszenia decyzji, A = C. Skoro mamy
1 e 1
log p(z|c) = —§(x — pe) B — pe) — 5] det X.| + const,

wiec klasyfikator bayesowski wybiera maksimum sposrod k kwadratowych funkeji d.(z) =
log p(z|c) + logm(c). Nazywamy je kwadratowymi funkcjami dyskryminacyjnymi. W rze-
czywistosci potrzebujemy tylko k& — 1 funkcji, na przyktad d.(z) — dy(z) dla ¢ = 2,... k.
Granice bayesowskich obszaréw decyzyjnych sa rozmaitosciami kwadratowymi, jak wida¢ na
Rysunku 3.1. A

Rysunek 3.1: Kwadratowe obszary decyzyjne w Przyktadzie 3.3.1.

3.3.2 Przyklad (Rozklady normalne z réwnymi macierzami kowariancji). Zalézmy dodat-
kowo, ze macierze kowariancji wewnatrzklasowych rozktadow sa jednakowe, (X|C' = ¢) ~
N(te, 2). Mamy teraz

)
c T _
log p(]c) — log p(a[1) = (:c—“ 2’“) S — i),

a wiec mamy k — 1 liniowych funkcji dyskryminacyjnych d.(z) = logp(z|c) — logp(z|c) +
log(m(c)/m(1)). Granice bayesowskich obszaréw decyzyjnych sa hiperpltaszczyznami, jak to
pokazano na Rysunku 3.2.
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Przyktady 3.3.1 1 3.3.1 przedstawiaja, z punktu widzenia bayesowskiej teorii decyzji, pod-
stawy obszernego dzialu statystyki, ktory nosi nazwe analizy dyskryminacyjnej. Opisalismy
sytuacje, w ktorej znamy rozktady prawdopodobienstwa i mozemy wyznaczy¢ klasyfikatory
bayesowskie. W istocie analiza dyskryminacyjna zajmuje sie bardziej realistyczna sytuacja,
kiedy rozktady wewnatrzklasowe sa nieznane i estymuje sie parametry tych rozkladow (na
przyktad wektory p. i macierze 3. lub macierz ¥). Najczesciej w analizie dyskryminacyjne;j
stosuje sie estymatory ,czestosciowe”, nie-bayesowskie. To jest tematyka, ktora wykracza
poza zakres naszych rozwazar. A

Rysunek 3.2: Granice obszaréw decyzyjnych w Przyktadzie 3.3.2.

3.4 Parametryczne klasy regut decyzyjnych

Twierdzenie 2.2.3 pozwala wyznacza¢ optymalne regulty decyzyjne w klasie wszystkich regut
(funkcji § : X — A). Bardzo czesto interesuje nas znalezienie najlepszej reguty w pewnej
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ograniczonej klasie funkcji, na przyktad w klasie funkcji liniowych. Motywacje stojace za
takim postawieniem zadania sa dwojakiego rodzaju. Po pierwsze, uzytkownik moze byé
zainteresowany rozwiazaniem prostej postaci i tatwym do interpretacji Po drugie, wyznacze-
nie optymalnej reguly decyzyjnej wymaga znajomosci rozktadéw prawdopodobieristwa, a w
praktyce prawie nigdy nie mamy do czynienia z taka sytuacja.

Przedstawimy kilka typowych zagadnien, w ktoérych chodzi o przyblizenie nieobserwowanej
zmiennej losowej Y przez funkeje 6,(X), gdzie X jest obserwowana zmienna losowa i poszu-
kiwana funkcja nalezy do parametrycznej rodziny {d, : a € A}. Znajdujemy sie w sytuacji
przedstawionej w Podrozdziale 2.1, przy tym role zmiennej losowej Z odgrywa para (X,Y).

3.4.1 Przyklad (Regresja liniowa, kwadratowa funkcja straty). Niech Z = (X,Y), gdzie X
1Y sa dwiema 1-wymiarowymi zmiennymi losowymi. Rozwazamy problem predykcji ¥ na
podstawie obserwowanej wartosci X. Ograniczamy sie do liniowych (afinicznych) predykto-
row postaci Y = Bo + 51X . Decyzja ma postaé a = (5o, f1), a wiec przestrzenia decyzji jest
A = R?. Przyjmijmy klasyczng kwadratows funkcje straty:

6(607 617 T, y) = (y - BO - ﬁ1x>2'

Musimy zalozy¢, ze EX2 EY? < co. Najlepszy liniowy predyktor otrzymujemy dla 8; =
Cov(X,Y)/Var(X), 85 = EY — {EX. A

3.4.2 Przyklad (Wielowymiarowa regresja liniowa). Rozwazamy pare (X,Y’), podobnie jak
w przykladzie poprzednim. Zalézmy teraz, ze X = (Xi,...X4)" jest wektorem losowym,
a 'Y jest jednowymiarows zmlennq losowa. Liniowe predyktory Y na podstawie X mozemy
zapisa¢ w postaci Y = 60—1—2] | BiX; = Bo+X "B, gdzie B = (B1,...,B4) . Dlakwadratowej
funkcji straty, £(Bo, B3, z,y) = (y—Bo—x ' B)?, wspotezynniki najlepszego liniowego predyktora
sa dane wzorami

B = VAR(X) 'COV(X,Y), B =EY —EX 3"

Musimy zalozy¢, ze EX? < oo for i = 1,...,d, EY? < oo i ze macierz wariancji-kowariancji
VAR(X) = (Cov(X;, X;),1,7 =1,...,d) jest dodatnio okreslona (nieosobliwa). A

3.4.3 Przyklad (Regresja kwantylowa). Zamiast kwadratowej funkcji straty, w modelu
regresji mozemy uzy¢ straty zdefiniowanej w Przyktadzie (2.1.4). Rozwazamy pare (X,Y),
gdzie X jest d-wymiarowym wektorem losowym a Y jest jednowymiarows zmienng losows.
Moéwimy o regresji kwantylowey, jesli przyjmiemy funkcje straty

(Bo+a"B—y)(1—p) fory<pfo+a'p;
(y—Bo—x"B)p for y > By +z'B.

5(507671’73/) = {
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Nazwe ,regresji kwantylowej” mozna objasni¢ w nastepujacy sposob. Jesli zatozymy, ze
Y = B+ X"+ W, gdzie W jest zmienng niezalezng od X, to 3 + ' 3* jest p-tym
kwantylem warunkowego rozkltadu Y dla danego X = x. W szczegolnosci, dla p = 1/2
otrzymujemy tak zwane estymatory ,najmniejszych wartosci bezwzglednych” (Least Absolute
Deviations, LAD lub Minimum Absolute Deviations, MAD). W rzeczy samej, kwantylowa
funkcja straty dla p = 1/2 jest rownowazna funkcji

g(ﬂo,ﬁ,.ﬁlf,y) - |y_B0 _xTﬂ‘

W ogolnej sytuacji, nie ma jawnego wzoru na minimalizatory (/3;, 5*), ale istnieja efektywne
metody numeryczne dla ich obliczania. JAN

3.4.4 Przyktad (Liniowa Klasyfikacja). Podobnie jak w Podrozdziale 3.3, rozwazamy pare
7 = (X,0), gdzie X = (X1,...X4)" jest losowym wektorem cech, C jest etykieta klasy.
Zalozmy, ze mamy tylko dwie klasy. Wygodnie przyjac, ze etykiety naleza do zbioru {—1, 1}
(stosujemy tu inne kodowanie klas, niz w Podrozdziale 3.3). Problem kalsyfikacji jest ana-
logiczny jak w modelach regresji: mamy przewidzie¢ wartos¢ C, majac dana warto$¢ X: na
tym polega ,zaklasyfikowanie” obiektu. Tak, jak w poprzednich przyktadach dotyczacych
regresji, ograniczymy sie do klasyfikatoréw oparych na funkcjach liniowych £y + 2" 3. Za-
lozmy, ze przewidywang etykieta jest C' = sign(fy + X 8). Najbardziej naturalng funkcja
straty jest indykator of btednej klasyfikacji:

(B, B, x,c) = L(sign(Fy + :ETB) # c).

Dla tej 0—1 funkcji straty, ryzyko jest prawdopodobienistwem blednej klasyfikacji, IP(C’ # C).
Niestety, ta 0 — 1 funkcja straty ma powazne wady. Ryzyko jest funkcja niewypukta, moze
mie¢ wiele lokalnych miniméw, w praktyce zadanie minimalizacji jest beznadziejnie trudne.
Istnieje funkcja, ktéra do pewnego stopnia ,zastepuje” strate 0 — 1 ale jest bardziej przyjazna
obliczeniowo bo jest wypukla funkcja argumentu (S, 3). Ta funkcja ma angielska nazwe
shinge loss” (,zawiasowa?”’). W moich pracach uzywalem terminu ,perceptronowa funkcja
kryterialna”. Ta funkcja jest dana wzorem

g(ﬁo,ﬁ,l‘,C) = (1 - C(BO + xTﬁ))+

(3.45) 1—By—x'B jedlic=1ipy+2'8<1;
o =14 8p+278 jeslie=—1iBy+a2'8>—1;
0 W.p.D.

Ta funkcja jest wygodna obliczeniowo i ma przyjemne wtasnosci (Zadanie 10). JAN
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Zadania

1. Rozwazmy model Poisson/Gamma (Przyklad 1.4.2).

(a) Obliczy¢ estymator bayesowski dla funkcji straty £(0,a) = (0 — a)?/6* (wzgledny
btad kwadratowy).

(b) Poréwnac z estymatorem bayesowskim dla kwadratowej funkcji straty.

Wskazowka: Wykorzysta¢ wynik z Przyktadiu 2.1.3.
2. Rozwazmy model Normalny/Normalny (Przyktad 1.4.4).
(a) Oblicz estymator bayesowski parametru p i predyktor bayesowski przysziej ob-
serwacji X, 41 dla funkcji straty LINEX (Przyktad 2.1.5).
(b) Poréwnaj z estymatorem i predyktorem dla kwadratowej funkcji straty.
3. Zalozmy, ze zmienne losowe Ny i Ny sg, dla danego 6, warunkowo niezalezne i maja

rozklady Poissona: Ny ~ Poiss(ty0) i N1 ~ Poiss(t10), gdzie t, i t; sa znane i nielosowe.
Parametr 6 jest realizacja zmiennej losowej ¥ ~ Gamma(a, \). Niech

Ny
S — Z Xi7
=1

gdzie Xq,...,X;, ... sa zmiennymi i.i.d. niezaleznymi od Ny i N; i 9. Rozktad prawdo-
podobienstwa zmiennych X; jest znany i opisany funkcja tworzaca momenty M (r) =
EerXi (EX; = p). Obserwujemy Ny = ng i mamy przewidzie¢ wartosé S.

(a) Oblicz bayesowski predyktor S dla kwadratowej funkcji straty.
(b) Oblicz bayesowski predyktor S dla funkcji straty LINEX.

4. Niech X ~ Bin(n,#). Znajdz minimaksowy estymator parametru ¢ dla kwadratowej
funkcji straty.

Wskazowka: Skorzystaj ze Stwierdzenia 2.3.6. Poszukaj odpowiedniego rozktadu a
priori w rodzinie sprzezonej, wsrod rozktadow beta.

5. Niech Xi,..., X, ~iia N(u,0?). Zakladamy, ze o jest znana i rozwazamy zadanie
estymacji p z kwadratowa funkcja straty. Udowodnij, ze $rednia z probki, g = X jest
estymatorem minimaksowym.

Wskazowka: Zauwazmy, ze X nie jest estymatorem bayesowskim, nie mozna tu zastoso-
waé Stwierdzenia 2.3.6, ale mozna zastosowaé 2.3.7. Poszukaj odpowiedniego rozktadu
a priori w rodzinie sprzezonej, wsrod rozkltadéw normalnych.
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6. (Regresja Logistyczna) Rozwazmy model klasyfikacji z Przyktadu 3.3.2 dla dwoch klas
(dwa rozktady normalne z jednakowymi macierzami kowariancji). Pokaz, ze prawdo-
podobieristwo a posteriori (powiedzmy, klasy drugiej) jest logistyczna funkcja liniowe;
funkcji x:

_ expla+g'x)
p(2fr) = 1+ exp(a+8Tx)

dla pewnych o € Ri 8 € R

7. (Odlegtosé Mahalanobisa) W modelu z Przyktadu 3.3.2(rozklady normalne z jednako-
wymi macierzami kowariancji), zdefiniujmy odlegtos¢ Mahalanobisa pomiedzy punk-
tami &, & € RY wzorem

61— &l = V(6 — &)TE &G — &).

Pokaz, ze dla rownych prawdopodobienstwa priori, klasyfikator bayesowski przypisuje
x do tej sposrod klasy ¢, dla ktorej odlegtosé od ,srodka” |x — pi.|s-1 jest najmniejsza.

8. (Prawdopodobieristwo btednej klasyfikacji) Rozwazmy model klasyfikacji z Przyktadu
3.3.2 dla dwoch klas (dwa rozklady normalne z jednakowymi macierzami kowarian-
cji). Napisz wzor na minimalne prawdopodobienstwo blednej klasyfikacji w terminach
odleglosci Mahalanobisa |pe — p1]s-1 1 dystrybuanty ® standardowego rozktadu nor-
malnego.

9. (Naiwny klasyfikator bayesowski dla cech binarnych) Zatézmy, ze X = {0,1}¢ (obser-
wujemy d binarnych cech) i

d

plale) = [] 651~ 0)

=1

Pokaz, ze klasyfikator bayesowski jest liniowy (granice obszaréw decyzyjnych sa hiper-
plaszczyznami). Nazwa ,naiwny” odnosi sie do uproszczonego zalozenia, ze w kazdej
klasie cechy sa niezalezne. Niemniej, to ,naiwne” zalozenie dramatycznie zmniejsza
liczbe parametréow, ktore sa w praktyce nieznane i musza by¢ oszacowane z probki
uczacej (mamy kd parametrow 0.;).

10. (Hinge loss) Udowodnij nastepujace wlasnosci liniowego klasyfikatora minimalizuja-
cego funkcje straty zdefiniowana wzorem (3.4.5) w Przyktadzie 3.4.4.

(a) Rozwazmy afiniczna nieosobliwg transformacje RY — R? wektora cech: X =
T-X +a, gdzie T jest dx d nieosobliwa macierza i a € R%. Pokaz, ze minimalizator
ryzyka r(Bo, 8) = El(By, 5, X, C) jest ekwiwariantny: BS‘ + XT3 = Br+ X

(b) Pokaz, ze wybranie liczby 1 jako ,szerokosci marginesu” we wzorze (3.4.5) jest nie-
istotne. Jesli zmienimy definicje funkcji straty na ¢(f5y, 3, x, ¢) = (h —c(Bo + xTﬁ))+
z dowolnie wybranym parametrem h > 0, to wyniki klasyfikacji nie zmienia sie.
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(¢) Zalozmy, ze dwie klasy sa liniowo rozdzielne ,z pewnym marginesem”; to znaczy

istnieja wspolczynniki 5], B! takie, ze
P8 + X6 > 1|0 =1) = 1 =P(8 + XTB' < ~1|C = -1).

Niech 3, 8* beda wspoétczynnikami minimalizujacymi wartos¢ oczekiwana hinge
loss (funkcji strat zdefiniowanej w Przyktadzie 3.4.4). Pokaz, ze funkcja liniowa
B: + X T B* ma te sama wlasnosé rozdzielania klas:

PB4+ X8 >1|1C=1)=1=PB + X' < —1|C = —1).

Wskazowka: Mamy ]Eé(ﬁg, BT, X,C) =0, a zatem (ﬂg, B") minimalizuje hinge loss.
W rozpatrywanej sytuacji nie jest to na ogo6t jedyny minimalizator; punkt (55, 5%)
oznacza jakikolwiek inny minimalizator.

11. (Regresja) Uzasadnij wynik w Przykladzie 3.4.2.

(a) Wyprowadz podobny wzOr na optymalny liniowy predyktor bez wyrazu wolnego,

innymi stowy postaci Y = Z;.lzl B;X; =X"8.

(b) Rozwaz przypadek, kiedy wektor losowy X ma pierwsza wspotrzedna rowna 1, to

zmaczy X = (1, X4,...,Xy). Zastosujmy wynik otrzymany w poprzedniej czesci
zadania do wyznaczenia wspotczynnikow 35, 51, ..., 5. Pokaz, ze dostaniemy to
samo rozwiazanie co w Przykladzie 3.4.2 (regresja z wyrazem wolnym).
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3.5 Testowanie hipotez statystycznych

Dwie hipotezy proste

Problem testowania hipotezy zerowej przeciw hipotezie alternatywnej przypomina na pierw-
szy rzut oka klasyfikacje z dwiema klasami. W rzeczywistosci, abstrakcyjne sformutowanie
obu zadan jest prawie identyczne, ale kontekst i interpretacja jest zupelnie inna. Na poczatek
rozwazmy dwie proste hipotezy

HO X~ Do,

H1 X ~ D1
Rozwazamy zatem przestrzen parametrow {0,1} i przestrzen decyzji {0,1} (gdzie 1 jest
interpretowane jako odrzucenie Hy na rzecz Hy). Reguta decyzyjna o : {0,1} — {0,1} jest

(niezrandomizowanym) testem. Rozklad a priori precyzuje prawdopodobieristwa 7(0) =
P(Hy) i m(1) = P(H;). Ryzyko bayesowskie jest dane wzorem

7(6) = a(8)lom(0) + B(0) b1 (1),

gdzie a(9) i 5(9) sa to prawdopodobienstwa dwoch typow bledu:

a(0) =P(6(X) =1|Hy) = [1(d po(r)dz  (blad I rodzaju),
B(0) =P(06(X) =0[Hy) = [ 1(6(x) = 0)ps(z)dz  (blad II rodzaju),

zas$ fo = €(1,0) > 01 ¢; = £(0,1) > 0 sa wagami przypisanymi obu typom bledu.
Test 0* jest bayesowski (optymalny w sensie bayesowskim) jesli jest postaci

pi(z) _ Lom(0)

P=1 i po() g (1)

() =0 pi(z) _ Lo (0)
Y@ =0t S S )

Jesli py(z)/po(x) = (bom(0))/(¢1m(1)) to decyzja 6*(x) moze by¢ wybrana dowolnie. W tym
sensie test bayesowski nie jest jednoznacznie wyznaczony.

Interesujace jest poréwnanie testu bayesowskiego ze stosowanym w statystyce czestosciowe]
TNM (testem najmocniejszym) na danym poziomie istotnosci ojg. Lemat Neymana-Pearsona
mowi, ze TNM jest testem ilorazu wiarygodnosci, p; (z)/po(x). Test bayesowski §* jest zawsze
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TNM na poziomie istotnosci oy = (%), o ile a(6*) > 0. Z drugiej strony nierandomizowany
TNM niekoniecznie musi by¢ bayesowski i moze byé catkowicie ghupi. Przyktad jest podany
w Zadaniu 1. Srodkiem zaradczym jest losowanie decyzji. Test zrandomizowany to funkcja
Orana : {0, 1} — [0, 1]. Jesli 6(x) = p, to wykonujemy losowy eksperyment (probe Bernoulliego
z prawdopodobieristwem sukcesu p). ,Sukces” jest interpretowany jako decyzja ,1”, czyli
odrzucenie hipotezy zerowej. ,Porazka” to decyzja ,0”, czyli brak podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej. Prawdopodobienistwa bledu dla testu zrandomizowanego sa nastepujace:
a(drand) = E(drand(X)’H0> = f(srand<x)p0<x)d$ (bl@d I rOdzaju>7

B(0rana) = 1 — E(byana(X)|H1) =1 — [ rana(x)p1(z)dz  (blad I rodzaju).

Zdefiniujmy ,zbior ryzyka” R C [0, 1]? jako
R = {((drand); B(0rand) : drana jest testem zrandomizowanym. }

R ma kilka przyjemnych wtasnosci.

o R jest wypukty i zwarty,

e (0,1)eRi(1,0) R,

o jesli (o, f) e Rto (1 —a,1 =) € R.
Korzystajac z tych faktow, tatwo jest wykazaé, ze kazdy randomizowany test 0..nq, ktory
jest TNM na jakims$ poziomie istotnosci oy > 0, jest testem bayesowskim dla pewnych
statych ¢y, ¢; > 0, pod warunkiem, ze &(dyand), 5(0rana) > 0. (Poniewaz jestesmy bayesistami,

traktujemy prawdopodobienstwa m(0), (1) > 0 jako ustalone.) Zobacz Zadania 2 i 3. Zwro¢
uwage na analogie ze Stwierdzeniami 2.3.4 1 2.3.5.

Zadania

1. Rozwaz dwa rozktady prawdopodobienstwa na przestrzeni X = {1, 2, 3}:

x 1 2 3
po(z) 0.2]0.5)0.3
pi(z) 0.1]0.3]0.6

Rozwaz problem testowania Hy : X ~ pg vs Hy : X ~ pq.

(a) Naszkicuj zbior Ruyon—rana = {((6), 5(5)) : 0 jest testem niezrandomizowanym}.
Znajdz niezrandomizowany TNM na poziomie istotnosci ag = 0.25.
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(b) Naszkicuj zbior R = {(a(drand), 8(rand) : Orana jest testem zrandomizowanym}.
Zmajdz zrandomizowany TNM na poziomie istotnosci oy = 0.25.

2. Pokaz, ze zbior ryzyka R jest wypukly i zwarty.

Uwaga: Sprawdzenie zwartosci nie jest tatwe.

3. Pokaz, ze kazdy zrandomizowany TNM 6,.,q4 na poziomie istotnosci ag > 0 jest bay-
esowski dla pewnych 45, ¢; > 0, o ile @(dand); B(0rana) > 0. Znajdz kontrprzyktad
pokazujacy, ze to stwierdzenie nie zachodzi, jesli rozpatrujemy tylko testy niezrando-
mizowane.

4. Rozwaz problem testowania Hy : X ~ Ex(1) vs Hy : X ~ Ex(1) + 1, gdzie Ex(1) jest
rozktadem wykladniczym z parameterem 1 a ,Ex(1)+1” jest rozktadem wyktadniczym
przesunietym na prawo p;(z) = e~ @ V1(x > 1). Naszkicuj zbior ryzyka R.

5. Rozwaz problem testowania Hy : X ~ N(0,1) vs Hy : X ~ N(uq,1), gdzie u jest usta-
lone. Naszkicuj zbior ryzyka R. Dla TNM na poziomie o > 0, znajdz wspolczynniki
lo, 01 > 0, dla ktorych ten test jest bayesowski (poréwnaj z Zadaniem 3).

Hipotezy zlozone i czynniki Bayesa

Przeformutujmy problem testowania hipotez statystycznych jako problem wybor modelu.
Najpierw rozwazmy dwa modele bayesowskie, M = 01 M = 1, z dwiema funkcjami wiarygod-
nosci i dwoma rozktadami a priori (by¢ moze na dwoch réznych przestrzeniach parametrow).
Jesli jesteSmy konsekwentnymi bayesistami, powinni$my réwniez zdefiniowaé prawdopodo-
bienistwa a priori obu modeli. Podsumowujac, mamy nastepujace elementy:

p(x|6p, M = 0), mo(0o), 7(0) =P(M = 0),
p(a:]@l,M: 1), 7T1(91), ’/T(l) :]P(M:O)
W wiekszosci ciekawych przykladow przestrzen parametrow w modelu 0 jest podzbiorem

przestrzeni w modelu 1; w takiej sytuacji symbol 6 jest uzywany zamiast 6y i #;.) Po
zaobserwowaniu X = x mamy zdecydowacé, co jest prawda:

Hy: M =0 czy H :M=1.
Wzoér Bayesa pozwala obliczyé¢ P(M = i|x) for ¢ = 0, 1:

r(Up(e|M = 1)
r(Up(]M = 1) + (0)p(alM = 0)
_ w(p(lM = 1)/p(a|M = 0)
w(Dp(e[M = 1) /p(x[M = 0) + 7(0)

P(M = 1|z) =




20 ROZDZIAL 3. ESTYMACJA I PREDYKCJA W MODELU BAYESOWSKIM

Prawdopodobieristwa a posteriori hipotez (modeli) zaleza od 7 (i) i od ilorazu

_ p|M =1)

B —
Y p(a|M =0y’

ktory nazywamy czynnikiem Bayesa (Bayes Factor, BF). Jest on interpretowany jako ,sto-
pien, w jakim dane $wiadcza na korzy$é hipotezy H; w pordéwnaniu z Hy. Standardowe
postepowanie polega na obliczeniu BF bez specifikowania (i) = P(H;). (Tradycyjna, heu-
rystyczna regula kaze wybra¢ prog odrzucen Byy = 1. W istocie, reguta ,jodrzu¢ Hy na rzecz
H; jesli Byp > 17 jest regula bayesowska dla 7(0) = 7(1) = 0.5 i dla symetrycznej funkeji
straty £(0,1) = £(1,0). Zazwyczaj jakikolwiek sensowny wybor zaréwno (i) jak i ¢ bylby
trudny do uzasadnienia. Umowny prog By = 1 gra w statystyce bayesowskiej podobng role,
jak ,standardowy poziom istotnosci a = 0.05” w statystyce czestosciowe;j.

Typowo, konkurencyjne modele maja rézne ,wymiary” i mamy zdecydowaé, czy wybrac¢
,mniejszy” czy ,wiekszy ” model (tj. model z mniejsza lub wieksza liczba parametrow). Naj-
prostszym przypadkiem jest testowanie prostej hipotezy H, przeciw ztozonej alternatywie
H; (mamy albo wybra¢ w petni okreslony model albo model o nieznanych parametrach, czyli
dim = 0 vs dim > 0).

Podejscie oparte na czynnikach Bayesa pozwala uogélni¢ problem wyboru na przypadek

wiecej niz dwoch konkurujacych modeli. Jesli mamy k& modeli (M =0,1,...,k— 1), to
W(Z)Blo

7(0) + 30 7(1) Big

P(M = i|z) =

Czynnik Bayesa jest ilorazem gestosci brzegowych w konkurujacych modelach:

Poza prostymi modelami sprzezonymi rozktady brzegowe, a co za tym idzie czynniki Bayesa,
sa trudne do obliczenia. Ponizszy przyktad opisuje raczej rzadka sytuacje, w ktorej istnieje
jawny wzor na BF.

3.5.1 Przykiad. Niech X,..., X, bedzie probka z rozkladu N(6,0?). Zalézmy, ze o2
jest zanana, i rozwazmy dwie konkurujace ze soba hipotezy dotyczace 6. Hipoteza zerowa
w pelni specyfikuje waros¢ parameteru, Hy : 0 = pu, gdzie p jest dane. Alternatywa ma
posta¢ Hy : 0 ~ N(p,v?). (Note that Zauwaz, ze to samo u wystepuje w hipotezie zerowej
i w alternatywie.) Zeby obliczy¢ czynnik Bayesa, uzyjemy brzegowych gestosci statystyki
dostatecznej T = > x;/n. Poniewaz

ﬁexp (-5t =),

- — ! ex —;j_ ’
plelth) = V2m (0% /n + v?) p( 2(‘72/n+v2)< /L)>7

p(Z|Hy) =
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- dalf) ﬂex v 7 — )2
Blo_p(ﬂH‘)) m p(Q(UQ/nvaQ)OQ/n( M)>‘

Test bayesowski odrzuca Hy na rzecz H; jesli statystyka z = \/n|Z — p|/o przekracza pewna
wartos¢ progowa ¢, podobnie jak ,czestosciowy” test na zadanym poziomie istotnosci. Roz-
nica polega na wyborze ¢ dla obu testow. Ta réznica prowadzi do zjawiska znanego jako
sparadoks Jeffreysa-Lindleya”, patrz Zadanie 1. A

wiec

W powyzszym przyktadzie uzyliémy nastepujacego stwierdzenia. Rozwazmy problem testo-
wania prostej hipotezy zerowej

3.5.2 Stwierdzenie. Rozwazmy problem testowania prostej hipotezy zerowej Hy : 6 = 0y
przeciw rozmyte;” alternatywie Hy : 0 ~ m(-), gdzie 0y € © jest pewng ustalong wartosciq, m
jest rozktadem a priori na ©. Zalézmy, ze T = T(X) jest statystykq dostateczng w modelu
odpowiadajgeym Hy i p(t|0) jest gestoscig statystyki w punkcie t = T'(x). Wtedy
B fep(tle)ﬂ(ﬁ)de

p(t|6o)

By

Dowdd. Jezeli T(x) = t to p(z|0) = p(x|t,8)p(t|0) = p(z|t)p(t|d), poniewaz X jest warun-
kowo niezalezne od 6 dla danego T'. Stad,
_ JuP(alO)m(6)d6 _ plalt) [ p(t18)7(6)d0

Bo = ) p(el0p(tlds)

Zadania

1. (Paradoks Jeffreysa-Lindleya) Powroémy do Przyktadu 3.5.1. Niech 22 = n(z — u)?/o?
bedzie standardows statystyka uzywana do weryfikacji Hy : 6 = p przeciw alternatywie
0 # p w teorii czestosciowej. Zauwazmy, ze czynnik Bayesa w Przykladzie 3.5.1 jest
tez rosnaca funkcja 22. Poréwnajmy test czestosciowy z odpowiednikiem bayesowskim
opartym na By. Zalézmy, 22 = 2 pozostaje stale podczas gdy n — oco. Oczywiscie,
uzywana przez ,czestosciowea” p-wartos$é jest weigz taka sama i prowadzi do odrzucenia
Hy (na typowym poziomie istotnosci a = 0.05). Pokaz, ze z drugiej strony, By — 0
dla n — oo, a wiec ,bayesista’ nie widzi zadnych powodoéw do odrzucenia Hy!

2. Rozwazmy rodzine rozkladoéw dwumianowych Bin(n, 6) i problem testowania hipotezy
Hy : 0 =~ przeciw H; : 0 ~ Beta(s7, s(1 —~). Oblicz czynnik Bayesa By (nie oczekuj
prostego jawnego wyrazenia).

Uwaga: Zauwaz, ze dla H; mamy Ef = v, a wiec alternatywa jest rodzajem ,rozmyte;
hipotezy zerowej”, podobnie jak w Przyktadzie 3.5.1.
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3.6 Zbiory ufnosci

Bayesowski odpowiednik ,estymacji przedzialowej” jest szczegdlnie prosty i tatwy w inter-
pretacji. Bayesowski obszar ufnosci? na poziomie 1 — « jest to, z definicji, taki zbior C, C ©
ze

P € Cylz) = / m(0)df =1 — a.

Jak zwykle w teorii bayesowskiej, nietrudno zdefiniowaé¢ pewna wlasnosé optymalnosci.

3.6.1 Lemat. Niech n(-) bedzie gestoscig prawdopodobienstwa na ©. Niech h > 0 i Ch =
{0 :7(0) = h}. Jesli dla pewnego C C © mamy

/C n(6)d0 < /C ~(6)d0

[ ao< [
ch c

/ (0)d0 < / (6)d6.
ome o\ch

Na zbiorze C" \ C' mamy m > h, podczas gdy na C'\ C" zachodzi nieréwnos$é przeciwna,

7 < h. Zatem
/ hdf < / hdé.
ch c

Wystarczy podzieli¢ obie strony nieréwnosci przez h i dodaé fchnc df do obu stron. Catka
fc df jest po prostu ,objetoscia” zbioru C. n

to

Dowdd. 7 zalozenia

Oczywiscie, mozemy ten lemat zastosowa¢ nie tylko do gestosci a priori, ale réwniez do
gestosci a postertori. W ten sposob otrzymujemy nastepujacy fakt:

3.6.2 Stwierdzenie (Obszar najwiekszej gestosci a posteriori). Jesli dla pewnego h > 0,
zbior CF = {0 : 7,.(0) > h} jest taki, ze P(9 € C!z) = 1—« i dla pewnego innego zbioru C,
mamy P(9 € C,lx) = 1 — « to objetosé C jest niewigksza, niz C,.

Innymi stowy, C” jest ,najmniejszym” obszarem ufnosci (w sensie najmniejszej objetosci
wzgledem miary df; zazwyczaj méwimy tu o d-wymiarowej mierze Lebesgue’a, jesli © C R?).

2W statystyce bayesowskiej obowiazuje angielski termin credible set/region, podczas gdy w teorii czesto-
Sciowej mamy confidence set/region. Po polsku uzywamy tego samego okreslenia ,obszar ufnosci” w obu
przypadkach
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Metody obliczeniowe Monte Carlo
(MCMC)

Algorytmy MCMC (Markowowskie Monte Carlo) zrewolucjonizowaly statystyke bayesowska.
Stworzyly mozliwosé obliczania (w przyblizeniu) rozktadow a posteriori w sytuacji, gdy
doktadne, analityczne wyrazenia sa niedostepne. W ten sposob statystycy uwolnili sie od
koniecznosci uzywania nadmiernie uproszczonych modeli. Zaczeli $miato budowaé¢ modele
coraz bardziej realistyczne, zwykle o strukturze hierarchiczne;j.

4.1 Algorytmy MCMC

Algorytmy Monte Carlo wykorzystuja komputerowa symulacje zmiennych losowych (pseudo-
losowych) do badania rozktadéw prawdopodobienistwa i obliczania w przyblizeniu pewnych
wielkosci. W statystyce bayesowskiej interesuje nas rozktad prawdopodobienstwa a posterior:
7, na przestrzeni O, ktory moze by¢ trudny do obliczenia. Naszym celem moze by¢ na przy-
klad obliczenie wartosci oczekiwanej, 0 = Jo 0m,(0)d (jest to typowy estymator bayesowski,
dla kwadratowej funkcji straty). W wielu modelach calka jest trudna lub niemozliwa do ob-
liczenia. Jesli umiemy generowaé niezalezne zmienne losowe 9(0),9(1),...,9(m),... ~ m,
to Prawo Wielkich Liczb gwarantuje, ze prawie na pewno, dla m — oo,

(4.1.1) O = %Zﬁ(t) — 0.

'W tym rozdziale obserwowang, przez statystyka zmienna losows i jej wartoéé oznaczamy symbolem Y = y
(zamiast X = z, jak poprzednio).

23
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Mozemy uzy¢é ,sredniej empirycznej” 6,, jako przyblizenia é, uzywajac mozliwie duzej liczby
m (rozmiaru probki Monte Carlo). W podobny sposéb mozemy przybliza¢ mediane i inne
wielkosci dotyczace rozktadu a posteriori.

Skrot MCMC oznacza Markov Chain Monte Carlo, czyli po polsku algorytmy MC wyko-
rzystujace tancuchy Markowa. Podstawowa idea jest taka: jesli nie umiemy generowac
zmiennych losowych o rozkladzie m, to zadowolimy si¢ generowaniem lancucha Markowa,
czyli ciagu zmiennych losowych 9(0),9(1),...,9(m), ..., ktory w pewnym sensie zbliza sie,
zmierza do rozkladu m,. Przy pewnych zatozeniach dla takiego ciagu zachodzi wzor (4.1.1)
pomimo tego, ze sktadniki sumy nie s niezalezne i nie majg doktadnie rozktadu .

Warto podkresli¢, ze w tym rozdziale méwimy wytgcznie o losowosci generowanej kompute-
rowo, w celach obliczeniowych. Wartosci obserwowanych przez statystyka zmiennych, x, sa
ustalone. W dalszym ciagu bedziemy pomija¢ indeks y piszac 7 = 7, (ale pamietajmy, ze
chodzi o rozktad a posteriori; rozktad a priori zazwyczaj jest tatwy” i nie wymaga metod
Monte Carlo).

Podstawowym algorytmem MCMC w statystyce bayesowskiej jest probnik Gibbsa (PG)
(Gibbs Sampler, GS). Zatozmy, ze przestrzen na ktorej zyje docelowy rozktad m ma strukture
produktowa: © = Hle ©;. Rozpatrujemy tancuch Markowa 9(0),d(1),...,9(m),... na
przestrzeni O, ¥(m) jest wektorem (t(m),...,94(m)). Ponadto przyjmijmy nastepujace
oznaczenia:

e Jesli © 3 (0;)L, to 6_; = (6;);.:: wektor z pominieta i-ta wspolrzedna.
e Rozklad docelowy (gestosé): m(6).

e Pelne rozklady warunkowe (full conditionals):

7T(¢91|0_1) = - s gdzie W(Q—i) = /9 7T(017 . ,97;7 . ,Gd)dez

Probnik Gibbsa generuje tancuch Markowa zgodnie z nastepujaca reguta przejscia. Wspot-
rzedne sa zmieniane w porzadku cyklicznym. Zmiana i-tej wspotrzednej polega na wyloso-
waniu nowej wartosci z pelnego rozkladu warunkowego. Jesli aktualnym stanem tancucha
(w kroku t) jest ¥ = ©¥(t), to nastepny stan 9 = J(t + 1) jest generowany tak:

Gen V) ~ 7(:|¥a,...,04);

Gen 19,2 ~ 7T<'|79,1,793, Ce 7190{);

Gen ) ~ ([0, ., 05 4);
Return
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4.2 Przyklady

Przedstawie na dwoch dosé typowych przyktadach konstrukeje probnika Gibbsa aproksymu-
jacego rozktad a posteriori w ztozonych modelach bayesowskich.

Hierarchiczny model klasyfikacji

4.2.1 Przyklad (Statystyka malych obszaréw). Zacznijmy od opisania problemu tak zwa-
nych ,matych obszarow”, ktory jest dos¢ wazny w dziedzinie badan reprezentacyjnych, czyli
w tak zwanej ,statystyce oficjalnej”. Mate obszary to pod-populacje w ktoérych rozmiar
probki nie jest wystarczajacy, aby zastosowaé ,zwykle” estymatory (Srednie z probki). Po-
dejscie bayesowskie pozwala ,pozyczaé informacje” z innych obszaréw. Zaklada sie, ze z
kazdym malym obszarem zwigzany jest nieznany parametr, ktory staramy sie estymowac.
Obserwacje pochodzace z okreslonego obszaru maja rozktad prawdopodobienstwa zalezny
od odpowiadajacego temu obszarowi parameru. Parametry, zgodnie z filozofia bayesowska,
traktuje si¢ jak zmienne losowe. W najprostszej wersji taki model jest zbudowany w sposéb
opisany ponizej. A

Model bayesowski

e yi; = Y;; ~ N(0;,0%) — badana cecha dla j-tej wylosowanej jednostki i-tego obszaru,
(Gj=1,...,n5), (i=1,...,k),

o 0; ~ N(u,v?) — interesujaca nas $rednia w i-tym obszarze,

e ;. — $rednia w calej populacji.

Ciekawe, ze ten sam model pojawia sie¢ w réznych innych zastosowanianich, na przyktad w
matematyce ubezpieczeniowej. Przytoczymy klasyczny rezultat dotyczacy tego modelu, aby
wyjasni¢ na czym polega wspomniane ,pozyczanie informacji”.

Estymator bayesowski

W modelu przedstawionym powyzej, tatwo obliczy¢ estymator bayesowski (przy kwadratowej
funkcji straty), czyli wartos¢ oczekiwana a posteriori.

2

n;v? + o2’

. B - ] & n;v
Oi=E(0ily) = zigi + (L= z)u, 5=~ Y v z=
[t
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Ten wzor jest bardzo dobrze znany specjalistom od matych obszaréow i aktuariuszom. W
istocie, wynika on natychmiast z Przykladu 1.4.4 (na obecnie rozwazanym poziomie roz-
budowy modelu, predyktor 0; zalezy tylko od zmiennych y;1, ..., Yin,; pozostale zmienne sa
warunkowo niezalezne).

Estymator bayesowski dla i-tego obszaru jest srednig wazona ¢; (estymatora opartego na
danych z tego obszaru) i wielkosci u, ktora opisuje cata populacje, a nie tylko i-ty obszar.
Niestety, estymator 0; zalezy od parametrow u, o i v, ktore w praktyce sa nieznane i ktore
trzeba estymowac¢. Konsekwentnie bayesowskie podejécie polega na traktowaniu rowniez tych
parametrow jako zmiennych losowych, czyli nalozeniu na nie rozktadéw a priori. Powstaje
w ten sposob model hierarchiczny.

Hierarchiczny model bayesowski

Uzupelnijmy rozpatrywany powyzej model, dobudowujac ,wyzsze pietra” hierarchii. Potrak-
tujemy mianowicie parametry rozktadéow a priori: wp, o i v jako zmienne losowe i wyspecy-
fikujemy ich rozktady a priori.

d y’bj ~ N(9i7g2>7

® 0; ~ N(M? U2)7

e i~ N(m,7?),

e 02 ~ Gamma(p, \),

e v % ~ Gammal(q, k).

Zaktadamy przy tym, ze p, 0 i v sa a priori niezalezne (niestety, sa one zalezne a posteriori).
Na szczycie hierarchii mamy ,hiperparametry” m, 7, p, A, ¢, s, o ktérych musimy zaltozy¢,
ze sa znanymi liczbami.

Laczny rozktad prawdopodobieristwa wszystkich zmiennych losowych w modelu ma postac

p(y, 0, p,072,07%) = p(ylo, o) (0] p, v ) (p)w (0~ *)m(v™3).

We wzorze powyzej i w dalej traktujemy (troche nieformalnie) o2 i v™2 jako pojedyncze
symbole nowych zmiennych, zeby nie mnozy¢ oznaczen. Rozklad prawdopodobienstwa a

posteriori jest wiec taki:

_ply, 0,072 07?)

71—1/(97#7 U_Qav_2) p(y)



4.2. PRZYKLADY 57

To jest rozktad ,docelowy” 7, na przestrzeni © = R¥*3 7 nieznang stala normujaca 1/p(y).
Cho¢ wyglada na papierze dos¢ prosto, ale obliczenie rozktadéw brzegowych, wartosci ocze-
kiwanych i innych charakterystyk jest, tagodnie méwiac, trudne.

Opiszemy teraz jak jest skonstruowany prébnik Gibbsa w modelu hierarchicznym.
Rozktady warunkowe poszczegolnych wspotrzednych sa proste i tatwe do generowania. Mozna
te rozktady ,jodczyta¢” uwaznie patrzac na rozktad taczny:

o k ny
o —on o
Wy(e,u,y 270 2) x (o 2) /2 exp {—722(%]‘ - 902}

i=1 j=1

(07" exp {—% > (0 - M)Q}

i=1

- exp {—%z(u — m)Q}

(o) L exp{—Ao?}

(v exp{—Kv?}.

Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie rozkladem warunkowym zmiennej v=2. Kolorem niebieskim
oznaczylismy te czynniki lacznej gestosci, ktore zawieraja v=2. Pozostale, czarne czynniki
traktujemy jako state. Stad wida¢, jak wyglada rozklad warunkowy v~2, przynajmniej z

doktadno$cia do proporcjonalnosci:

Ty (V2 |y, 0, 11, 07%) oc (v )R/t

- exp {— (%Z(Qz —,u)z +li) U_Q}.

Jest to zatem rozklad Gamma(k/2+q, Zle(ﬁi—u)Q/Z—i—/i). Zupekie podobnie rozpoznajemy
inne (petne) rozktady warunkowe:

k
k 1
U_2|y7 0, u, 02 ~ Gamma (— +q, = Z(@Z _ ,u)2 + l{) 7

2 24
=1
n AL
—2 —2 2
9 ~ G - - 7 91 )\ 5
o |y> 7H>U amma<2 +p72;;(y] ) + >
kr? v? 7202
’9? _27 _2 ~ N 9 ) )
My, 0,0 v (kr2+v2 +k72—|—02m k72—|—v2>

2 2 2 2
nv o vio
02' 79—1'7 ,0'_2,/0_2 ~ N Ui + ) )
[y a (nv2 T P L e

gdzie, rzecz jasna, n =Y n;, 0 =3".0;/k i 0_; = (0)rpi. Zwroémy uwage, ze wspolrzedne
wektora 6 sa warunkowo niezalezne (pely rozktad warunkowy 6; nie zalezy od 0_;). Dzieki
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temu mozemy w probniku Gibbsa potraktowaé 6 jako caly ,blok” wspotrzednych i zmieniaé¢
,ha raz’.

Probnik Gibbsa ma w tym modelu przestrzen stanéw © skladajacg sie z punktow ¢ =
(0, p, 02, 072) € R*3. Regula przejicia probnika,

(9,%0‘2,11‘2) — (9,/L,0‘2,v‘2),

(. S (.

9(t) D(t+1)

jest ztozona z nastepujacych ,matych krokow”

e Wylosuj v=2 ~ m,(v2|0, u, 02 ) = Gamma(...),
e Wylosuj 02 ~ m,(c72|6, v?) = Gamma(...),
e Wylosuj . ~my(p 10, o202 = N(..),
e Wylosuj § ~m,(8 | w0202 = N(..).

Lancuch Markowa jest zbiezny do rozkladu a posteriori:
() = m, (t— 00).

Najbardziej interesujace sa w tym hierarchicznym modelu zmienne 6; (pozostate zmienne
mozna uznaé za ,parametry zaklocajace). Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie zmienna 6,
(powiedzmy, wartoscia Srednia w pierwszym malym obszarze). Estymator bayesowski jest to
warto$¢ oczekiwana a posteriori tej zmiennej:

E(61]y) = / e /Qlﬁy(ﬁ, w02 v dly - - - dfpdpdo2do 2,
Aproksymacja MCMC interesujacej nas wielkosci sa srednie wzdtuz trajektorii taricucha:

0:(0),0,(1),...,6:(t),. ..,
gdzie 9(t) = (01(t),...,0,(1), u(t), o 2(t), v 2(t)).

Na Rysunku 4.1 pokazane sa dwie przyktadowe trajektorie wspolrzednej v=2 dla PG poru-
szajacego sie po przestrzeni k + 3 = 1003 wymiarowej (model uwzgledniajacy 1000 matych
obszaréw). Dwie trajektorie odpowiadaja dwu réznym punktom startowym. Dla innych
zmiennych rysunki wygladaja bardzo podobnie. Uderzajace jest to, jak szybko trajektoria
zdaje sie ,josiagac¢” rozktad stacjonarny, przynajmniej wizualnie. Na Rysunku 4.2 pokazane

sg kolejne ,skumulowane” $rednie dla tych samych dwoch trajektorii zmiennej v=2.
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Model mieszanek normalnych

Tak, jak w modelu komponentéw wariancyjnych, rozwazamy obserwacje podzielone na grupy.
Roéznica jest taka, ze podziat jest ,ukryty”. Dane nie zawieraja informacji o tym, ktore
jednostki pochodza z tej samej grupy, a ktore z réznych grup. Zaktadamy, ze mamy probke
losowa z mieszanki rozktadow prawdopodobienstwa Z§:1 q; P;(+), gdzie Z?Zl ¢; = 1. Kazdy
z rozkladow P;(-) zalezy od nieznanych parametréow. Prawdopodobieristwa ¢; tez sa nieznane.
W modelu, ktory rozpatrzymy zaktada sie, ze liczba komponentéw £ jest znana. W dalszym
ciagu rozpatrujemy mieszanki rozkladéw normalnych i nastepujaca hierarchie rozktadow a
Priori:

k
Yi,. ., Y, ~iia Zj:l N 012')’
e (q1,...,q1) ~ Dir(aq, ..., a),

® [1y .-y HE ~Midd. N(m,v2),

—2 —2
o1y, 0L ~iia Gamma(7y, \).

Hiperparametry m,v?, o, 7, A sa ustalone i znane. Rozktadem docelowym jest rozklad a

posteriori m,(q, i, 072), gdzie 072 = (072, ..., 0} %).

Przedstawie ponizej probnik Gibbsa (PG) wykorzystujacy idee zmiennych pomocniczych. W
naszym modelu, te zmienne pomocnicze, cy,...,¢,, po prostu wskazja, do ktérego kompo-
nentu mieszanki nalezg poszczegodlne obserwacje. Innymi stowy,

o P(c;i = jlg) = q; (a priori),

e Yi|c; = j ~ N(u;, 07) niezaleznie od reszty zmiennych.
Ogolnie moéwiac, zmienne pomocnicze utatwiaja konstrukcje algorytmow MCMC. W modelu
mieszanek, sa same w sobie interesujace.

Laczna gestosé a posteriori w naszym modelu jest nastepujaca:

) - —2\1/2 O 2
o) o [aelor)osp (75— )
k k 1 k
a;—1 — — -
L TLesw (gt =) T e (-ae7?).
j=1 j=1 j=1

Z tego wzoru latwo wydoby¢ postaé¢ pelnych rozktadow warunkowych (full conditionals).
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e Rozklad warunkowy c. Niezaleznie dla 2 =1,...,n mamy
o2
Plei = jla 1,072 y) o g (07) exp | === (i = 15)" | -

Jest to tatwy do symulowania rozktad dyskretny na zbiorze {1,..., k}.

e Rozklad warunkowy ¢. Grupujac wyrazenia zawierajace g;, dostajemy
k
ﬂ-y(Q|07 [y 072) o8 H q;.)lj‘i‘nj—l?
j=1

gdzien; = >  1(¢; = j). Rozkladem warunkowym jest wiec Dir(oy+ng, . . ., g +ng).

e Rozklad warunkowy p. Przepiszmy te cze$¢ wzoru na taczna gesto$é a posteriori, ktora
zawiera ;1 w nastepujacy sposob:

k —2
_ 0; 1
my(ulg, c,07%) oc [ [ exp (—”7 > (i - uj)2> exp (—2—02(/@ - m)2) -
j=1

1:c;=]

Niezaleznie dla j = 1,..., k, obliczamy rozklad p; sprowadzajac funkcje kwadratowe
»pod znakiem exp” do postaci kanonicznej, otrzymujac:

02
~N|ziy+(1—2z;)m——s—|,
Hj (J?JJ ( J) njaj_z—i—l
—2 9
n;o; "v o 1
njoj_%Q—i—l’ Yi = n; Z Yi-

¢, =]

Zj =

Zwroémy uwage na to, ze w kazdym kroku PG uzywamy biezacych wartosci zmiennych
¢;, czyli aktualizujemy przynalezno$é obserwacji do grup.

e Rozklad warunkowy o~2. Podobnie jak w poprzednim punkcie, przepisujemy czesé

wzoru na laczng gesto$¢ a posteriori, ktoéra zawiera o2 i rozpoznajemy, ze pelny
rozktad warunkowy jest niezalezny dla kazdej wspotrzednej i rowny

3 n; 1
0;? ~ Gamma (v—l—?j,)\ﬂLa Z(yi—ﬂjy)‘

e =]
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Rysunek 4.1: Trajektorie zmiennej v=2 dla dwoch punktéw startowych. Hierarchiczny model

komponentéw wariancyjnych.
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Rysunek 4.2: Skumulowane érednie zmiennej v=2 dla dwoch punktéw startowych. Hierar-
chiczny model komponentéw wariancyjnych.
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Asymptotyka

5.1 Koncentracja rozkladoéw a posteriori

Zaczniemy od abstrakcyjnego sformutowania, ktére ma charkter catkowicie deterministyczny.

Rozwazamy gestos¢ prawdopodobieristwa 7 na przestrzeni © i funkcje f, : © — R oraz
f:© = R. Zdefiniujemy ciag funkcji

(5.1.1) Ta(0) = Zinexp{—nfn(H)}W(G),
gdzie
(5.1.2) - /@ exp{—nf, (6)}r(6)do.

Dla uproszczenia zatézmy, ze © C R?. Niech 6, bedzie ustalonym punktem, ktéry nalezy do
wnetrza zbioru ©.

5.1.3 Lemat. Zatozmy, ze

1. Funkcje 7 i f sq ciggte w punkcie 6y. Ponadto, w(6y) > 0.
2. Dla punktow 0 w pewnym otoczeniu 6y mamy zbieznosé f,(0) — f(0) (n — o0).

3. Dla kazdego € > 0, liminf,,_, infrg.9-g, 5} [n(0) — f(60) > 0.

Wtedy, dla kazdego € > 0,

/ (040 — 1.
{0:10—80|<e}

63
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Zanim przejdziemy do dowodu, skomentujmy zalozenia i sformutowanie lematu. Mozna sobie
wyobrazaé, ze T jest gestodcia a priori. Jesli —nf, jest logarytmem wiarygodnosci', to m, jest
gestoscia a posteriori. Na razie mozemy zignorowaé zalezno$é¢ wiarygodnosci od obserwacji;
to bedzie stanowito kolejny etap naszych rozwazan.

Dowdd Lematu 5.1.3. Chcemy pokazaé, ze f{9:‘9_90|>€} T,(0)d0 — 0. Napiszmy te catke w
postaci ilorazu

f{e;\9790|>5} exp {—n[fn(6) — f(0o) — B]} m(0)do _ Licznik
Joexp{—n[fn(0) — f(6o) — B]} w(6)df ~ Mianownik

Zajmijmy sie najpierw Licznikiem. Korzystajac z zatozenia 3. mozemy zakladaé, ze dla
pewnego 5 > 0 nierownosé¢ f,,(0) — f(0y) > p zachodzi dla dostatecznie duzych n. Funkcja
podcatkowa w Liczniku jest < 1, zatem

Licznik < /
{6:/60—6o|>¢}

wwmeg/nwmezy

Teraz rozpatrzymy Mianownik. Zaltozenie 1. gwarantuje istnienie liczby 6 > 0 takiej, ze
() > 01 f(0) — f(6o) < /2 dla |0 — 6y <. Stad wynika, ze lim,_,oo[f.(0) — f(6y) — 8] =
[f(0) — f(6o) — B] < —pB/2, a zatem lim~, () = +oo dla |0 — 6y < 0, gdzie v,(0) =
exp{—n[f.(0) — f(6b) — f]}. Na mocy lematu Fatou,

liminf/%(Q)W(Q)dﬁ>/liminf'yn(9)7r(9)d0
e S}

>/ lim , (6)7(6)d8 = +o0
{6:10—00| <5}

Zmnaczy to, ze Mianownik dazy to nieskoniczonoéci, co konczy dowod. O]

Przejdziemy teraz do modelu probabilistycznego. Zatézmy, ze X = Xi,..., X, ... jest
ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie prawdopodobienstwa p,
na przestrzeni X. Rozpatrzmy funkcje p: © x X — R i potézmy

(5.1.4) ul0) = 37 p(0,X,).

Niech, ponadto

(5.1.5) £(6) = Ep.p(6, X).

!Znak ,minus” wynika stad, ze wole rozwazaé¢ minimalizacje zamiast maksymalizacji. Czynnik n wpro-
wadziliSmy, aby zalozenie 2 byto spelnione w waznych przyktadach.
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Pamietajmy, ze f,, jest funkcja losows, chociaz w zapisie pomijamy argumenty Xy, ..., X,,....
W dalszym ciagu bedziemy rozwazali zachowanie ciaggu funkeji f,, dla ustalonego (dla prawie
kazdego) ciagu wartosci x1, ..., Ty, .. ..

Ograniczymy sie dla uproszczenia do rozpatrzenia wypuktych funkcji p*. Zalozymy, ze © C
R? jest zbiorem wypuklym.

5.1.6 Twierdzenie. Zatozmy, ze

1. Punkcja p(-,z) : © — R jest wypukta dla kazdego x € X.
2. Wartosé oczekiwana w definicji f(0) jest dobrze okreslona dla kazdego 0 € ©.
3. Punkt 0y jest jedynym minimum funkcji f @ nalezy do wnetrza zbioru ©.

4. Funkcja m jest gestosciq prawdopodobieristwa na ©, jest ciggta w punkcie 6y i w(6y) > 0.

Jesli ciqg funkcji m, zdefiniujemy wzorami (5.1.1) i (5.1.2) dla funkcji f, danych przez
(5.1.4), to prawie na pewno, dla kazdego ¢ > 0,

/ ()0 — 1.
{0:10—00|<c}

Dowdd. Na mocy Prawa Wielkich Liczb, dla kazdego ustalonego 6, z prawdopodobieristwem
1 mamy f,(6) — f(#). Stad wynika, ze z prawdopodobieristwem 1 zbieznosé¢ zachodzi dla
kazdego # € ©q, gdzie ©; jest pewnym przeliczalnym, gestym podzbiorem ©. Od tego
momentu traktujemy wylosowany ciag X; = x1,...,X,, = x,,... jak ustalony (zakladajac,
ze dla tego ciagu nie zachodzi ,wyjatkowe zdarzenie” o prawdopodobieristwie 0).

Uzasadnimy, ze spelnione sg zatozenia Lematu 5.1.3. Zalozenie o wypuktosci bardzo utatwia
argumentacje. Poniewaz funkcje f, sa wypukle, granica f jest tez wypukta, a wiec ciagta.
Spelnione sg zatem zatozenia 1.1 2. Lematu 5.1.3. Pozostaje sprawdzi¢ zalozenie 3. Sko-
rzystamy z naszego zalozenia 3. Ze zbieznosci funkcji wypuklych f,(0) — f(0) dla gestego
podzbioru wynika zbieznos¢ jednostajna na zbiorach zwartych. Jesli infyg.9_g,=c f(0) >
f(60) + 23 to dla dostatecznie duzych n mamy inf g, g_g, =<} fn(€) > f(6o) + 3. Korzystajac
jeszcze raz z wypuktosci, wnioskujemy, ze

fn(e) > f(eo) + 67

inf
{6:10—00| =€}

co konczy dowdd. O

2Zalozenie o wypuklosci, moze by¢ zastapione innego typu (dosé technicznymi) zatozeniami, przy ktérych
teza naszego Twierdzenia 5.1.6 pozostaje prawdziwa.
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Ostatecznie mozemy sformutowaé zasadniczy wniosek z Twierdzenia 5.1.6, dotyczacy modelu
bayesowskiego. Rozwazamy rodzine gestosci {pg : @ € ©} na przestrzeni X i gestosé a priori
m. Jesli przymiemy

(5.1.7) p(0, ) = —log po(),

to p jest wiarygodnoscia, za$ funkcja m, staje si¢ gestoscia a posteriori, T, = Ty, 4.

5.1.8 Wniosek. Jesli X1,..., X,,, ... ~iid. Ps, funkcja p jest dana wzorem (5.1.7) i spetnione
sq zatozenia Twierdzenia 5.1.6, to z prawdopodobienstwem 1 mamy zbieznosé

X1, Xn — 06y (n — 00),

w sensie stabej zbieznosci miar probabilistycznych. Punkt 6y minimalizuje dywergencje Kullbacka-
Leiblera: D(p«||pg,) = infoeo D(p«||po), gdzie

D(p.llps) = / ps(z)log i;ggdm-

Podkreslmy, ze w tym wniosku nie zaktadamy, ze ,prawdziwy rozktad prawdopodobienstwa”
o gestosci p, nalezy do parametrycznej rodziny {py : 6 € ©}. W tym sensie, model staty-
styczny jest, by¢ moze, zle wyspecyfikowany. GestosS¢ py, jest nazywana rzutem Kullbacka-
Leiblera gestosci p, na rodzine {py : 6 € O}.

W sytuacji dobrze wyspecyfikowanego modelu otrzymujemy nastepujacy klasyczny wynik.

5.1.9 Wniosek. Jesli Xi,...,X,,... ~iid. pe, dla pewnego 0y € O, funkcja p jest dana
wzorem (5.1.7) 1 spelnione sq zaltozenia Twierdzenia 5.1.0, to z prawdopodobieristwem 1
mamy zbieznosé

TX1, Xn 590, (n — OO),

w sensie stabej zbieznosci miar probabilistycznych.

5.2 Asymptotyczna normalnosé

Bedziemy podaza¢ podobna $ciezka jak w poprzednim podrozdziale: najpierw udowodnimy
wynik sformutowany w deterministyczny sposob, a pdzniej pokazemy jego probabilistyczne
konsekwencje. Podobnie jak poprzednio, zatozenie wypuklosci bedzie odgrywato kluczowsa
role. Dla uproszczenia zalézmy, ze © = RY.
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5.2.1 Twierdzenie. Zatozmy, ze funkcje f, : © — R sq wypukte 1 0, — 6y dla pewnego
ciggu 0, € © 1 0y € ©. Ponadto, dla kazdego m,

t 1
0, + — 2 (0,)| — =t"Dt| — 0,
ol (00 J5) -] -3
gdzie D jest pewng macierzq dodatnio okreslong. Niech w bedzie gestosciq prawdopodobieni-
stwa na przestrzeni ©, ciqglq © niezerowq w punkcie 6.

(5.2.2) sup

[t|<m

Jezeli m, jest zdefiowane przez (5.1.1), t

(5.2.3) / 17 (8) — 4 (0)]d0 — 0,

gdzie v, (0) jest gestosciq rozktadu normalnego N(6,,, D=1/n).

Dowad. Zdefiniujmy funkcje g,, wzorem

wir=nfa o o ) s} o )

t
=Ty (Hn + %) Znenf"(an).

Latwo wida¢, ze g,(t) — go(t), gdzie

go(t) = exp {—%tTDt} (0).

Dowod bedzie zakoniczony, jesli pokazemy, ze

(5.2.4) /|gn — go(t)]dt — 0.

W rzeczy samej, (5.2.4) implikuje [ g, — [ go. Stad wynika, ze
(5.2.5) 2p ~ e n0n) =Ly =42

gdzie c jest stala normujaca rozktadu N(6,,, D~1)?, gdyz [ m,(0,+t/v/n)dt = n¥/?1 [ go(t)dt =
c17(6p). (Przypomnijmy, ze z, jest zdefiowane wzorem (5.1.2). Symbol z, ~ a, znaczy, ze
Znfan — 1.)

Poniewaz m,(0,, +t/\/n) = z7le g (1), zas v,(0, +t//n) = cn®?m(0p) Lgo(t), wiec
korzystajac ze wzoru (5.2.5) mozemy przepisa¢ (5.2.4) w nastepujacej, rownowaznej postaci:

o) (o)

$Wiadomo, ze ¢ = (2m)~%?(det D)'/?, gdzie 7 = 3.1415.. .. oznacza inny obiekt, niz gestosé 7.

dt

a2 — 0.
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W ten sposob otrzymujemy teze (5.2.3)%.

Dowod bedzie zakonczony, jesli uzasadnimy wzor (5.2.4). Napiszmy

/\gn—golz/ Ign—go|+/ |gn — 9ol-
[t|<m [t|I=m

Pierwsza calke oszacujemy korzystajac z zalozenia (5.2.2), a druga korzystajac z wypuklosci
funkcji f,. Zacznijmy od drugiej catki. Niech A\ = inf};—; t" Dt bedzie najmniejsza wartoscia
wlasna macierzy D. Oczywiscie m?\ = infjy_,, t' Dt. Ze wzoru (5.2.2) wynika, ze dla
dostatecznie duzych n mamy n[f, (6, +t/\/n) — f.(0.)] > m*\/4 = (mA/4)|t| dla |t| = m.
Wypuktosé funkeji f,, pozwala wnioskowaé, ze ta ostatnia nieréwnosé zachodzi réwniez dla
[t] = m. Wobec tego g, (t) < en(t) := exp{—(mA)|t|/4}(7(6y) + 1) dla dostatecznie duzych
n. Poniewaz

/ em(t)dt — 0, (m — 00),

wiec mozemy znalezé takie m, ze

/ gn(t)dtg/ em(t)dtg/ em(t)dt < <.
lt|>m lt|=m Rd 3

Latwo widaé¢, ze mozemy réwniez zapewni¢ nieréwnosé

/ go(t)dt < =
(t>m 3

Wreszcie, z zatozenia (5.2.2) wynika, ze (dla wybranego powyzej m) dla dostatecznie duzych
n prawdziwa jest nier6wnosé

3

n — Y0 d
[ o0 = (o < 5

Stad [ |9, — go| < € dla dostatecznie duzych n, a wiec udowodnilismy (5.2.4). ]

Twierdzenie 5.2.1 mozna zastosowa¢ do modelu probabilistycznego opisanego w poprzednim
podrozdziale. Przypomnijmy, Xi,...,X,,... ~iid ps jest ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie. f, i f sa zdefiniowane wzorami (5.1.4) i (5.1.5), odpo-
wiednio. Dla wypuktej funkcji p, jej subgradient oznaczamy 0p.

4Jegli zmienna losowa ¥, ma rozklad o gestosci 7, (6) to zmienna losowa T, = /n(9 — 6,,) ma gestosé
T (O +t//n)n= 2.
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5.2.6 Twierdzenie. Zatozmy, ze

1. Punkcja p(-,z) : © — R jest wypukta dla kazdego x € X.

2. Funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie 0, i macierz D = V'V f(0,) jest
(Scisle) dodatnio okreslona.

? < o00.

3. Dla punktow 0 w pewnym otoczeniu 6, mamy E |0p(0, X)

4. Funkcja m jest gestosciq prawdopodobienistwa na ©, jest ciggta w punkcie 0y i w(6y) > 0.

Cigg funkcji m, zdefiniujemy wzorami (5.1.1) i (5.1.2) dla funkcji f, danych przez (5.1.4).
Zaktadamy, ze 0, minimalizuje funkcje fn: fn(0,) = infy f,(0). Niech v,(0) oznacza ge-
stosé rozktadu normalnego N(0,,, D='/n). Jesli m, jest zdefiniowane wzorem (5.1.1) wtedy
mamy zbieznosé wedlug prawdopodobieristwa (wzgledem rozktadu prawdopodobieristwa ciggu
zmiennych Xq,. .., Xp,...):

(5.2.7) /@ 17(6) — 7 (8]0 —, 0.

Pominiemy dowo6d Twierdzenia 5.2.6. Najwazniejsza czeS¢ dowodu polega na sprawdzeniu,
ze relacja we wzorze (5.2.2)(niemal jednostajna zbieznosé do funkeji kwadratowej) zachodzi
wedtug prawdopodobienstwa.

Punkty 60,, w Twierdzeniu 5.2.6 nosza nazwe M-estymatoréw. Tak wiec, nieformalnie pod-
sumowujac nasze rozwazania mozemy powiedzie¢, ze dla duzych probek rozktad a posteriori
zbliza si¢ do rozktadu normalnego, ktorego $rednia jest M-estymator.

Rozwazmy na koniec funkcje p bedgca minus-log-wiarygodnoscia, to znaczy dang wzorem
(5.1.7). W sytuacji dobrze wyspecyfikowanego modelu, to znaczy gdy p. € {py : 0 € O},
mamy szczegOlnie prosta interpretacje macierzy kowariancji granicznego rozktadu normal-
nego. Jesli we wzorze okreslajacym macierz D (zalozenie 2. w Twierdzeniu 5.2.6) mozemy
zamienié¢ kolejnosé rézniczkowania i catkowania, czyli

(5.2.8) VV ' Ep(6, X) =EVV o0, X),

to — D jest macierza informacyjng. Nastepujacy wniosek jest pewnym wariantem klasycznego
twierdzenia Bernsteina-von Misesa’.

5.2.9 Wniosek. Zatozmy, ze spetnione sq zatozenia Twierdzenia 5.2.0, mamy p. = py, dla
pewnego Oy € O i zachodzi wzor (5.2.8). Wtedy we wzorze (5.2.7), v, jest gestosciq rozktadu
N(0,,, I,(60)71), gdzie 0, jest estymatorem najwickszej wiarygodnosci, zas I,,(6y) = nly(6y)
jest macierzq informacyjng Fishera.

SStale zaktadamy, ze p jest wypukla funkcja argumentu 6, ale w innych wersjach twierdzenia Bernsteina-
von Misesa ten warunek nie jest wymagany.
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Zadania

1. Rozwazmy model Normalny /Normalny (Przyktad 1.4.4). Zalozmy, ze Xi,..., X,,...
sg i.i.d. probka z rozktadu N(6y, 02) i n — oo. Pokaz bezposrednio (nie wykorzystujac
Whniosku 5.1.8), ze prawie na pewno zachodzi 7, ., — dg, W sensie stabej zbieznosci
miar probabilistycznych.

-----

Wskazowka: Uzyj PWL i oblicz warto$¢ oczekiwana i wariancje rozktadu a posteriori.

2. Rozwazmy model Poisson/Gamma (Przyktad 1.4.2). Zalézmy, ze Xi,...,X,,... sa
i.i.d. probka z rozktadu Poiss(6y) i n — oo. Pokaz bezposrednio, ze m,,
w zadaniu poprzednim).

-----

3. Rozwazmy model Bin/Beta (Przyktad 1.4.1). Zalézmy, ze Xi,...,X,,... sa iid.
probka z rozkladu Ber(6y) i n — oo. Pokaz bezposrednio, ze 7., ., — 0, (jak W
zadaniu poprzednim).

77777

4. Niech zmienna losowa 1J,, ma rozktad o gestosci Beta(n+1,n+1). Rozwazmy zmienna
losowa T,, = +/n(¥, — 1/2) i oznaczmy przez p,(t) gestos¢ rozktadu zmiennej T,,.
Pokaz bezposrednio, ze lim,,_,, m,(t) jest gestoscia rozktadu normalnego. Zidentyfikuj
parametry tego rozktadu i poréwnaj z momentami E7,, i VarT,.

Wskazowka: Mozna uzy¢ wzoru Stirlinga i rozwiniecia funkcji log(1 + x).



Dodatek A

Rozklady warunkowe

Warunkowe rozktady prawdopodobienstwa i warunkowe wartosci oczekiwane sa definiowane
na wyktadach z rachunku prawdopodobieristwa w ogdlny i abstrakcyjny sposéb. W naszym
elementarnym wyktadzie ograniczymy sie do sytuacji, opisanej ponizej.

Zalozmy, ze zmienne losowe X 1 Y maja taczna gestosé p(z,y) wzgledem pewnej miary
produktowej (o-skoriczonej), oznaczanej dzdy, na przestrzeni X x ). Przy tym kazdy z
symboli dz i dy moze oznaczaé albo miare Lebesgue’a na R? albo miare liczaca na przestrzeni
dyskretne;j.

e Gestosé warunkowa jest dana wzorem

o
p(ylz) = o)

gdzie p(z) = fy p(z,y)dy jest gestoscia brzegowa. Jesli A C Y to mozemy zdefiniowaé
P(Y € A|X =) = [, p(y|z)dy. W ten sposob okreslamy warunkowy rozktad prawdo-
podobienstwa zmiennej Y przy danej wartosci X = x.

e Ogolniej, niech h : X x J — R bedzie ograniczona (lub nieujemna) funkcja. Mozemy
zdefiniowaé¢ warunkowq wartosé oczekiwang jako funkcje h : X — R dang wzorem

B(z) = E(W(X,Y)|X = z) = /y Wz, y)plyle)dy.

Warunkows wartosé¢ oczekiwang E(h(X,Y)|X) definiujemy jako zmienng losowa h(X)
(czyli ztozenie funkcji h: X - R1 X : Q — X).

71
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Zadania

1. Uzasadnij zgodno$¢ podanych wzoréw ze znanymi Ci definicjami P(Y € A|X) oraz
E(h(X,Y)|X). Uzupelnij pominiete zalozenia dotyczace mierzalnosci. Udowodnij (lub
przypomnij sobie) wzor EE(Y|X) = EY.

2. Udowodnij wzor VarE(Y|X) + EVar(Y|X) = VarY. Wariancja warunkowa jest zdefi-
niowana wzorem

Var(Y]X) = E[(Y — E(Y|X))?|X].
3. Niech taczna gesto$é zmiennych losowych X i Y bedzie dana wzorem
plz,y) =e ¥ dlal <z <y,
zero w pozostatych przypadkach.

(a) Podaj rozklad brzegowy zmiennej X.
(b) Podaj rozktad brzegowy zmiennej Y.
(c) Oblicz rozktad warunkowy zmiennej X dla Y = y.

)
)
)
(d) Oblicz rozktad warunkowy zmiennej Y dla X = z.
e) Oblicz E(XY). Jaki rozktad prawdopodobieristwa ma ta zmienna losowa?
)

(
(
4. Zatézmy, ze zmienne losowe U i V' sg niezalezne i maja jednakowy, jednostajny rozktad

prawdopodobieristwa U(0,1). Niech X = min(U, V) 1Y = max(U, V).

(
(

f) Oblicz E(Y|X). Jaki rozktad prawdopodobienistwa ma ta zmienna losowa?

a) Podaj taczna gestos¢ X 1 Y.
b) Oblicz gestosé brzegowa X.

(c) Podaj rozktad warunkowy zmiennej losowej Y przy danym X = z.

(d) Oblicz E(Y]X) i Var(Y|X).

(e) Podaj rozklad warunkowy zmiennych losowych (U,V) przy danym (X,Y) =
(z,y).

5. Zalozmy, ze zmienne losowe Uy, Uy, ..., U,,... sa niezalezne i maja jednakowy, jedno-
stajny rozktad prawdopodobienstwa U(0,1). Niech N = min{n > 1: U, > Up}.

(a) Podaj rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej N.
Wskazowka: P(N > n) = P(max(Uy, Uy, . ..,U,) = Up).
(b) Oblicz EN.

(c) Podaj rozktad warunkowy zmiennej losowej N przy danym Uy = u.

(d) Oblicz E(N|Up) i EN.
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(e) Podaj rozktad warunkowy zmiennej losowej Uy przy danym Uy = u.

(f) Oblicz rozktad brzegowy zmiennej losowej Ul.

. Zat6zmy, ze zmienne losowe X1,...,X,,... oraz N sa niezalezne, przy tym X; maja
jednakowy rozktad prawdopodobieristwa, znamy EX; = pu, VarX; = o? i EetXi =
M (t). Jesli zmienna losowa N przyjmuje wartosci w zbiorze {0,1,2,...}, to mozemy
zdefiniowaé¢ S = Sy = ZZN:1 X;. Zakladamy znajomos¢ rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennej V.

(a) Obliczy¢ ES, VarS i Ee'®.

(b) Podaj przyktad sytuacji, w ktorej EVar(S|N) = 0.

(c¢) Podaj przyktad sytuacji, w ktorej VarE(S|N) = 0.

. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie dwumianowym,
X ~ Bin(n,0), Y ~ Bin(m,0)1 S =X +Y.

(a) Znajdz rozklad warunkowy zmiennej X dla S = s.
(b) Podaj E(X|S), Var(X|9).
(c) Oblicz E(X]S), VarE(X|S), EVar(X]|S).
(d)
)

(e) Podaj E(S|X), Var(S]|X).

Zmnajdz rozktad warunkowy zmiennej S dla X = z.

. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Poissona z parame-
trami X ~ Poiss(\), Y ~ Poiss(p) 1S =X +Y.

(a) Znajdz rozklad warunkowy zmiennej X dla S = s.
(b) Podaj E(X|S), Var(X|9).
(c) Oblicz E(X]S), VarE(X|S), EVar(X|S).

)

)

(d) Znajdz rozktad warunkowy zmiennej S dla X = x.

(e) Podaj E(S|X), Var(S]|X).

. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie wy-
ktadniczym, X ~ Ex(A), Y ~Ex(\)1S=X+Y.

(a) Znajdz rozklad warunkowy zmiennej X dla S = s.

Wskazowka: Wzor Bayesa. Ogolniejszy fakt i inng metode obliczania mozna
znalez¢ w Zadaniu 12.

(b) Podaj E(X|S), Var(X|9).
(c) Oblicz E(X]S), VarE(X|S), EVar(X]|S).
(d) Znajdz rozktad warunkowy zmiennej S dla X = x.
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(e) Podaj E(S|X), Var(S]|X).
10. Niech X ~ N(p,v?) i (Y|X =) ~ N(z,0?).
(a) Podaj rozklad brzegowy zmiennej Y.
(b) Oblicz rozktad warunkowy zmiennej X dla Y = y.
(c) Oblicz Cov(X,Y).
11. W urnie znajduje sie b biatych kul i ¢ kul czerwonych. Losujemy kolejno, jedna po

drugiej, bez zwracania n kul.

(a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze pierwsza z wylosowanych kul byla biata, jesli
wiadomo, ze ostatnia, n-ta wylosowana kula jest biata.

(b) Oblicz P(,1-sza biala i n-ta biala”) — P(,,1-sza biala”)P(,n-ta biala”).

Wskazowka: Prawdopodobienistwo wyniku losowania nie zalezy od kolejnosci, w jakiej

kule sie pojawity; zalezy tylko od liczby wylosowanych biatych/czerwonych kul. Na
przyktad wynik ,BBCCC” ma takie samo prawdopodobieristwo jak ,,CBCBC” itp.

12. (Rozktady Dirichleta i Gamma) Niech X7, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o rozktadach gamma: X; ~ Gamma(a;, ), S = X1+ -+ Xy i

Xy Xq
Y,.... %) =—,...,— | .
(17 7d> <Sa ’S)

(a) Pokaz, ze ¢ ~ Dir(ayq, ..., aq).

(b) Pokaz, ze wektor losowy ¥ jest niezalezny od S.

Wskazowka: Oblicz taczng gestosé (U4, ...,%4-1,5).
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