Egzamin: Statystyka Bayesowska
MIMUW, styczen 2018.

1. Zakladamy, ze obserwowane zmienne losowe X; i X5 sg, przy danej warto$ci parametru
6, warunkowo niezalezne i X;|0 ~ N(#,0?). Parametr § ma rozklad a priori normalny,
0 ~ N(u,v?). Parametry oy, 0o i v sa znane.
(a) Oblicz rozktad a posteriori 0| X7, Xo.
(b) Oblicz COV(Xl,XQ)
(c) Podaj rozktad brzegowy wektora (X, X5).

2. Obserwowane zmienne losowe X7, ..., X, sa, przy danej wartosci parametru 6, warunkowo
niezalezne 1 X;|0 ~ U(0,6). Parametr § ma rozklad a priori Pareto o gestosci
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(a) Oblicz rozktad a posteriori 6| X1, ..., X,.
(b) Znajdz Bayesowski zbior ufnosci (credible region) na poziomie ufnosci 1 — « o najmniej-
szej mierze Lebesgue’a.
(¢) Rozwazamy zagadnienie testowania Hy : 6 = 1 przeciw Hy : 0 ~ w(-). Oblicz czynnik
Bayesa (BF).

3. Rozwazamy nastepujacy model klasyfikacji: obserwujemy wektor losowy X w R¢, ktory
nalezy do jednej z dwoch klas, ¢ = 1 lub ¢ = 2. Prawdopodobienistwa a priori obu klas
sa rowne, P(C' = 1) = P(C = 2) = 1/2. Rozklady prawdopodobieristwa w obu klasach sa
normalne, z jednakowymi macierzami kowariancji, X|c ~ N(u., V). Macierz V jest znana
i dodatnio okreglona. Poszukujemy ,funkcji dyskryminacyjnej”, czyli § : R — R, ktora
minimalizuje ryzyko r(§) = E£(C, §(X)) dla wykladniczej funkcji straty

e_é(z) dla Cc = 2)
E(C, (5(-T)) = {eé(z) dla c=1.

(a) Znajdz optymalna (Bayesowska) funkcje 0*.
(b) Podaj wzor na ryzyko r(0*) dla tej funkcji, w zaleznosci od odlegtosci Mahalanobisa

_ 1/2
D(pr, p2) = ((p2 — 1) V" (i — ) 2.
(c) Rozwazamy regule klasyfikacyjng c* : R? — {1,2} zdefiniowana wzorem

() =

2 jesli 6*(z) > 0;
1 jesli 6%(z) < 0.

Dla tej reguty, podaj wzoér na prawdopodobieristwo btednej klasyfikacji P(c¢*(X) # C)
w zaleznosci od odlegtosci Mahalanobisa.
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Wskazowki: Na ¢wiczeniach obliczalismy iloraz P(C' = 2|z)/P(C = 1l|z) w tym modelu.
Pamietaj, ze jesli X ~ N(u, V), to b" (X —a) ~N(b'(u —a),b"Vb), dla a,b € R%.

. W urnie znajduje si¢ b biatych kul i ¢ kul czerwonych. Losujemy kolejno, jedna po drugiej,
bez zwracania n kul.

(a) Oblicz prawdopodobienistwo, ze pierwsza z wylosowanych kul byta biata, jesli wiadomo,
ze ostatnia, n-ta wylosowana kula jest biata.

(b) Oblicz Cov(X1,X,), gdzie X; = [(biala kula w i-tym ciagnieniu).

(c) Odpowiedz na te same pytania, jesli zamiast losowania bez zwracania rozpatrujemy
schemat Polya: po wylosowaniu kolejnej kuli, zwacamy ja i doktadamy do urny jeszcze
jedna kule tego samego koloru.

. Niech (X, Xi,...,Xk) = Xox bedzie tanicuchem Markowa na przestrzeni stanow {1,2} o

macierzy przejscia
p_ (1 — « ) '
« 1—«a

Zaktadamy, ze rozktad poczatkowy jest rozkladem stacjonarnym, P(Xy = 1) = P(X, =2) =
1/2. Ciag Xo, X1, ..., X} nie jest bezposrednio obserwowany. Obserwujemy zmienne losowe
Yo, Y1, ..., Yy o wartosciach w zbiorze {1,2} takie, ze Y; zalezy tylko od X;, przy czym

1l—¢ dlay=ux;
Lz, y) =P(Y; =y|Xi =) =
5 dla y # x, z,y € {1,2}.

(a) Interesuje nas rozklad a posteriori mpost(zok) = P(Xox = Zok|yox) na przestrzeni
{1,2}**1 Konstruujemy probnik Gibbsa zbiezny do rozkladu myes(-). Podaj pelne
rozklady warunkowe mos(2;|2—;), gdzie x_; = (zo, ..., Ti—1, Tit1, ..., 2x). (Mozesz za-
tozyé¢, ze 0 < 7 < k, bo ,skrajne przypadki” ¢ = 0 lub ¢+ = k£ wymagaja tylko dos¢
oczywistych modyfikacji.)

(b) Oblicz P(X; = 2|Y; = 2).

(C) Oblicz ]P)(XZ'Jrl = 2‘)/; = 2)

Uwaga: Laczny rozktad prawdopodobienstwa (Xo.x, Yo.x) jest opisany wzorem

k
1
P(Xok = o, Yo = youw) = §L(370, vo) [ [ P(wicr, i) Lz, ).

i=1

Mamy tu przyktad ,ukrytego modelu Markowa” (HMM). Te rodzine modeli rozwazali$my na
zajeciach, ale rozwigzanie zadania jest catkowicie elementarne i nie wymaga znajomosci tej
partii materiatu.



