
KOLOKWIUM TOPOLOGIA 1, 6.11.2003
POTOK II

1. Niech A ⊂ R2, B ⊂ R2 be↪da↪ naste↪puja↪cymi podzbiorami: A = {(x, y) ∈ R2 :
dk((x, y), (0, 0)) ≤ 1}, B = {(x, y) ∈ R2 : dk((x, y), (1, 1)) ≤ 1}, gdzie dk jest metryka↪
kolejowa↪ na pÃlaszczyźnie. Czy A i B sa↪ spójne?

2. Zbadać spójność {(x, y) ∈ R2 : x ∈ Z lub y ∈ Z}.
3. Niech A ⊂ X be↪dzie dowolnym zaś B ⊂ X spójnym podzbiorem przestrzeni topolog-
icznej X. Pokazać, że jeśli A ∩B 6= ∅ i (X \A) ∩B 6= ∅ , to ∂A ∩B 6= ∅.
4. Niech X be↪dzie spójna↪ przestrzenia↪ metryczna↪. Pokazać, że jeżeli X nie jest przestrzenia↪
jedno-punktowa↪, to X ma co najmniej continuum punktów.

5. Zbadać spójność R z topologia↪ strzaÃlka.

6. Wykazać, że przestrzeń X = R2 \ A powstaÃla z usunie↪cia z pÃlaszczyzny euklidesowej
podzbioru przeliczalnego A jest spójna.

7. Wykazać, że przestrzeń C(I,R) funkcji cia↪gÃlych na odcinku jest Ãlukowo spójna.

8. Niech f : X → R be↪dzie funkcja↪ cia↪gÃla↪ z przestrzeni metrycznej spójnej X w prosta↪
euklidesowa↪. Niech W (f) = {(x, f(x));x ∈ X} be↪dzie wykresem funkcji f . Wykazać, że
podprzestrzeń (X×R)\W (f) iloczynu X×R jest niespójna i ma dokÃladnie dwie skÃladowe.
SkÃladowa↪ przestrzeni X nazywamy jej dowolna↪ spójna↪ podprzestrzeń, maksymalna↪ ze wz-
gle↪du na wÃlasność spójności.
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KOLOKWIUM - TOPOLOGIA 05.11.2004
KA�DE ZADANIE 25 PUNKTÓW
ODPOWIEDZI NALE�Y UZASADNI�
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Metryki dk i dr w R2 okre±lone s¡ formuªami, gdzie 0 = (0, 0), p(x, y) = (x, 0), oraz de oznacza
metryk¦ euklidesow¡ w R2:

dk(a, b) =

{
de(a, b), je±li a, b i 0 le»¡ na jednej prostej,
de(a,0) + de(b,0), w przeciwnym razie,

dr(a, b) =

{
de(a, b), je±li p(a) = p(b),
de(a, p(a)) + de(p(a), p(b)) + de(b, p(b)), je±li p(a) 6= p(b).
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ZADANIA
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1. Niech

A = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 1, 0 < y <
1

x
}.

Znale¹¢ domkni¦cie i wn¦trze zbioru A w ka»dej z przestrzeni metrycznych (R2, dk) i (R2, dr).

2. Niech f : R2 → R2 b¦dzie okre±lone formuª¡

f(x, y) = (x + y, y).

Znale¹¢ zbiór punktów ci¡gªo±ci f jako przeksztaªcenia z (R2, dr) w (R2, dr).

3. W przestrzeni C[0, 1] funkcji ci¡gªych z [0, 1] w R, niech

A = {f ∈ C[0, 1] : istnieje t ∈ [0,
1

2
], takie »e f(t) = 0},

B = {f ∈ C[0, 1] : istnieje t ∈ [0,
1

2
), takie »e f(t) = 0}.

Znale¹¢ domkni¦cie i wn¦trze ka»dego ze zbiorów A i B w przestrzeni metrycznej C[0, 1] z metryk¡
�supremum�.

4. Niech tn ∈ R, an = (tn,
1
n
) ∈ R2 i niech I(an, an+1) b¦dzie odcinkiem na pªaszczy¹nie euklide-

sowej ª¡cz¡cym punkty an i an+1. Okre±lmy

A =
∞⋃

n=1

I(an, an+1).

Wykaza¢, »e (t, 0) ∈ A wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy przedziaª (t− ε, t + ε) przecina niesko«czenie
wiele przedziaªów [tn, tn+1].



KOLOKWIUM TOPOLOGIA I, 11.12.2003
POTOK II, Grupa A

Nazwisko:
Imie� :

1. (15) Udowodnić, że podzbiór [1, 2]× [1, 2] p laszczyzny z metryka� rzeka jest homeomor-
ficzny z produktem przestrzeni metrycznych X1 iX2, gdzieX1 = [1, 2] z metryka� dyskretna�

a X2 = [1, 2] z metryka� euklidesowa� .

2. (15) Niech f, g : X → R be� da� funkcjami cia� g lymi rzeczywistymi na przestrzeni spójnej
X takimi, że f(x) < g(x) dla każdego x ∈ X . Pokazać, że zbiór {(x, t)| f(x) < t ≤ g(x)}
jest spójna� podprzestrzenia� produktu X × R.

3. (20) Niech X =
⋃
n∈N
In be� dzie podzbiorem p laszczyzny euklidesowej, gdzie In jest

odcinkiem domknie� tym  la� cza� cym punkt (0, 0) z punktem (1/n, 1). Niech X0 = X∪{(0, 1)}.
Pokazać, że X0 jest przestrzenia� spójna� . Czy przestrzenie X i X0 sa� homeomorficzne ?

4. (15) Niech f : X → Y be� dzie przekszta lceniem przestrzeni metrycznej (X, dX) w prze-
strzeń metryczna� (Y, dY ). Pokazać, że jeśli wykres W (f) = {(x, y) ∈ X × Y | y = f(x)}
przekszta lcenia f jest zwartym podzbiorem X × Y , to f jest cia� g le.

5. (20) Niech T0 = {0}∪{1/n| n ∈ N}. Czy podzbiór p laszczyzny euklidesowej T0×T0 jest
homeomorficzny z T0×T0 \ {(1, 0)} ? Czy T0× T0 \ {(0, 0)} jest homeomorficzny z T0×Z,
gdzie Z jest zbiorem liczb ca lkowitych z topologia� podprzestrzeni prostej euklidesowej ?

6. (15) Niech S1 = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 = 1} be� dzie podprzestrzenia� przestrzeni eukli-
desowej R2. Niech Ia oznacza odcinek domknie� ty  la� cza� cy a ∈ R2 z punktem (0, 0). Niech
A be� dzie dowolnym podzbiorem S1 a CA =

⋃
a∈A
Ia. Pokazać, że CA jest zwarty wtedy

i tylko wtedy gdy A jest zwarty. Czy prawda� jest, że CA jest spójny wtedy i tylko wtedy
gdy A jest spójny ?



KOLOKWIUM TOPOLOGIA I, 11.12.2003
POTOK II, Grupa B

Nazwisko:
Imie� :

1. (15) Niech A = B((0, 0), 2) \ B((0, 0), 1) be� dzie podzbiorem p laszczyzny z metryka�

kolejowa� powsta lym poprzez usunie� cie dysku jednostkowego z dysku otwartego o promieniu
2 i środku w (0, 0). Udowodnić, że podzbiór A jest homeomorficzny z produktem przestrzeni
metrycznych X1 i X2, gdzie X1 jest okre� giem jednostkowym z metryka� dyskretna� a X2
przedzia lem [1, 2) z metryka� euklidesowa� .

2. (15) Niech f, g : X → R be� da� funkcjami cia� g lymi rzeczywistymi na przestrzeni spójnej
X takimi, że f(x) < g(x) dla każdego x ∈ X . Pokazać, że zbiór {(x, t)| f(x) ≤ t < g(x)}
jest spójna� podprzestrzenia� produktu X × R.

3. (20) Niech X =
⋃
n∈N
In be� dzie podzbiorem p laszczyzny euklidesowej, gdzie In jest

odcinkiem domknie� tym  la� cza� cym punkty (0, 0) i (−1/n,−1). Niech X0 = X ∪ {(0,−1)}.
Pokazać, że X0 jest przestrzenia� spójna� . Czy przestrzenie X i X0 sa� homeomorficzne ?

4. (15) Niech f : X → Y be� dzie przekszta lceniem przestrzeni metrycznej (X, dX) w prze-
strzeń metryczna� (Y, dY ). Pokazać, że jeśli wykres W (f) = {(x, y) ∈ X × Y | y = f(x)}
przekszta lcenia f jest zwartym podzbiorem X × Y , to f jest cia� g le.

5. (20) Niech T0 = {0}∪{1/n| n ∈ N}. Czy podzbiór p laszczyzny euklidesowej T0×T0 jest
homeomorficzny z T0×T0 \ {(0, 1)} ? Czy T0× T0 \ {(0, 0)} jest homeomorficzny z Z ×T0,
gdzie Z jest zbiorem liczb ca lkowitych z topologia� podprzestrzeni prostej euklidesowej ?

6. (15) Niech S1 = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 = 1} be� dzie podprzestrzenia� przestrzeni eukli-
desowej R2. Niech Ia oznacza odcinek domknie� ty  la� cza� cy a ∈ R2 z punktem (0, 0). Niech
A be� dzie dowolnym podzbiorem S1 a CA =

⋃
a∈A
Ia. Pokazać, że CA jest zwarty wtedy

i tylko wtedy gdy A jest zwarty. Czy prawda� jest, że CA jest spójny wtedy i tylko wtedy
gdy A jest spójny ?



Egzamin z topologii I

marzec 2003

1 Niech
X = {x ∈ R : −1 ≤ x < 0} ∪ N

Y = {x ∈ R : x ≥ 1} ∪ {x ∈ R : ∃n∈Nx = − 1

n
}

gdzie N = {1, 2, ...}. Prosze
↪

zbadać, czy X i Y sa
↪

homeomorficzne.
Odpowiedź uzasadnić.

2 Niech X =
∞⋃
i=0

Xi, gdzie Xi sa
↪
zwartymi podprzestrzeniami przestrzeni

metrycznej X, diam Xi → 0 przy i → 0, X0 = {x0} i Xi ∩Xj = {x0}
dla i 6= j. Prosze

↪
wykazać, że X jest przestrzenia

↪
zwarta

↪
.

3 Niech X = N, Y = {x ∈ R : x = 0 ∨ ∃n∈Nx = 1
n
}. Prosze

↪
zbadać, czy

istnieje funkcja niecia
↪
g la f : X → Y oraz funkcja niecia

↪
g la g : Y → X.

Odpowiedź uzasadnić, podać przyk lad, jeśli odpowiedź jest tak.

1



Egzamin z topologii I, Potok I, czę́sć I, 2003r.
OdpowiedzTAK lub NIE na poniższe 10 pytań (każde za 10 punktów) i krótko uzasadnij odpowiedź.

(1) NiechC(I, R) będzie przestrzenią funkcji ciągłych określonych na odcinku euklidesowymI = [0, 1]
o wartósciach w prostej euklidesowejR z metryką “supremum”:ρ(f, g) = sup{| f(x)− g(x) |: x ∈ I}.
Czy zbiórA = {f ∈ C(I, R) : 0 < f(0) < 1} jest otwarty w przestrzeniC(I, R)?

(2) Czy podprzestrzenie X = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 6= 0 i x2 = 1
x1
} i Y = {(x1, x2) ∈ R2 :

x2 = 2x1 lub x2 = 0 } płaszczyzny euklidesowej są homeomorficzne?

(3) Niech

X = {(0, 0)} ∪
∞⋃

n=1

({ 1
n
} × [0,

1
n

]) i Y = {(0, 0)} ∪
∞⋃

n=1

({ 1
n
} × [0, 1])

będą podprzestrzeniami płaszczyzny euklidesowejR2. Czy istnieje przekształcenie ciągłe przestrzeniX
na przestrzén Y ?

(4) Ile niehomeomorficznych podprzestrzeni płaszczyzny euklidesowejR2 można utworzýc z okręgu o
promieniu 1 i odcinka domkniętego o długości 1?

(5) Czy na płaszczyźnie euklidesowejR2 suma dwóch zbiorów brzegowych jest zawsze zbiorem
brzegowym?

(6) Czy istnieje przekształcenie ciagłe płaszczyzny euklidesowejR2 na iloczyn metryczny
(R, ρe)× (R, ρd), gdzieρe jest metryką euklidesową, zaśρd - metryką dyskretną wR?

(7) Czy podprzestrzén X = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 > 0 i x2 = sin 1
x1
} płaszczyzny euklidesowej jest

homeomorficzna z pewną przestrzenią metryczną zupełną?

(8)Czy przestrzén metrycznaX będąca sumą przeliczalnie wielu niepustych zbiorów otwartychU1, U2, . . .
takich, żeUi ∩ Uj = ∅ dla i 6= j, jest niespójna?

(9) Niech (X1, ρ1) będzie niepustą przestrzenią metryczną zwartą, zaś (X2, ρ2) - niepustą przestrzenią
metryczną niezwartą. Czy iloczyn metryczny tych przestrzeni może być przestrzenią zwartą?

(10) Czy zbiór punktów izolowanych przeliczalnej nieskończonej przestrzeni metrycznej zupełnej może
być skónczony?

1



Topologia I, Potok I, egzamin, czę́sć teoretyczna, 2003r.

Punktacja:1, 2, 3- po 20 punktów,4 - 15 punktów,5 - 25 punktów.

1. Niech(X, ρ) i (Y, σ) będą przestrzeniami metrycznymi.
(a) Zdefiniowác pojęcie ciągłósci funkcjif : X → Y .
(b) Podác dwa spósród znanych Pani(u) warunków równoważnych ciągłości funkcjif .

2. (a) Zdefiniowác pojęcie spójnósci przestrzeni metrycznej.
(b) Pokazác, że jésli f : X → Y jest ciągłym przekształceniem przestrzeni metrycznejX na
przestrzén metrycznąY i przestrzén X jest spójna, to przestrzeń Y jest też spójna.

3. (a) Podác definicję przestrzeni topologicznej.
(b) Zdefiniowác pojęcie zwartósci przestrzeni topologicznej.
(c) Podác charakteryzację zwartych podprzestrzeni przestrzeni euklidesowejRn.

4. (a) Podác definicję pętli zaczepionej w punkciex0 w przestrzeni metrycznejX.
(b) Podác definicję homotopii łączącej dwie pętle zaczepione w punkciex0 w przestrzeniX.

5. (a) Zdefiniowác pojęcie zupełnósci przestrzeni metrycznej.
(b) Sformułowác i udowodníc twierdzenie Cantora dla przestrzeni zupełnych.

2



Topologia I, Potok I, egzamin poprawkowy, czę́sć I, 2003r.
Punktacja: zadania 1, 2, 3, 4 - po 25 punktów.
PoniżejR oznacza zbiór liczb rzeczywistych, zaś Q - zbiór liczb wymiernych.
W zadaniu 1 proszę wypełníc tabelkę. Każde z zadán 2, 3 i 4 proszę rozwiązác na osobnej kartce.
Na każdej kartce proszę napisác imię i nazwisko i numer zadania.
———————————————————————————————————————————

1. Sprawdzíc, czy następujące podprzestrzenie płaszczyzny z metryką euklidesową

A = Q×Q, B =
⋃∞

n=1{(x1, x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 = n2},

C =
⋃∞

n=1({ 1
n} × [−1, 1]) ∪ ({0} × [−1, 1]) ∪ ([0, 1]× {0}), D = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 · x2 > 0}.

mają następujące własności (należy postawić w odpowiedniej rubryce+, jeśli zbiór ma daną własność,
lub−, jeśli jej nie ma):

podprzestrzén A B C D

otwarta wR2

domknięta wR2

gęsta wR2

brzegowa wR2

spójna

zwarta

———————————————————————————————————————————

2. Zbadác spójnósć, zwartósć i zupełnósć następujących podprzestrzeni płaszczyzny z metryką
euklidesową. Czy są ẃsród nich przestrzenie homeomorficzne? Odpowiedzi krótko uzasadnić.
X1 = {(x1, x2) ∈ R2 : (−1 ≤ x1 ≤ 1 i x2 = 0) lub (x1 = 0 i − 1 ≤ x2 ≤ 1)},
X1 = {(x1, x2) ∈ R2 : (−1 < x1 < 1 i x2 = 0) lub (x1 = 0 i − 1 < x2 < 1)},
X3 = X1 \ {(0, 0)}.
———————————————————————————————————————————

3. a) Wskazác wnętrze intA i domknięcie clA zbioru
A = {(x1, x2) ∈ R2 : 0 < x1 < 1 i 0 < x2 < 1} ∪ {(x1, x2) ∈ R2 : −∞ < x1 ≤ 0 i x2 = 0} na

płaszczyźnie z metryką kolejową.
b) Wskazác wnętrze intB i domknięcie clB zbioruB = {f ∈ C(I, R) : f(0) = 2} w przestrzeni

C(I,R) funkcji ciągłych okréslonych na odcinku euklidesowymI = [0, 1] o wartósciach w prostej euk-
lidesowejR z metryką “supremum”:ρ(f, g) = sup{| f(x)− g(x) |: x ∈ I}.
———————————————————————————————————————————

4. Niech X będzie przestrzenią metryczną zwartą z metrykąρ, zás A - domkniętym podzbiorem prze-
strzeniX. Pokazác, że podprzestrzeń B = {x ∈ X : ρ(x,A) ≥ 1} przestrzeniX jest zwarta.

Przypomnijmy, że dlax ∈ X i A ⊂ X, ρ(x,A) = inf {ρ(x, a) : a ∈ A}.

———————————————————————————————————————————

Zadanie dodatkowe.NiechA będzie przeliczalnym podzbiorem przestrzeni metrycznej zupełnejX.
Pokazác, że w podprzestrzeniY = X \A przestrzeniX jest spełnione twierdzenie Baire’a.

1



Topologia I, Potok I, egzamin poprawkowy, czę́sć teoretyczna, 2003r.
Punktacja: zad.1 -15 p, zad.2 -20p, zad.3 -15p - razem 50 punktów

1. (a) Podác definicję zbioru otwartego w przestrzeni metrycznej(X, ρ).
(b) Podác definicję domknięcia zbioruA w przestrzeni metrycznej(X, ρ).
(c) Podác definicję homeomorfizmu między przestrzeniami metrycznymi(X, ρ) i (Y, σ).

2. (a) Podác definicję przestrzeni metrycznej zwartej.
(b) Pokazác, że jésli f : X → Y jest ciągłym przekształceniem przestrzeni metrycznejX na przestrzén
metrycznąY i przestrzén X jest zwarta, to przestrzeń Y jest też zwarta.

3. (a) Podác definicję ciągu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznejX.
(b) Podác definicję przestrzeni metrycznej zupełnej.
(c) Sformułowác twierdzenie Baire’a.

————————————————————————
Zadanie dodatkowe. Podác dowód twierdzenia Tichonowa mówiącego, że iloczyn kartezjański

dwóch przestrzeni topologicznych zwartych Hausdorffa (rozpatrywany z topologią Tichonowa) jest przestrzenią
zwartą Hausdorffa.

2
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KOLOKWIUM II - TOPOLOGIA

ZA KA�DE ZADANIE MO�NA UZYSKA� MAKSYMALNIE 25 PUNKTÓW. ZADANIA 3 I 4
MO�NA ROZWI�ZYWA� ZAK�ADAJ�C, �E WSZYSTKIE PRZESTRZENIE S� METRYCZNE
ALEWÓWCZASMAKSYMALNA ILO�� PUNKTÓW, KTÓR�MO�NAUZYSKA� ZA ROZWI�-
ZANIE WYNOSI 20.

ODPOWIEDZI NALE�Y UZASADNI�

��������������������������������������������

ZADANIA

��������������������������������������������
1. Niech A b¦dzie podzbiorem odcinka otwartego (−π/2, π/2) zawierajacym 0 i niech T (A) b¦dzie

sum¡ odcinków domkni¦tych w R2 ª¡cz¡cych punkt (0, 0) z punktami (s, tan(s)) na wykresie funkcji
tangens dla s ∈ A. Wykaza¢, »e przestrze« (T (A), de) jest zupeªna wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
zbiorem domkni¦tym na prostej euklidesowej.(Oczywi±cie de oznacza tutaj metryk¦ euklidesow¡ w
R2.)

2. Niech F b¦dzie zbiorem domkni¦tym o pustym wn¦trzu na prostej euklidesowej i niech dla
n = 1, 2, ..., Fn b¦dzie sum¡ prostych na pªaszczy¹nie R2 przechodz¡cych przez punkt (0, n) i punkty
ze zbioru F × {1/2}. Wykaza¢, »e istnieje punkt t ∈ R taki, »e

(t, 0) /∈
∞⋃

n=1

Fn

.

3. Niech f, g : X → R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi na przestrzeni zwartej (X, T ) i niech Ix b¦dzie
odcinkiem domkni¦tym na pªaszczy¹nie ª¡cz¡cym punkty (f(x), 0) i (f(x), g(x)). Wykaza¢, »e suma
odcinków

⋃
{Ix : x ∈ X} jest zbiorem zwartym na pªaszczy¹nie euklidesowej.

4. Niech f : X → R b¦dzie przeksztaªceniem ci¡gªym przestrzeni topologicznej (X, T ) w prost¡
euklidesow¡. Wykaza¢, »e podprzestrze« Y = {(x, f(x) + t) : x ∈ X , t ∈ [0, 1]} iloczynu kartez-
ja«skiego przestrzeni (X, T ) i prostej R jest homeomor�czna z podprzestrzeni¡ X×[0, 1] tego iloczynu.



TOPOLOGIA 1, wykÃladowca STANISÃLAW BETLEY

Egzamin, 26.01.04.

I. Cze↪́sć teoretyczna.

1. Niech (X, d) be↪dzie przestrzenia↪ metryczna↪.
a. Podać definicje↪ podzbioru otwartego w X.
b. Udowodnić, że cze↪́sć wspólna dwóch podzbiorów otwartych w X jest podzbiorem ot-
wartym.
c. Wyrazić cia↪gÃlość odwzorowania f : X → Y przestrzeni metrycznych w je↪zyku podzbio-
rów otwartych X i Y .

2. a. Podać definicje↪ przestrzeni topologicznej spójnej.
b. Udowodnić, że cia↪gÃly obraz przestrzeni spójnej jest spójny.
c. Podać przykÃlad spójnego podzbioru A pÃlaszczyzny euklidesowej R2, którego wne↪trze
nie jest spójne.

3. a. Zdefiniować zwartość przestrzeni metrycznej (X, d).
b. Niech A be↪dzie podzbiorem zwartej przestrzeni metrycznej X. Pokazać, że A jest zwarty
wtedy i tylko wtedy gdy jest domknie↪ty w X.
c. Zdefiniować zwartość przestrzeni topologicznej.

4. a. Zdefiniować homotopijność dwóch odwzorowań cia↪gÃlych f, g : X → Y .
b. Udowodnić, że jeśli A jest wypukÃlym podzbiorem przestrzeni euklidesowej Rn to
dowolne dwa f, g : X → A sa↪ homotopijne.
c. Zdefiniować przestrzeń ścia↪galna↪.
d. Udowodnić, że jeśli Y jest ścia↪galna a y0 jest ustalonym punktem Y to dowolne
f : X → Y jest homotopijne z odwzorowaniem staÃlym fy0 : X → Y określonym wzorem
fy0(x) = y0.



II. Zadania.

1. Niech A be↪dzie otwartym, zaś B dowolnym podzbiorem przestrzeni topologicznej X i
niech A ∩B = ∅. Pokazać, że Ā ∩ IntB̄ = ∅. Czy IntB̄ = IntB ?

2. Niech X be↪dzie przestrzenia↪ topologiczna↪ a A i B jej podprzestrzeniami takimi, że
A ⊂ B. ZaÃlóżmy, że A jest ge↪sta w B a B ge↪sta w X. Pokazać, że wówczas A jest ge↪sta↪
podprzestrzenia↪ X.

3. Niech A be↪dzie podzbiorem pÃlaszczyzny euklidesowej skÃladaja↪cym sie↪ z punktów o obu
wspóÃlrze↪dnych wymiernych. Udowodnić, że przestrzeń R2 \ A jest spójna. Czy R2 \ A
pozostanie spójna, gdy zmienimy metryke↪ na metryke↪ rzeka ?

4. Niech Ci be↪dzie zwartym podzbiorem odcinka [i, i + 1], gdzie i jest dowolna liczba↪
caÃlkowita↪. Niech X =

⋃
i∈Z Ci. Pokazać, że dla dowolnego a ∈ R istnieje b ∈ X takie, że

d(a,X) = d(a, b).
(Przypomnienie: d(a,X) = infx∈X d(a, x))

5. Niech I(x, y) oznacza odcinek na pÃlaszczyźnie Ãla↪cza↪cy x z y. Niech xn = (1/n, 0),
y = (0, 1) a x0 = (0, 0). Niech X = I(x0, y) ∪⋃

n∈N I(xn, y). Niech dk oznacza metryke↪
kolejowa↪ na R2 z we↪zÃlem w x0.
a. Czy I(x1, y) jest zupeÃlna↪ podprzestrzenia↪ (R2, dk) ?
b. Czy X jest zupeÃlna↪ podprzestrzenia↪ (R2, dk) ?



TOPOLOGIA 1, wykÃladowca STANISÃLAW BETLEY

Egzamin, 05.03.04.

I. Cze↪́sć teoretyczna.

1. Niech (X, d) be↪dzie przestrzenia↪ metryczna↪.
a. Podać definicje↪ cia↪gu Cauchyego w X.
b. Podać definicje↪ przestrzeni metrycznej zupeÃlnej.
c. Udowodnić, że domknie↪ta podprzestrzeń przestrzeni zupeÃlnej jest zupeÃlna.
d. Podać przykÃlad pokazuja↪cy, że w punkcie c. sÃlowa ”domknie↪ta” nie można zasta↪pić
sÃlowem ”otwarta”.

2. a. Podać definicje↪ przestrzeni topologicznej ośrodkowej.
b. Udowodnić, że cia↪gÃly obraz przestrzeni ośrodkowej jest przestrzenia↪ ośrodkowa.
c. Czy pÃlaszczyzna R2 z metryka↪ kolejowa↪ jest przestrzenia↪ ośrodkowa↪ ?

3. a. Zdefiniować poje↪cie topologii w zbiorze X.
b. Niech A be↪dzie zbiorem trzy-punktowym, A = {a, b, c}. Czy rodzina podzbiorów A
skÃladaja↪ca sie↪ z czterech zbiorów: A, ∅, {a}, {a, b} wyznacza topologie↪ w A ?
c. Czy przestrzeń A z topologia z punktu b. jest Hausdorffa ?

4. a. Zdefiniować homotopijność dwóch odwzorowań cia↪gÃlych f, g : X → Y .
b. Zdefiniować przestrzeń ścia↪galna↪.
c. Udowodnić, że jeśli A jest ścia↪galna to dowolne dwa f, g : X → A sa↪ homotopijne.



II. Zadania.

1. Niech A i B be↪da↪ dowolnymi podzbiorem przestrzeni topologicznej X i niech A∩B = ∅.
Pokazać, że IntA ∩ B̄ = ∅. Czy dla dowolnego zbioru A zachodzi: IntĀ = IntA ?

2. Niech X be↪dzie przestrzenia↪ topologiczna↪ a A jej otwartym podzbiorem. Niech B
be↪dzie brzegowym podzbiorem X. Udowodnić, A ∩ B jest brzegowym podzbiorem w A.
Podać przykÃlad pokazuja↪cy, że twierdzenie powyższe stanie sie↪ faÃlszywe gdy otwartość A
zamienimy na domknie↪tość.

3. Niech A be↪dzie niepustym podzbiorem R2 zawartym w prostej o równaniu x = 0.
a) ZaÃlóżmy, że na R2 mamy metryke↪ euklidesowa↪ i A jest zwarty. Udowodnić, że R2 \ A
jest przestrzenia↪ spójna↪.
b) Rozpatrzmy R2 z metryka↪ kolejowa↪ o we↪źle w (0, 0) i zaÃlóżmy, że A jest zwarty w tej
metryce. Czy R2 \A jest przestrzenia↪ spójna↪ ?

4. Niech I = [0, 1] i niech f : I → R be↪dzie dowolna↪ funkcja↪. Udowodnić, że jeśli wykres
W (f) = {(x, f(x))|x ∈ I} ⊂ R2 jest zwartym podzbiorem pÃlaszczyzny euklidesowej to f
jest funkcja↪ cia↪gÃla↪.

5. Niech I(x, y) oznacza odcinek na pÃlaszczyźnie Ãla↪cza↪cy x z y. Niech xn = (1/n, 0),
y = (0, 1) a x0 = (0, 0). Niech X = I(x0, y) ∪⋃

n∈N I(xn, y). Niech dr oznacza metryke↪
rzeka na R2 z rzeka↪ be↪da↪ca prosta↪ y = 0.
a. Czy I(x1, y) jest zupeÃlna↪ podprzestrzenia↪ (R2, dr) ?
b. Czy X jest zupeÃlna↪ podprzestrzenia↪ (R2, dr) ?



EGZAMIN Z TOPOLOGII, 03.02.05

CZ��� I: ZADANIA

Punktacja: Ka»de zadanie 25pkt.

1. Niech A ⊂ R i niech M(A) ⊂ R2 b¦dzie sum¡ odcinków domkni¦tych
ª¡cz¡cych punkt (0, 1) z punktami (a, |a|) dla a ∈ A. Wykaza¢, »e zbiór M(A)
jest domkni¦ty na pªaszczy¹nie euklidesowej wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
zbiorem zwartym na prostej euklidesowej.

2. Niech C ⊂ R b¦dzie zbiorem domkni¦tym i brzegowym na prostej euk-
lidesowej i niech S b¦dzie sum¡ prostych na pªaszczy¹nie przechodz¡cych przez
punkt (0,

√
2) i punkty (c, 0) dla c ∈ C. Wykaza¢, »e istnieje a ∈ R takie, »e dla

ka»dej liczby wymiernej q, (a, q) /∈ S.

3. Niech an > 0 dla n = 1, 2, 3, ... i niech S = ((0, 1]×{0})∪
⋃∞

n=1{
1
n
}×[0, an].

(A) Wykaza¢, »e S jest zbiorem spójnym na pªaszczy¹nie euklidesowej.
(B) Wykaza¢, »e podzbiór S ∪ ({0}× (0, 1]) pªaszczyzny euklidesowej jest spójny
wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g an nie jest zbie»ny do 0.

4. Niech U ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem otwartym w przestrzeni topo-
logicznej (X, T ). Niech f : U → [0, 1] b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i niech Y =
((X \ U)× [0, 1]) ∪ {(x, t) : x ∈ U, t ∈ [0, f(x)]}.
(A) Wykaza¢, ze je±li przestrze« X jest zwarta, to zbiór Y jest zwarty w iloczynie
kartezja«skim X × [0, 1].
(B) Wykaza¢, »e je±li przestrze« X jest ªukowo spójna to zbiór Y jest ªukowo
spójny w iloczynie kartezja«skim X × [0, 1].

1



EGZAMIN Z TOPOLOGII, 03.02.05

CZ��� II: TEORIA

Punktacja: W ka»dym zadaniu cz¦±¢ A - 5pkt, cz¦±¢ B - 10pkt, cz¦±¢ C -
10pkt

1. (A) Poda¢ de�nicj¦ topologii w zbiorze X.
(B) Okre±li¢ topologi¦ w iloczynie kartezja«skim X × Y przestrzeni topolo-

gicznych (X, TX) i (Y, TY ).
(C) Niech A b¦dzie podzbiorem przestrzeni topologicznej (X, T ).

Udowodni¢, »e A = A, gdzie A oznacza domkni¦cie zbioru A w (X, T ).

2. (A) Poda¢ de�nicj¦ zupeªnej przestrzeni metrycznej (X, d).
(B) Sformuªowa¢ twierdzenie Baire'a.
(C) Udowodni¢, »e domkni¦ty podzbiór przestrzeni zupeªnej jest przestrzeni¡

zupeªn¡ .

3. (A) Poda¢ de�nicj¦ spójnej przestrzeni topologicznej.
(B) Zde�niowa¢ przestrze« ªukowo spójn¡ i poda¢ przykªad przestrzeni spójnej

ale nie ªukowo spójnej. Uzasadni¢ spójno±¢ przestrzeni w podanym przykªadzie.
(C) Udowodni¢, »e iloczyn kartezja«ski X × Y przestrzeni spójnych (X, TX)

i (Y, TY ) jest spójny.

4. (A) Zde�niowa¢ poj¦cie homotopii mi¦dzy przeksztaªceniami ci¡gªymi
f, g : X → Y .

(B) Wykaza¢, »e je±li A jest zbiorem wypukªym w przestrzeni euklidesowej
Rn to ka»de dwa przeksztaªcenia ci¡gªe f, g : X → A s¡ homotopijne.

(C) Wyprowadzi¢ z nie±ci¡galno±ci okr¦gu twierdzenie Brouwera o punkcie
staªym dla dysku D2.

1



EGZAMIN POPRAWKOWY Z TOPOLOGII, 05.03.05

CZ��� I: TEORIA

Punktacja: W ka»dym zadaniu cz¦±¢ A - 5pkt, cz¦±¢ B - 10pkt, cz¦±¢ C -
10pkt

1. (A) Poda¢ de�nicj¦ ci¡gªo±ci przeksztaªcenia f : X → Y z przestrzeni
topologicznej (X, TX) w przestrze« (Y, TY ).

(B) Sformuªowa¢ twierdzenie Tietzego o przedªu»aniu przeksztaªce« ci¡gªych.
(C) Udowodni¢, »e je±li metryki dX i dY generuj¡ topologie TX i TY w X i

Y to warunek (A) jest równowa»ny klasycznej de�nicji ci¡gªo±ci: dla dowolnego
ε > 0 i dowolnego punktu a ∈ X istnieje liczba δ > 0 taka, »e dla dowolnego
x ∈ X speªniaj¡cego dX(x, a) < δ zachodzi dY (f(x), f(a)) < ε.

2. (A) Poda¢ de�nicj¦ zupeªnej przestrzeni metrycznej (X, d).
(B) Sformuªowa¢ twierdzenie Baire'a.
(C) Niech (X, d) b¦dzie zupeªn¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Udowodni¢, »e X

jest przestrzeni¡ zwart¡ wtedy i tylko wtedy gdy jest przestrzeni¡ caªkowicie
ograniczon¡.

3. (A) Okre±li¢ w X × Y topologi¦ iloczynu kartezja«skiego przestrzeni
(X, TX) i (Y, TY ).

(B) Niech metryki dX i dY generuj¡ topologie TX i TY w X i Y . Okre±li¢ me-
tryk¦ na X×Y generuj¡ca topologi¦ iloczynu kartezja«skiego przestrzeni (X, TX)
i (Y, TY ).

(C) Udowodni¢, »e iloczyn kartezja«ski X×Y przestrzeni metrycznych zwartych
jest przestrzeni¡ zwart¡.

4. (A) Zde�niowa¢ poj¦cie homotopii mi¦dzy przeksztaªceniami ci¡gªymi
f, g : X → Y .

(B) Wykaza¢, »e je±li A jest zbiorem wypukªym w przestrzeni euklidesowej
Rn to ka»de dwa przeksztaªcenia ci¡gªe f, g : X → A s¡ homotopijne.

(C) Wyprowadzi¢ z nie±ci¡galno±ci okr¦gu twierdzenie Brouwera o punkcie
staªym dla dysku D2.

1



EGZAMIN POPRAWKOWY Z TOPOLOGII, 05.03.05

CZ��� II: ZADANIA

Punktacja: Ka»de zadanie 25pkt.

1. Niech f : R2 → R2 b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ formuª¡ f(x, y) = (x, |x|). Znale¹¢
zbiór punktów ci¡gªo±ci f jako przeksztaªcenia z (R2, dr) w (R2, dr), gdzie dr jest
metryk¡ �rzeka� na pªaszczy¹nie okre±lon¡ wzorem

dr((x1, y1), (x2, y2)) =

{
|y1 − y2|, je±li x1 = x2,
|y1|+ |x1 − x2|+ |y2|, je±li x1 6= x2.

(1)

.

2. Niech Fn dla n = 1, 2, ... b¦d¡ zbiorami domkni¦tymi na pªaszczy¹nie euklide-
sowej R2 takimi, »e dla ka»dej pary liczb rzeczywistych a < b oraz naturalnego n,
zbiór {t ∈ R : {t}× [a, b] ⊂ Fn} jest brzegowy na prostej euklidesowej. Wykaza¢,
»e

R2 \
∞⋃

n=1

Fn 6= ∅.

3. Niech A ⊂ (0, +∞) i niech S(A) b¦dzie sum¡ wszystkich odcinków domkni¦-
tych w R2 ª¡cz¡cych punkty zbioru A×{0} z punktami zbioru {0}×A. Wykaza¢,
»e zbiór S(A) na pªaszczy¹nie euklidesowej R2 jest zwarty wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiór A na prostej jest zwarty.

4. Niech an ≥ 1 dla n = 1, 2, 3, ... i niech X =
⋃∞

n=1{
1
n
}× [0, an]∪{(t, t) : t ∈ R}.

(A) Wykaza¢, »e X jest zbiorem spójnym na pªaszczy¹nie euklidesowej.
(B) Wykaza¢, »e podzbiór Y = X∪{(0, n) : n = 1, 2, ...} pªaszczyzny euklidesowej
jest spójny wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g an jest nieograniczony.

1
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