
Egzamin z Topologii I Zestaw A 28.02.2012

Imi¦ i nazwisko: nr indeksu:

Odpowiedzi do zada« 2�4 nale»y uzasadni¢ 25 punktów za ka»de zadanie

Ka»de zadanie prosz¦ rozwi¡zywa¢ na osobnej kartce. Na ka»dej kartce prosz¦ napisa¢

swoje imi¦ i nazwisko, numer zadania oraz liter¦ oznaczaj¡c¡ zestaw.

1. Niech X1 b¦dzie nast¦puj¡c¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni C[0, 1] funkcji ci¡-

gªych f : [0, 1]→ R z metryk¡ �supremum� d1 = dsup:

X1 = {f ∈ C[0, 1] : 1 ≤ |f(0)| ≤ 2}.

Dla punktów p, q ∈ R2 niech I(p, q) oznacza odcinek domkni¦ty o ko«-

cach p, q. Niech a = (0, 2), b = (0,−2), an = (1/n, 1), bn = (1/n,−1) oraz

A = (
⋃∞

n=1 I(a, an)) ∪ (
⋃∞

n=1 I(b, bn)). Rozwa»amy nast¦puj¡ce podprzestrzenie

Xi pªaszczyzny R2 z metryk¡ euklidesow¡ di = de, i = 2, 3:

X2 = A ∪ I(a, b),
X3 = A ∪ I((0, 1), (0,−1)) ∪ {(0, q) : q ∈ Q, 1 ≤ |q| ≤ 2}.

Sprawdzi¢, czy przestrzenie (Xi, di) maj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci (nale»y po-

stawi¢ w odpowiedniej rubryce poni»szej tabeli T, je±li zbiór ma dan¡ wªasno±¢,

lub N, je±li jej nie ma):

X1 X2 X3

Xi jest zwarta

Xi jest zupeªna w metryce di

Xi jest metryzowalna w sposób zupeªny

Xi jest spójna

Xi jest ªukowo spójna

Xi jest ±ci¡galna



2. Niech A1, A2, . . . b¦d¡ domkni¦tymi brzegowymi podzbiorami pªaszczyzny

euklidesowej R2, a L1, L2, . . . b¦d¡ prostymi na pªaszczy¹nie R2. Pokaza¢, »e

istnieje punkt x ∈ R2 \
⋃∞

i=1Ai taki, »e jego odlegªo±¢ (w metryce euklidesowej)

od ka»dej prostej Li jest liczba niewymiern¡.

3. Dane s¡ nast¦puj¡ce podprzestrzenie Y1, Y2, Y3, Y4 pªaszczyzny euklidesowej

R2:

Y1 = {(x, ex) ∈ R2 : x ∈ R} ∪
∞⋃
n=1

(R× { 1
n
}),

Y2 = Y1 ∪ (R× {0}),
Y3 = Y1 ∪ ([−1, 1]× {0}),
Y4 = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, y ≥ ex} ∪ (R× {0}).

(A) Dla ka»dego i ∈ {1, 2, 3, 4} wyja±ni¢, podaj¡c uzasadnienie, czy Yi jest

spójne.

(B) Wyja±ni¢, podaj¡c uzasadnienie, czy przestrzenie Y2 i Y3 s¡ homeomor�czne.

4. Niech (X, τ) b¦dzie przestrzeni¡ Hausdor�a, a r : X → A b¦dzie przeksztaª-

ceniem ci¡gªym na podprzestrze« A ⊂ X takim, ze r(x) = x, dla ka»dego x ∈ A.

(A) Wykaza¢, »e A jest domkni¦tym podzbiorem X.

(B) Udowodni¢, »e je±li X jest przestrzeni¡ ±ci¡galn¡, to równie» podprzestrze«

A jest ±ci¡galna.



Egzamin z Topologii I Teoria Zestaw A 28.02.2012

Imi¦ i nazwisko: nr indeksu:

Uzasadnienie jest wymagane wyª¡cznie w poleceniu 14.

Punktacja: 11 punktów za polecenie 14, po 3 punkty za ka»de pozostaªe polecenie.

1. Poda¢ de�nicj¦ metryki.

2. Zde�niowa¢ wnetrze podzbioru A przestrzeni topologicznej (X, τ).

3. Poda¢ de�nicj¦ topologii iloczynu kartezja«skiego X × Y przestrzeni topo-

logicznych (X, τX) i (Y, τY ).

4. Poda¢ przykªad przestrzeni topologicznej (X, τ), która nie jest przestrzeni¡

Hausdor�a.

5. Poda¢ przykªad o±rodkowej przestrzeni topologicznej (X, τ), która nie ma

przeliczalnej bazy.

6. Poda¢ de�nicj¦ przestrzeni topologicznej zwartej (X, τ).

7. Poda¢ przykªad niesko«czonej, zwartej podprzestrzeni przestrzeni (C[0, 1], dsup)

funkcji ci¡gªych f : [0, 1]→ R z metryk¡ �supremum�

8. Sformuªowa¢ twierdzenie Baire'a.

9. Niech ∼ b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci w przestrzeni topologicznej (X, τ).

Zde�niowa¢ przestrze« ilorazow¡ (X/ ∼, τ/ ∼) (poda¢ de�nicje zbioru

X/ ∼ i topologii τ/ ∼).

10. Poda¢ przykªad relacji równowa»no±ci ∼ na prostej euklidesowej (R, τe) ta-
kiej, ze przestrze« ilorazowa (R/ ∼, τe/ ∼) jest homeomor�czna z okr¦giem

S1.

11. Poda¢ przykªad spójnej podprzestrzeni prostej R z topologi¡ �strzaªki� (to-

pologia �strzaªki� jest generowana przez baz¦ zªo»on¡ z odcinków (a, b], a, b ∈
R, a < b).

12. Poda¢ de�nicj¦ homotopii p¦tli α, β w przestrzeni topologicznej (X, τ), za-

czepionych w punkcie a ∈ X.

13. Poda¢ przykªad przeksztaªcenia ci¡gªego przestrzeni ±ci¡galnej X na prze-

strze« nie±ci¡galn¡ Y .

14. Udowodni¢, »e metryzowalna przestrze« o±rodkowa ma przeliczaln¡ baz¦.


