EczaMIN z TOPOLOGII 1 ZESTAW A 28.02.2012

Imie i nazwisko: nr indeksu:

Odpowiedzi do zadan 2—4 nalezy uzasadni¢ 25 punktéw za kazde zadanie
Kazde zadanie prosze rozwigzywa¢ na osobnej kartce. Na kazdej kartce prosze napisaé
swoje imie i nazwisko, numer zadania oraz litere oznaczajaca zestaw.

1. Niech X; bedzie nastepujaca podprzestrzenia przestrzeni C10, 1] funkeji cia-
gltych f:]0,1] — R z metryka ,supremum” dy = dgy,:

X1 ={feC0,1:1<]|f(0) <2}

Dla punktéw p, ¢ € R? niech I(p,q) oznacza odcinek domknigty o koii-
cach p,q. Niech a = (0,2),b = (0,-2),a, = (1/n,1),b, = (1/n,—1) oraz
A= (U~ 1(a,a,) U(UsZ; I(b,by)). Rozwazamy nastepujace podprzestrzenie

X, plaszczyzny R? z metryka euklidesows d; = d,,i = 2, 3:

Xg = AU[(CL,b),
Xy = AUI((0,1),(0,-1)) U{(0,q): g €Q,1 < Jg <2}.
Sprawdzi¢, czy przestrzenie (X;,d;) majg nastepujace wlasnodci (nalezy po-

stawi¢ w odpowiedniej rubryce ponizszej tabeli T, jesli zbiér ma dana wlasnosé,
lub N, jesli jej nie ma):

X1 X X3

X jest zwarta

X; jest zupelna w metryce d;

X, jest metryzowalna w sposob zupetny

X; jest spOjna

X jest tukowo spojna

X; jest §ciggalna




2. Niech Aj, Ay, ... beda domknietymi brzegowymi podzbiorami ptaszczyzny
euklidesowej R2, a L, Lo, ... beda prostymi na plaszczyznie R2. Pokaza¢, ze
istnieje punkt z € R? \ U2, 4; taki, ze jego odleglosé¢ (w metryce euklidesowej)
od kazdej prostej L; jest liczba niewymierna.

3. Dane sa nastepujace podprzestrzenie Y1, Y5, Y3, Y, plaszczyzny euklidesowe;j
R2:
= 1
Y, = NeR*: xeRIU| JR x {=
L = (@) eR: s eRPUJRX (),

n=1

Y = YiU([=L1] x{0}),
Yy, = {(z,y) €R*: z€R, y>e"}U(R x {0}).

(A) Dla kazdego i € {1,2,3,4} wyjasni¢, podajac uzasadnienie, czy Y; jest
spojne.

(B) Wyjasni¢, podajac uzasadnienie, czy przestrzenie Y5 i Y3 s3 homeomorficzne.

4. Niech (X, 7) bedzie przestrzeniag Hausdorffa, a r : X — A bedzie przeksztal-
ceniem cigglym na podprzestrzenn A C X takim, ze r(z) = x, dla kazdego x € A.

(A) Wykaza¢, ze A jest domknietym podzbiorem X.

(B) Udowodnié¢, ze jesli X jest przestrzenia $ciagalna, to rowniez podprzestrzen
A jest §ciagalna.



EGZAMIN Z ToroLoGIl I TEORIA  ZESTAW A 28.02.2012
Imie i nazwisko: nr indeksu:

Uzasadnienie jest wymagane wytacznie w poleceniu 14.
Punktacja: 11 punktéw za polecenie 14, po 3 punkty za kazde pozostate polecenie.

1. Poda¢ definicje metryki.
2. Zdefiniowa¢ wnetrze podzbioru A przestrzeni topologicznej (X, 7).

3. Poda¢ definicje topologii iloczynu kartezjanskiego X x Y przestrzeni topo-
logicznych (X, 7x) 1 (Y, 7y).

4. Poda¢ przyklad przestrzeni topologicznej (X, 7), ktora nie jest przestrzenia
Hausdorffa.

5. Poda¢ przyklad osrodkowej przestrzeni topologicznej (X, 7), ktora nie ma
przeliczalnej bazy.

6. Poda¢ definicje przestrzeni topologicznej zwartej (X, 7).

7. Poda¢ przyklad nieskoriczonej, zwartej podprzestrzeni przestrzeni (C[0, 1], dyyp)
funkeji cigglych f: [0,1] — R z metryka ,supremum”

8. Sformulowaé twierdzenie Baire’a.

9. Niech ~ bedzie relacja rownowaznosci w przestrzeni topologicznej (X, 7).
Zdefiniowa¢ przestrzen ilorazowa (X/ ~,7/ ~) (podaé¢ definicje zbioru
X/ ~ 1 topologii 7/ ~).

10. Poda¢ przyktad relacji rownowaznosci ~ na prostej euklidesowej (R, 7.) ta-

kiej, ze przestrzen ilorazowa (R/ ~, 7./ ~) jest homeomorficzna z okregiem
St

11. Poda¢ przyktad spojnej podprzestrzeni prostej R z topologia ,strzaltki” (to-
pologia .strzalki” jest generowana przez baze ztozona z odcinkow (a, b], a,b €
R,a < b).

12. Poda¢ definicje homotopii petli o, f w przestrzeni topologicznej (X, 7), za-
czepionych w punkcie a € X.

13. Poda¢ przyktlad przeksztalcenia cigglego przestrzeni $ciagalnej X na prze-
strzen niesciggalna Y.

14. Udowodnié, ze metryzowalna przestrzen osrodkowa ma przeliczalng baze.



