
IMI� I NAZWISKO Temat 110

nr indeksu

EGZAMIN Z TOPOLOGII, 05.02.2009.
Ka»de zadanie prosz¦ rozwi¡za¢ na osobnej kartce. Na ka»dej kartce prosz¦ napisa¢ imi¦
i nazwisko, numer indeksu, numer tematu i numer zadania.
KA�DE ZADANIE 25 PUNKTÓW.
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1. Niech X = C(I, R) b¦dzie przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych okre±lonych na odcinku
euklidesowym I = [0, 1] o warto±ciach w prostej euklidesowej R z metryk¡ �supremum�:
dsup(f, g) = sup{ | f(x)− g(x) | : x ∈ I}. Dla podprzestrzeni

B = {f ∈ C(I, R) : f(1
2
) = f(1) }

przestrzeni C(I, R) z metryk¡ dsup wypeªni¢ poni»sz¡ tabelk¦, wstawiaj¡c w odpowiedniej rubryce
TAK, je±li B ma dan¡ wªasno±¢, lub NIE, je±li jej nie ma:

B
domknieta w X
otwarta w X
brzegowa w X
g¦sta w X

zupeªna w metryce dsup

spójna
±ci¡galna
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2. Dla x, y ∈ R2 niech I(x, y) oznacza odcinek domkni¦ty na pªaszczy¹nie o ko«cach x, y. Niech
a0 = (0, 0), a1 = (1, 0), bn = (1, 1

n
), cn = ( 1

n
, 1

n2 ), dla n = 1, 2, . . .. Rozwa»my nast¦puj¡ce
podprzestrzenie pªaszczyzny euklidesowej:

Y1 =
⋃∞

n=1 I(a0, cn), Y2 =
⋃∞

n=1 I(a0, bn) ∪ I(a0, a1),

Y3 = Y1 \ {(0, 0)}, Y4 = Y2 \ I(a0, a1) = {(x1, x2) ∈ Y2 : x2 > 0}.

Wyja±ni¢, podaj¡c uzasadnienia, dla jakich i 6= j przestrze« Xi jest homeomor�czna z Xj.
��������������������������������������������

3. Niech Q oznacza zbiór liczb wymiernych z przedziaªu [0,1]. Dane s¡ nast¦puj¡ce podprzestrzenie
Y1, Y2, Y3, Y4 pªaszczyzny z metryk¡ euklidesow¡:

Y1 = (Q× R) ∪ ([0, 1]× {0}), Y2 = ({0} × R) ∪
⋃∞

n=1({
1
n
} × R) ∪ ([0, 1]× {0}),

Y3 = Y1 \ {(
√

3
3

, 0)}, Y4 = Y1 \ {(1
3
, 0)}.

(a) Wyja±ni¢, podaj¡c uzasadnienia, które z tych przestrzeni s¡ spójne.
(b) Wyja±ni¢, podaj¡c uzasadnienie, czy przestrzenie Y1 i Y2 s¡ homeomor�czne.
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4. Niech B ⊂ [0, 1] b¦dzie zbiorem domkni¦tym brzegowym w odcinku euklidesowym [0,1].
(a) Wykaza¢, »e istnieje liczba s ∈ [0, 1] taka, »e
(?) dla »adnej liczby caªkowitej dodatniej n punkt (s, s

n
) nie le»y na okr¦gu o ±rodku w (0, 0) i

promieniu nale»¡cym do B.
(b) Wykaza¢, »e istnieje liczba niewymierna s ∈ [0, 1] speªniaj¡ca warunek (?).
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1. (10 punktów) (a) Poda¢ de�nicj¦ zupeªno±ci przestrzeni metrycznej (X, d).

(b) Poda¢ de�nicj¦ przeksztaªcenia zw¦»aj¡cego przestrzeni metrycznej (X, d) w siebie. Sfor-
muªowa¢ twierdzenie Banacha o punkcie staªym dla odwzorowa« zw¦»aj¡cych.

2. (10 punktów) (a) Zde�niowa¢ topologi¦ iloczynu kartezja«skiego przestrzeni topologicznych (X, TX)
i (Y, TY ).

(b) Poda¢ de�nicj¦ ci¡gªo±ci funkcji f : X → Y z przestrzeni topologicznej (X, TX) w przestrze«
topologiczn¡ (Y, TY ). Pokaza¢, »e rzutowanie p : X × Y → X iloczynu kartezja«skiego przestrzeni
(X, TX) i (Y, TY ) na X jest funkcj¡ ci¡gª¡.

3. (10 punktów) (a) Poda¢ de�nicj¦ zwarto±ci przestrzeni topologicznej (X, TX).
(b) Pokaza¢, »e podprzestrze« domkni¦ta przestrzeni topologicznej zwartej jest zwarta.

4. (10 punktów) (a) Poda¢ de�nicj¦ homotopii przeksztaªce« ci¡gªych f, g : X → Y przestrzeni
topologicznej (X, TX) w przestrze« topologiczn¡ (Y, TY ).

(b) Poda¢ de�nicj¦ przestrzeni ±ci¡galnej. Poda¢ przykªad nie±ci¡galnej podprzestrzeni przestrzeni
±ci¡galnej.

(c) Poda¢ de�nicj¦ p¦tli zaczepionej w punkcie a w przestrzeni topologicznej (X, TX). Poda¢
de�nicj¦ homotopii p¦tli α, β zaczepionych w punkcie a w przestrzeni X.

5. (10 punktów) Poda¢ de�nicj¦ ªukowej spójno±ci przestrzeni topologicznej i udowodni¢, »e pod-
przestrze« T = {(t, sin(1

t
)) : t ∈ (0, 1]} ∪ ({0} × [−1, 1]) pªaszczyzny euklidesowej nie jest ªukowo

spójna.


