
Imi¦ i nazwisko Nr indeksu

EGZAMIN Z TOPOLOGII, POTOK I, 04.02.2010.
Zadania 2, 3 i 4 prosz¦ rozwi¡za¢ na osobnych kartkach. Na ka»dej kartce prosz¦ napisa¢
imi¦ i nazwisko, numer indeksu, numer tematu i numer zadania.
Temat 100. KA�DE ZADANIE 25 PUNKTÓW.
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1. Niech Q̃ b¦dzie zbiorem liczb wymiernych z przedziaªu [0, 1]. Stwierdzi¢, czy nast¦puj¡ce pod-
przestrzenie pªaszczyzny z metryk¡ euklidesow¡ (R2, de):

A1 = {(x, y) ∈ R2 : y ≤ x2},
A2 =

(
[0, 1]× Q̃

)
∪ ({0} × [0, 1]), A3 = A2 ∪ {(1, 1√

2
)},

maj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci (nale»y tylko wpisa¢ w odpowiedniej rubryce poni»szej tabelki TAK, je±li
podprzestrze« ma dan¡ wªasno±¢ lub NIE, je±li jej nie ma):

A1 A2 A3

Ai jest zwarta
Ai jest zupeªna w metryce de

Ai jest metryzowalna w sposób zupeªny
Ai jest spójna

Ai jest ªukowo spójna
Ai jest ±ci¡galna
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2. Niech an =

(
− 1

n
, 0

)
, bn = (−n, 0), cn =

(
0, 1

n

)
dla n = 1, 2, . . . b¦d¡ punktami R2 i niech

J = {x ∈ R : 0 < x < 1} b¦dzie odcinkiem otwartym na prostej R. Rozwa»my nast¦puj¡ce
podprzestrzenie pªaszczyzny euklidesowej:

Z1 =
⋃∞

n=1{an} ∪
⋃∞

n=1

(
{ 1

n
} × J

)
, Z2 =

⋃∞
n=1{cn} ∪

⋃∞
n=1

(
{ 1

n
} × J

)
,

Z3 =
⋃∞

n=1{an} ∪ ({0} × [0, 1]) ∪
⋃∞

n=1

(
{ 1

n
} × [0, 1]

)
, Z4 =

⋃∞
n=1{bn} ∪

⋃∞
n=1 ({n} × R).

Dla ka»dej pary ró»nych indeksów i 6= j wyja±ni¢, podaj¡c uzasadnienia, czy przestrze« Zi jest
homeomor�czna z Zj.
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3. Niech Q̃ oznacza zbiór liczb wymiernych z przedziaªu [0,1]. Dane s¡ nast¦puj¡ce podprzestrzenie
X1, X2, X3, X4 pªaszczyzny z metryk¡ euklidesow¡:

X1 = ([0, 1]× {0}) ∪
⋃∞

n=1({
1
n
} × [0, 1]) ∪ ({0} × [0, 1]),

X2 = X1 ∪ {(−x, y) : (x, y) ∈ X1},
X3 = X2 \ ({1} × Q̃),

X4 = X2 \ ({0} × Q̃).

(a) Dla ka»dego i ∈ {1, 2, 3, 4} wyja±ni¢, podaj¡c uzasadnienie, czy Xi jest spójne i czy jest zwarte.

(b) Wyja±ni¢, podaj¡c uzasadnienie, czy przestrzenie X1 i X2 s¡ homeomor�czne.
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4. Niech (C[0, 1], dsup) b¦dzie przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych z odcinka euklidesowego [0, 1] w prost¡
euklidesow¡ (R, de) z metryk¡ supremum: dsup(f, g) = sup{|f(t)− g(t)| : t ∈ [0, 1]}.

Niech A1, A2, . . . b¦d¡ zwartymi i brzegowymi podzbiorami prostej euklidesowej R, A =
⋃∞

i=1 Ai

i niech Q̃ ⊂ [0, 1] b¦dzie zbiorem liczb wymiernych z przedziaªu [0,1].

(a) Pokaza¢, »e dla ustalonych i ∈ N i q ∈ [0, 1] zbiór Di,q = {f ∈ C[0, 1] : f(q) ∈ Ai} jest domkni¦ty
i brzegowy w (C[0, 1], dsup).

(b) Pokaza¢, »e zbiór funkcji f : [0, 1] → R takich, »e f(Q̃) ∩ A = ∅ jest g¦sty w przestrzeni
(C[0, 1], dsup) .



EGZAMIN Z TOPOLOGII, 04.02.2010. TEORIA
1. (10 punktów) (a) Poda¢ de�nicj¦ ci¡gªo±ci przeksztaªcenia f : X → Y przestrzeni topologicznej
(X, TX) w przestrze« topologiczn¡ (Y, TY ).

(b) Poda¢ dwa warunki równowa»ne ci¡gªo±ci przeksztaªcenia f : X → Y przestrzeni metrycznej
(X, dX) w przestrze« metryczn¡ (Y, dY ).

(c) Poda¢ przykªad ró»nowarto±ciowego przeksztaªcenia ci¡gªego f : X → Y przestrzeni topolo-
gicznej (X, TX) na przestrze« topologiczn¡ (Y, TY ), które nie jest homeomor�zmem.

2. (10 punktów) (a) Poda¢ de�nicj¦ zupeªno±ci przestrzeni metrycznej (X, d).
(b) Sformuªowa¢ twierdzenie Baire'a.
(c) Poda¢ przykªad wskazuj¡cy, »e w twierdzeniu Baire'a nie mo»na opu±ci¢ zaªo»enia zupeªno±ci

przestrzeni. Odpowied¹ uzasadni¢.

3. (10 punktów) (a) Poda¢ de�nicj¦ spójno±ci przestrzeni topologicznej (X, TX).
(b) Pokaza¢, »e je±li f : X → Y jest ci¡gªym przeksztaªceniem przestrzeni topologicznej spójnej

(X, TX) na przestrze« topologiczn¡ (Y, TY ), to przestrze« (Y, TY ) jest spójna.

4. (10 punktów) (a) Poda¢ de�nicj¦ zwarto±ci przestrzeni topologicznej (X, TX).
(b) Udowodni¢, »e zbiór zwarty w przestrzeni Hausdor�a jest w niej domkni¦ty.

5. (10 punktów) (a) Poda¢ de�nicj¦ homotopii przeksztaªce« ci¡gªych f, g : X → Y przestrzeni
topologicznej (X, TX) w przestrze« topologiczn¡ (Y, TY ).

(b) Poda¢ de�nicj¦ przestrzeni ±ci¡galnej. Poda¢ przykªad przeksztaªcenia ci¡gªego przestrzeni
±ci¡galnej na przestrze« nie±ci¡galn¡.

(c) Pokaza¢, »e przestrze« ±ci¡galna jest ªukowo spójna.


