Imie i nazwisko Nr indeksu

EGZAMIN Z TOPOLOGII, POTOK I, 04.02.2010.

Zadania 2, 3 i 4 prosze rozwigzaé na osobnych kartkach. Na kazdej kartce prosze napisaé
imie i nazwisko, numer indeksu, numer tematu i numer zadania.

Temat 100. KAZDE ZADANIE 25 PUNKTOW.

1. Niech @ bedzie zbiorem liczb wymiernych z przedziatu [0,1]. Stwierdzi¢, czy nastepujace pod-
przestrzenie plaszczyzny z metryka euklidesows (R?,d,):

Ay ={(z,y) eR?:y < a?},

Az = (10,1] x @) U ({0} x [0,1]), Ay = 42 U{(L, F)},
maja nastepujace wlasnosci (nalezy tylko wpisa¢ w odpowiedniej rubryce ponizszej tabelki TAK, jesli
podprzestrzeni ma dana wlasnosé¢ lub NIE, jesli jej nie ma):

Ay Ao As

A; jest zwarta
A; jest zupelna w metryce d,
A; jest metryzowalna w sposéb zupelny
A; jest spdjna
A; jest tukowo spojna
A; jest Sciggalna

2. Niech a, = (-=2,0), b, = (-n,0), ¢, = (0,1) dla n = 1,2,... beda punktami R? i niech
J ={r € R:0 < x < 1} bedzie odcinkiem otwartym na prostej R. Rozwazmy nastepujace
podprzestrzenie plaszczyzny euklidesowej:

Zy = Uff:l{an} U UZL <{%} X J)’ Zy = UZO:1{Cn} U Uiozl ({%} X ‘])>
Zy =UpZi{a U ({0} < [0, 1) UU, ({33 < [0.1]),  Za=UpZ {ba} WU, ({0} x R).

Dla kazdej pary roznych indeksow i # j wyjasni¢, podajac uzasadnienia, czy przestrzen Z; jest
homeomorficzna z Z;.

3. Niech Q oznacza zbior liczb wymiernych z przedziatu [0,1]. Dane sa nastepujace podprzestrzenie
X1, Xo, X3, X4 plaszczyzny z metryka euklidesows:

X1 = ([0,1] x {0}) UUZ ({3} < [0, 1]) U ({0} x [0,1]),

Xo = X1 U{(-2,y): (z,y) € Xu},

Xy =X\ ({1} x Q),

Xi=X2\ ({0} x Q).
(a) Dla kazdego ¢ € {1,2, 3,4} wyjasni¢, podajac uzasadnienie, czy X; jest spojne i czy jest zwarte.
(b) Wyjasnié¢, podajac uzasadnienie, czy przestrzenie X; i Xy sa homeomorficzne.

4. Niech (C|0, 1], dsup) bedzie przestrzenia funkeji ciagltych z odcinka euklidesowego [0, 1] w prosta
cuklidesowa (R, d.) z metryka supremum: dg.,(f, g) = sup{|f(t) — g(t)| : t € [0,1]}.

Niech A;, Ay, ... beda zwartymi i brzegowymi podzbiorami prostej euklidesowej R, A = [J;=, A,
i niech Q C [0,1] bedzie zbiorem liczb wymiernych z przedziatu [0,1].
(a) Pokaza¢, ze dla ustalonych ¢ € Nig € [0,1] zbior D; , = {f € C[0,1] : f(q) € A;} jest domkniety
i brzegowy w (C10, 1], dsup)-
(b) Pokaza¢, ze zbior funkcji f : [0,1] — R takich, ze f(Q) N A = () jest gesty w przestrzeni
(C10,1], dsup) -
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1. (10 punktow) (a) Podaé¢ definicje ciagtosci przeksztalcenia f : X — Y przestrzeni topologicznej
(X, 7x) w przestrzen topologiczna (Y, 7y ).

(b) Poda¢ dwa warunki rownowazne ciagltodci przeksztalcenia f : X — Y przestrzeni metrycznej
(X, dx) w przestrzen metryczng (Y, dy).

(c) Poda¢ przyklad roznowartosciowego przeksztalcenia ciagltego f : X — Y przestrzeni topolo-
gicznej (X, Zx) na przestrzen topologiczna (Y, 7y ), ktore nie jest homeomorfizmem.

2. (10 punktow) (a) Podaé¢ definicje zupelnosci przestrzeni metrycznej (X, d).

(b) Sformutowaé twierdzenie Baire’a.

(c) Podac przyklad wskazujacy, ze w twierdzeniu Baire’a nie mozna opusci¢ zalozenia zupetnosci
przestrzeni. Odpowiedz uzasadni¢.

3. (10 punktow) (a) Poda¢ definicje spojnosci przestrzeni topologicznej (X, Tx).
(b) Pokazac, ze jesli f : X — Y jest ciaglym przeksztalceniem przestrzeni topologicznej spojnej
(X, 7x) na przestrzen topologiczna (Y, 7y ), to przestrzen (Y, 7y) jest spojna.

4. (10 punktow) (a) Poda¢ definicje zwartosci przestrzeni topologicznej (X, Tx).
(b) Udowodnié¢, ze zbior zwarty w przestrzeni Hausdorffa jest w niej domkniety.

5. (10 punktow) (a) Poda¢ definicje homotopii przeksztalcen ciaglych f,g : X — Y przestrzeni
topologicznej (X, Tx) w przestrzen topologiczna (Y, 7y ).

(b) Podaé definicje przestrzeni $ciggalnej. Poda¢ przyktad przeksztalcenia ciagltego przestrzeni
Sciagalnej na przestrzen nieSciagalna.

(c) Pokaza¢, ze przestrzen Sciagalna jest tukowo spdjna.



