EGZAMIN z TOPOLOGII I ZESTAW A 02.02.2011
Imie i nazwisko: nr indeksu:

Odpowiedzi do zadan 2-4 nalezy uzasadni¢ 25 punktéw za kazde zadanie
Kazde zadanie prosze rozwigzywa¢ na osobnej kartce. Na kazdej kartce prosze napisa¢
swoje imie i nazwisko, numer zadania oraz litere oznaczajaca zestaw.

1. Niech Q" = {q: q jest liczbg wymierna i ¢ > 0}, P bedzie zbiorem liczb nie-
wymiernych, za§ C' C [0, 1] bedzie standardowym zbiorem Cantora. Sprawdzi¢,
czy ponizsze podprzestrzenie plaszczyzny z metryka euklidesows

A = (Q" xR)U ((—00,0] x P) U ([0, +00) x {0}),
Ay = {(v,y) ER*: 0 <y < e},
Ay = (Cx [—1,1])U{(x,sin%):x€ (0,1},

maja nastepujace wlasnosci (nalezy postawi¢ w odpowiedniej rubryce +, jesli
zbior ma dang wlasnosé, lub —, jesli jej nie ma):

Ay A, Az

A; jest zwarta

A; jest zupelna w metryce d,

A; jest metryzowalna w sposob zupelny

A; jest spojna

A; jest tukowo spdjna

A; jest $ciagalna

2. Niech A bedzie domknietym i brzegowym podzbiorem prostej euklidesowe;j.
Q oznacza zbior liczb wymiernych. Pokazaé, ze nastepujacy zbior

B:{teR:quQ\{O}VSEA det(}f q)%o}

S

jest gestym podzbiorem prostej euklidesowe;j.



3. (A) Zbada¢ spojnosé i zwarto$¢ nastepujacych podprzestrzeni plaszezyzny
euklidesowej:

X, - U({%} % [0,1]) U ([0, 1] X {0})u{(0,%): n=12..1,

n=1

Xo = XiUu{(z,y): (x,—y) € Xu},

X = U< 0D U010 x 0 U0, ):n=1,2,...},

n=1

Xo = U5 < 0. U (.10 < {0) U {0.9): g € Q)

n=1
gdzie Q jest zbiorem liczb wymiernych.

(B) Pokazac, ze zadne dwie sposrod przestrzeni X1, Xo, X3, X4 nie sa homeomor-
ficzne.

4. Niech A= {((-1)",1):n=1,2,...} i niech

X:(RQ\URX{%}) U A

(A) Wykaza¢, ze podprzestrzen X plaszczyzny euklidesowej R? jest spojna.

(B) Wykazac, ze jesli h : X — X jest homeomorfizmem, to h(A) = A oraz
h(R x (—00,0]) = R x (—00,0].
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Uzasadnienie jest wymagane wytacznie w poleceniu 14.
Punktacja: 11 punktéw za polecenie 14, po 3 punkty za kazde pozostate polecenie.

10.

11.

12.

13.

14.

. Zdefiniowaé jednostajna ciagtos¢ przeksztalcenia f przestrzeni metrycznej

(X,dx) w przestrzen metryczna (Y, dy).

Poda¢ przyklad homeomorfizmu h : (R?d.) — (R?d.), ktory nie jest
jednostajnie ciagty.

Poda¢ definicje przestrzeni metryzowalnej w sposéb zupetny.

Poda¢ przyklad podprzestrzeni ptaszczyzny euklidesowej (R?, d. ), ktora nie
jest metryzowalna w sposob zupekny.

Poda¢ definicje przestrzeni metrycznej (X, d) catkowicie ograniczone;j.

Poda¢ przyktad przestrzeni metrycznej (X, d), ktora jest ograniczona, ale
nie jest catkowicie ograniczona.

Podaé¢ definicje przestrzeni osrodkowe;.

. Wskazaé¢ mozliwy wybor przeliczalnej bazy w przestrzeni metrycznej osrod-

kowej (X, d).
Poda¢ definicje spojnosci przestrzeni topologicznej (X, 7).
Poda¢ przyktad przestrzeni spojnej, ktéra nie jest tukowo spdjna.

Poda¢ definicje homotopii petli «, B w przestrzeni topologicznej (X, 1), za-
czepionych w punkcie a € X.

Podac¢ przyktad podprzestrzeni przestrzeni euklidesowej (R3, d,), ktora jest
tukowo spojna, ale nie jest $ciggalna.

Sformutowaé twierdzenie Ascoliego-Arzeli.

Udowodnic¢, ze iloczyn kartezjanski X x Y przestrzeni topologicznych spoj-
nych (X, 7x), (Y, 7y) jest spojny.



