EGzZAMIN z TOPOLOGII I TEORIA ZESTAW A 01.02.2012

Imie i nazwisko: nr indeksu:

Uzasadnienie jest wymagane wytacznie w poleceniu 14.
Punktacja: 11 punktéw za polecenie 14, po 3 punkty za kazde pozostate polecenie.

10.

11.

12.

13.

14.

. Poda¢ definicje otoczenia punktu x w przestrzeni topologicznej (X, 7).

Poda¢ definicje ciagtosci przeksztalcenia f : X — Y przestrzeni topologicz-
nej (X, 7x) w przestrzen topologiczna (Y, 7y ).

. Podaé¢ dwa warunki réwnowazne ciagtosci przeksztaltcenia f : X — Y prze-

strzeni metrycznej (X, dy) w przestrzen metryczna (Y, dy).

Podac¢ przyktad nieosrodkowej podprzestrzeni Y osrodkowej przestrzeni to-
pologicznej (X, 7).

Poda¢ definicje topologii iloczynu kartezjanskiego X x Y przestrzeni topo-
logicznych (X, 7x) i (Y, 7y).

. Poda¢ przykltad przestrzeni metrycznej (X, d), ktora jest metryzowalna w

sposob zupelny, ale nie jest zupetna.
Poda¢ definicje przestrzeni metrycznej (X, d) catkowicie ograniczone;j.

Poda¢ przyktad homeomorfizmu h : X — Y przestrzeni metrycznej catko-
wicie ograniczonej (X, dx) na przestrzen metryczna (Y, dy ), ktora nie jest
catkowicie ograniczona.

Poda¢ przyktad spojnej przestrzeni topologicznej (X, 7x ), ktora nie posiada
przeliczalnej bazy.

Poda¢ przyktad zwartej przestrzeni topologicznej (X, 7x), ktora ma nie-
przeliczalnie wiele sktadowych.

Poda¢ przyktad relacji rownowaznosci ~ na prostej euklidesowej (R, 7.) ta-
kiej, ze przestrzen ilorazowa (R/ ~, 7./ ~) jest homeomorficzna z odcinkiem

0, 1].

Podaé¢ definicje homotopii przeksztatcen ciaglych f,g: X — Y przestrzeni
topologicznej (X, 7x) w przestrzen topologiczna (Y, 7y ).

Sformutowaé twierdzenie Banacha o punkcie statym.

Udowodnié, ze zwarty podzbior A przestrzeni Hausdorffa (X, 7x) jest w niej
domkniety.
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Imie i nazwisko: nr indeksu:

Odpowiedzi do zadan 2—4 nalezy uzasadni¢ 25 punktéw za kazde zadanie
Kazde zadanie prosze rozwigzywa¢ na osobnej kartce. Na kazdej kartce prosze napisa¢
swoje imie i nazwisko, numer zadania oraz litere oznaczajaca zestaw.

1. Niech X; bedzie nastepujaca podprzestrzenia przestrzeni C|0, 1] funkcji cia-
gltych f:]0,1] — R z metryka ,supremum” dy = dgy,:

Xi={feC[0,1]: f(1)=1i0< f(xr) <1 dla kazdego = € [0, 1]}.

Niech Q* = {q : ¢ jest liczba wymierna i ¢ > 0} i niech X5 bedzie nastepu-
jaca podprzestrzenia plaszczyzny z metryka euklidesowa dy = d.:

Xo={(z,e"):xeR}U [ J (R x {q}).

qeQ*
Niech D? = {(z,y) € R?: 22 + y*> < 1} i niech X3 bedzie nastepujaca pod-
przestrzenig przestrzeni R® z metryka euklidesows dz = d.:

X5 = (D*\{(0,0)}) x [0,1].

Sprawdzi¢, czy przestrzenie (X, d;) maja nastepujace wtasnosci (nalezy po-
stawi¢ w odpowiedniej rubryce ponizszej tabeli T, jesli zbiér ma dang wlasnosc,
lub N, jesli jej nie ma):

X, | x, | X5

X; jest zwarta

X, jest zupelna w metryce d;

X; jest metryzowalna w sposob zupelny

X jest spojna

X jest tukowo spojna

X, jest Sciggalna,

2. Niech Z oznacza zbior liczb catkowitych i niech A;, Ao, ... beda domknietymi
brzegowymi podzbiorami ptaszczyzny euklidesowej R%. Pokazaé, ze istnieje punkt
z € R?\ U2, A; taki, ze jego odleglosé (w metryce euklidesowej) od dowolnego
punktu zbioru Z? jest liczba niewymierna.



3. Niech C={}>72 & : t; €{0,2} dlai=1,2,...} C [0,1] bedzie standar-
dowym zbiorem Cantora. Rozwazmy dwie relacje R i R’ na zbiorze C"

bl

Wl

TRy & x=ylubz,yel0,

Ry & x=ylub|z—y|=

Wl o

(A) Czy przestrzenie ilorazowe C/R i C/ R’ sa homeomorficzne?

(B) Czy ktoras z nich jest homeomorficzna ze zbiorem Cantora?

4. Niech §' = {z € C: |z| = 1}. Ktore z przeksztalcen f; : S' — C\ {0},
1 =1,2,3,4, zadanych nastepujacymi wzorami

fz) =2 flz) =2 fs(z) =22 +2012  fi(z) = 2012

sa homotopijne? Nalezy wstawi¢ T - tak lub N - nie w ponizszej tabeli. Tylko
odpowiedzi dotyczace homotopijnosci przeksztalcen f; i f3 oraz f31i fy
wymagaja uzasadnienia - prosze napisac je na tej kartce.

Homotopijne | fi | fo | f3| [1
J1 T
J2 X|T
fs X | X |T
fi X | XX [T




