Analiza funkcjonalna - dodatkowe zadania

Zadanie 1. Zdefiniujmy przestrzen cqy jako
coo = {(xn)p2y : istnieje N € N takie, ze x,, = 0 dla kazdego n > N}.

Innymi stowy, cop to przestrzen ciagéw ktore od pewnego momentu sa rowne zero.
Pokazaé, ze:

(a) coo jest przestrzenig liniowg oraz wyposazona w norme ¢, (dla 1 < p < 00)

jest przestrzeniag unormowana;

(b) coo jest gesta podprzestrzenig £, dla 1 < p < 0o (z norma ¢,,);

(c) coo jest gesta podprzestrzenia ¢y (z norma supremum);

(d) coo nie jest zupelna jako podprzestrzen ¢, ani co;

(e) Czy coo jest gesta podprzestrzenia £o?

Zadanie 2. Wykazaé, ze kule w przestrzeni unormowanej sa wypukte.

Zadanie 3. Wykaza¢, ze C'(K) wyposazona w norme supremum jest przestrzenia
Banacha (K - zbiér zwarty).

Zadanie 4. Wykazaé, ze Cp(X) wyposazona w norme supremum jest przestrzenia
Banacha (X - przestrzen topologiczna).

Zadanie 5. Czy przestrzen C1[0,1] wyposazona w normy
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jest przestrzenig Banacha?
Zadanie 6. Wykazaé nieréwnos$¢ Holdera.
Zadanie 7. Wykaza¢ nieréwnos$¢ Minkowskiego.

Zadanie 8. Pokazad, ze kula jednostkowa w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni
Banacha nie moze by¢é zwarta (wskazdéwka: uzy¢ lematu Riesza).

Zadanie 9. Niech X bedzie nieskonczenie wymiarowa przestrzenia Banacha. Po-
kazaé, ze jedli K C X jest zwarty, to K ma puste wnetrze.

Zadanie 10. Niech T': L,[0,1] — L[0, 1] bedzie zadane wzorem (T'f)(z) = x f(x).
Znalez¢ norme operatora T

Zadanie 11. Pokazaé, ze wszystkie normy na przestrzeni skoniczenie wymiarowej
sa rOwnowazne.

Zadanie 12. Zalézmy, ze M jest skonczenie wymiarowa podprzestrzenia prze-
strzeni unormowanej X. Pokazaé, ze M jest domknietym podzbiorem X.

Zadanie 13. Pokazad, ze ¢, jest przestrzenia Hilberta tylko dla p = 2 (wskazéwka:
regula réwnolegtoboku).

Zadanie 14. Pokazaé, ze LP(0, 1) jest przestrzenia Hilberta tylko dla p = 2.

Zadanie 15. Pokazaé, ze C[0, 1] nie jest przestrzenia Hilberta.
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Zadanie 16. Znalezé (cop)™ w £a.
Zadanie 17. Znalezé podprzestrzen M C {y taka, ze (M1)L # M.
Zadanie 18. Znalezé ortogonalizacje uktadu wektoréw {1,t,¢2} w L?(—1,1).

Zadanie 19. Znalez¢ wielomian w(t), ktéry minimalizuje warto$é catki

/1 1 — w(t)|? dt

-1
w przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej 2.



