Analiza funkcjonalna - zadania domowe na 16.01.2026

Zadanie 1. Pokaza¢ domknigtoéé¢ obrazu T — Al z zadania 5 z poprzedniej serii.
Doktadniej, zauwazylismy, ze wystarczy pokazaé ja dla I —T'; dalej nalezy uzupetnié
szczegbly w ponizszym rozumowaniu.
(a) Zauwazy¢, ze ker(I — T') jest skonczenie wymiarowe;
(b) Niech f, = (I = T)u, € im(I —T') bedzie ciagiem zbieznym w X . Pokazad,
ze istnieje v, € ker(I — T') takie, ze
dy, = dist(up, ker(I —T)) = ||un, — vnll;
(¢) Zalézmy, ze d, nie jest ograniczony. Uzy¢ faktu, ze
fo=T=T)up = (I = T)(un —vy) (*)

Un —=Un

i zbieznosci ciagu f,, aby otrzymad, ze ciag w, = “

jest zbiezny do
pewnego elementu ker(I — T);
(d) Z (c) ifaktu, ze v, € ker(I —T) wywnioskowad, ze ciag d,, jest ograniczony;
(e) Z ograniczonosci d,, i zwartosci T wynika, ze T (u,, —v,, ) ma podciag zbiezny.
Wywnioskowaé z (*), ze im(I — T') jest domkniety.
Zadanie 2. Niech T': ¢, — ¢, bedzie operatorem przesuniecia w prawo, tzn.

T((z1,22,...)) = (0,21, z2, ...).

Znalezé o(T) oraz zbiér wszystkich wartosci wlasnych T

Zadanie 3. Niech T': ¢, — {, bedzie operatorem przesuniecia w lewo, tzn.
T((x1,22,23,...)) = (2,23, ...).

Znalezé o(T) oraz zbiér wszystkich wartoéci wlasnych T

Zadanie 4. Niech T': ¢, — {, bedzie operatorem postaci

T((zn)) = (Anzn)
dla pewnego ograniczonego ciagu \,. Znalezé o(T) oraz zbidr wszystkich wartosci
wlasnych T.

Zadanie 5. Niech T' : X — X bedzie operatorem zwartym. Pokazac, ze jesli
A€ a(T)\ {0}, to A jest wartoscia wlasna.

Zadanie 6. Niech T': X — X bedzie operatorem zwartym. Pokazaé, ze dla kazdego
r > 0 zbiér

{ANea(T): [N >r}
jest skonczony. W szczegélnosei, o(T') jest co najwyzej przeliczalne i jego jedynym
mozliwym punktem skupienia jest 0.

Zadanie 7. Niech T : X — X bedzie rzutem, tzn. operatorem ograniczonym
takim, ze T2 = T. Pokazaé, ze o(T) C {0,1}. Czy sa to wartosci wlasne?



