Analiza funkcjonalna - zadania domowe na 09.01.2026

Zadanie 1. Niech T : L%(0,1) — L?(0, 1) bedzie operatorem Volterry, tzn.
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Pokazaé, ze T jest ciagly i wyznaczyé T*. Czy T jest zwarty?
Zadanie 2. Niech p € [1,00). Zdefiniujmy operator T': LP(0,1) — L?(0, 1) wzorem
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dla pewnej funkcji mierzalnej K : [0,1]> — R. W przypadku, gdy:

(a) K €C([0,1%);

(b) K € L>([0,1]?);

() p=2i K € L2([0,1]?)
sprawdzi¢, czy T jest zwarty, czy jest odwracalny i wyznaczy¢ T*.
Zadanie 3. Niech p € [1,00) i e, = (0,..,0,1,0,...) € ¢, (jedynka na n-tym
miejscu). Pokazaé, ze operator ciagly T : ¢, — ¢, taki, ze

Te, = anén

jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy a, — 0.
Zadanie 4. Na ¢wiczeniach pokazaliSémy, ze operator zwarty T : X — X prze-
ksztalca ciagi stabo zbiezne na ciagi zbiezne w normie. Pokazaé, ze:

(a) Istnieje operator niezwarty o takiej wlasnosci;
(b) Jesdli X jest refleksywna i osrodkowa, to kazdy operator ciagly T: X — X
o takiej wtasnoéci jest zwarty.

Zadanie 5. Zal6zmy, ze T : X — X jest operatorem zwartym oraz A # 0. Pokazad,
ze obraz operatora T — AI jest domkniety. Ponadto udowodnié, ze T — AI jest
roznowarto$ciowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest na.

Zadanie 6. Niech T : cog — cgo bedzie operatorem liniowym zadanym wzorem
X2 x
T((zp)) = (ml, 5 ?n, >

Pokazac¢, ze dla cgy nie zachodzi twierdzenie o odwzorowaniu otwartym: T jest
ograniczony, réznowartoéciowy i na, ale T~ nie jest ciagly.



