Analiza funkcjonalna - zadania domowe na 19.12.2025

Zadanie 1. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Zatézmy, ze T : H — H jest
operatorem liniowym. Pokazaé, ze jesli

(1) (Tx,y) = (x,Ty) dla wszystkich z,y € H

to T jest ciagly.

Operator T spelniajacy (1) nazywamy symetrycznym. Jesli dodatkowo zachodzi
D(T) = D(T*), to méwimy ze jest samosprzezony.

Zadanie 2. Pokazaé, ze operator T : C%(R) C L*(R) — L?(R) zadany wzorem

1 1
(1)) = —5/"(x) + 322 (@)
jest symetryczny. Pokazaé, ze nie jest on operatorem ograniczonym i sprawdzié, ze

nie da si¢ go zdefiniowaé na catym L?(R) (podpowiedZ: na co przechodzi ﬁ‘?)

Zadanie 3. Zalézmy, ze T : {1 — {5 jest liniowym, cigglym i réznowartosciowym
operatorem. Pokazaé, ze T'(¢1) nie jest domknieta podprzestrzenia fo.

Zadanie 4. Udowodnié, ze ciag funkcji z uktadu Rademachera
fn(x) = sign(sin(2"7x))

zbiega stabo do zera w L%(0,1).
Zadanie 5. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Zalézmy, ze x,, — x stabo w H.
Pokazaé, ze nastepujace warunki sg réwnowazne:

(a) z, — = w normie;

(b) |l — |-
Zadanie 6. Pokazaé, ze ciag e, = (0,0,...,0,1,0,..) € ¢; (z jedynka na n-tym
miejscu) zbiega stabo*, ale nie zbiega stabo.

Zadanie 7. Pokazaé, ze ciag z, = (1,1,...,1,0,0,..) € £y (jedynki na n pierwszych
miejscach) zbiega stabo™*, ale nie zbiega stabo.



