Analiza funkcjonalna - zadania domowe na 05.12.2025

Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Przypomnijmy, ze operatorem sprzezonym
do T € B(H) nazywamy (jedyny) operator liniowy T* € B(H) spelniajacy

(Tz,y) = (x,T*y) dla wszystkich =,y € H.

Zadanie 1. Niech T' € B(H). Pokazaé, ze:

(a) ker(T) jest podprzestrzenia domknigta,;
(b) Zachodzi

H =ker(T) ® im(T*).

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Przypomnijmy, ze T € B(H) nazywamy
operatorem Hilberta-Schmidta, jesli dla pewnej (réwnowaznie: kazdej) bazy
ortonormalnej (e,,)22; w H zachodzi warunek:
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Zadanie 2. Niech K : ) x Q — R bedzie funkcjg mierzalna. Pokazaé, ze operator
catkowy T, zadany wzorem

Tief)@) = [ K@i dy, dia f < ()
jest operatorem Hilberta-Schmidta (na przestrzeni L?(Q)) wtedy i tylko wtedy
gdy K € L?(Q x Q). Ponadto
1Tk |lers = 1K |22 (@x -

Zadanie 3. Zalézmy, ze X jest przestrzenia Banacha. Wykazaé, ze jedli X™ jest
o$rodkowa, to X tez jest oérodkowa. Czy odwrotna implikacja jest prawdziwa?

Zadanie 4. Zalézmy, ze X jest refleksywna przestrzenia Banacha. Jesli X jest
osrodkowa, to X* takze jest osrodkowa.

Zadanie 5. Wykazaé, ze L[0, 1] nie jest przestrzenia refleksywna:
(a) Pokazaé, ze przestrzefi dualna do L'[0,1] to L>[0,1];
(b) Pokazaé, ze funkcjonal ewaluacji w punkcie
ex(f) := f(x)

jest funkcjonatem liniowym ciggtym na C0, 1] o normie 1;

(¢) Pokazad, ze jesli e : L*°[0,1] — R jest dowolnym przedluzeniem e, na
przestrzen L°°[0,1] o normie 1 (np. z Hahna-Banacha), to nie istnieje
funkcja g € L'[0, 1] taka ze

1
e(f) = /0 fgdt;

(d) Wywnioskowaé, ze przestrzeii dualna do L°[0, 1] écisle zawiera L0, 1].

Zadanie 6. Niech A, B beda niepustymi, roztacznymi i wypuklymi podzbiorami
przestrzeni Banacha X. Pokazaé, ze je$li A jest domkniety a B zwarty, to istnieje
funkcjonal ¢ € X* rozdzielajacy je, tzn. sup,c 4 ¢(z) < inf,ep ().
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