Analiza funkcjonalna - zadania domowe na 23.01.2026

Definicja. W calej ponizszej serii niech H bedzie (zespolona) przestrzenia Hilberta
i niech T : H — H bedzie operatorem liniowym. Przez T" oznaczamy jego sprze-
zenie hilbertowskie (lub hermitowskie), tzn. jedyny operator spelniajacy

(Tz,y) = (x,T"y)
dla kazdych x,y € H. Méwimy, ze T jest: normalny, jeéli 7" i T' sa przemienne;
samosprzezony, jesli T' = T"; dodatni, jedli T = T" i (Tx,z) > 0 dla kazdego x € H;
unitarny, jesli 7-' = Th.

Zadanie 1. Niech T : L?(R) — L?(R) bedzie zadany wzorem

Tf(z) = sign(x) f(z + 1).
Wyznaczyé T". Czy T jest samosprzezony/dodatni/unitarny /normalny?

Zadanie 2. Pokazaé, ze jesli dla kazdego = € H zachodzi (Tz,z) € R, to T jest
samosprzezony.
Zadanie 3. Niech T' € B(H) bedzie operatorem normalnym. Pokaza¢ odwrotne
implikacje do tych z poprzednich éwiczen, tzn.:

(a) Jesli o(T) C R, to T jest samosprzezony;

(b) Jesli o(T) C [0,00), to T jest dodatni;

(c) Jesli o(T) c {A € C: |A] =1}, to T jest unitarny.
Zadanie 4. Niech T' € B(H) bedzie operatorem normalnym. Pokazaé, ze dla A # pu

ker(T — AI) L ker(T — pul),

zatem podprzestrzenie odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sa wzajemnie
ortogonalne.
Zadanie 5. Niech T € B(H) bedzie operatorem normalnym. Pokazaé, ze:

(a) [|T"z|| = ||Tz| dla kazdego = € H;

(b) ker(T — \I) = ker(T" — XI);

(c) T2 = ||T°II*

(d) Jedli inf{||Tx| : ||z|| =1} > 0, to T jest odwracalny.
Zadanie 6. Niech T € B(H). Liczbe

r(T) :=sup{|A\|: A€ o(T)}

nazywamy promieniem spektralnym operatora T.

(1) Pokazaé, ze

limsup | T*(|V* < (T) < ||T;
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(2) Wywnioskowaé, ze jesli T jest normalny, to r(T) = ||T|].

Zadanie 7. Niech T € B(H) bedzie operatorem nieujemnym. Pokazaé, ze istnieje
nieujemny operator S (oznaczany tez v/T) taki, ze S? = T.



