
Analiza funkcjonalna - zadania domowe na 23.01.2026

Definicja. W całej poniższej serii niech H będzie (zespoloną) przestrzenią Hilberta
i niech T : H → H będzie operatorem liniowym. Przez Th oznaczamy jego sprzę-
żenie hilbertowskie (lub hermitowskie), tzn. jedyny operator spełniający

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Thy⟩
dla każdych x, y ∈ H. Mówimy, że T jest: normalny, jeśli Th i T są przemienne;
samosprzężony, jeśli T = Th; dodatni, jeśli T = Th i ⟨Tx, x⟩ ­ 0 dla każdego x ∈ H;
unitarny, jeśli T−1 = Th.

Zadanie 1. Niech T : L2(R)→ L2(R) będzie zadany wzorem
Tf(x) = sign(x)f(x+ 1).

Wyznaczyć Th. Czy T jest samosprzężony/dodatni/unitarny/normalny?

Zadanie 2. Pokazać, że jeśli dla każdego x ∈ H zachodzi ⟨Tx, x⟩ ∈ R, to T jest
samosprzężony.

Zadanie 3. Niech T ∈ B(H) będzie operatorem normalnym. Pokazać odwrotne
implikacje do tych z poprzednich ćwiczeń, tzn.:
(a) Jeśli σ(T ) ⊂ R, to T jest samosprzężony;
(b) Jeśli σ(T ) ⊂ [0,∞), to T jest dodatni;
(c) Jeśli σ(T ) ⊂ {λ ∈ C : |λ| = 1}, to T jest unitarny.

Zadanie 4. Niech T ∈ B(H) będzie operatorem normalnym. Pokazać, że dla λ ̸= µ
ker(T − λI) ⊥ ker(T − µI),

zatem podprzestrzenie odpowiadające różnym wartościom własnym są wzajemnie
ortogonalne.

Zadanie 5. Niech T ∈ B(H) będzie operatorem normalnym. Pokazać, że:
(a) ∥Thx∥ = ∥Tx∥ dla każdego x ∈ H;
(b) ker(T − λI) = ker(Th − λI);
(c) ∥T 2∥ = ∥T∥2;
(d) Jeśli inf{∥Tx∥ : ∥x∥ = 1} > 0, to T jest odwracalny.

Zadanie 6. Niech T ∈ B(H). Liczbę
r(T ) := sup{|λ| : λ ∈ σ(T )}

nazywamy promieniem spektralnym operatora T .
(1) Pokazać, że

lim sup
n→∞

∥T k∥1/k ¬ r(T ) ¬ ∥T∥;

(2) Wywnioskować, że jeśli T jest normalny, to r(T ) = ∥T∥.

Zadanie 7. Niech T ∈ B(H) będzie operatorem nieujemnym. Pokazać, że istnieje
nieujemny operator S (oznaczany też

√
T ) taki, że S2 = T .
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