Macierze zmiany bazy

Definicja macierzy przeksztalcenia Przedstawiam tu krotkie wprowa-
dzenie do macierzy zmiany bazy, tudziez macierzy przeksztatcen liniowych
w zadanych bazach. Wszystko bede robit zaktadajac, ze ciato nad ktérym
pracujemy to K = R.

Macierz przeksztatcenia f : R — R™ w bazach U = {uy,...,u,} oraz
V={v1,...,0n} to
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gdzie dla kazdego i € {1,...,n} zachodzi
f(ul) = al,i - U1 —+ a2’i * Vo 4+ ...+ Clm71 *Um,-

Innymi stowy dla kazdego i bierzemy f(u;), czyli funkcje od i-tego wektora
bazy U. Jako, ze f(u;) € R™, to da si¢ on zapisaé¢ jako kombinacja wektorow
z bazy V. Wspoétezynniki przy tej kombinacji liniowej zapisujemy w i-tej
kolumnie macierzy MY (f).

Definicja macierzy zmiany bazy Macierz zmiany bazy definiujemy tylko
wtedy, gdy dwie bazy, powiedzmy U = {uq,...,u,} i W = {ws,...,w,} sa
bazami tej samej przestrzeni, w tym wypadku R". Jest ona zdefiniowana do-
ktadnie tak samo jak macierz przeksztalcenia w bazach U i W, tyle, ze w
kolumnach macierzy przestawiamy nie f(u;) jako kombinacje liniowa wekto-
row z W, a same wektory u; jako kombinacje liniowg wektoréw z VW. Dlatego
tez wygodnie jest mysle¢ o macierzy zmiany bazy jako o macierzy przeksztal-
cenia identycznosciowego. Bedziemy zatem odtad macierz zmiany bazy z U
na W pisa¢ jako M)} (Id).

Proste zastosowanie Wyobrazmy sobie nastepujace zadanie. Mamy dwie
bazy U = {u1,...,u,} i W = {ws,...,w,} przestrzeni R"” oraz wektor v €
R"™. Znamy przedstawienie v w bazie U, konkretnie wiemy, ze

V= a1Uy + agUsg + ...+ GplUy,.

Chcemy natomiast obliczy¢ przedstawienie v w bazie W, to znaczy interesuja
nas liczby by, ..., b, takie, ze

v = byw; + bows + ... + bw,.



Jak sama nazwa wskazuje postuzy nam do tego macierz zmiany bazy z bazy
U na baze V. Konkretnie pokazemy, ze

(bl, bg, e ,bn)T = MZ}{/V(Id) . ((ll,ag, e ,(ln)T.

Innymi stowy chcac otrzymacé wektor wspoéteczynnikow w bazie W bierzemy
wektor wspotczynnikéw w bazie U i mnozymy w lewej przez macierz zmiany
bazy z U do W.

Przeliczmy zatem, ze owszem jest to prawda. Wiemy, ze
V= a1uy + a2 + ... + AUy
oraz, ze dla kazdego i € {1,...,n}
U; = A1 W1 + - .+ Qp W,
gdzie a; ; to liczba w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy M}Y(Id). Ko-
rzystajac z tego piszemy
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Widzimy zatem, ze wspotczynniki b; powinny speinia¢ réwnanie

n
bj =Y aiaj;.
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To jest jednak doktadnie to, co otrzymamy stosujac réwnosé (by, bo, ..., b,)T =
MY(Id) - (ar, az, - . ., a,)T, co koficzy dowod.

Obraz wektora W analogiczny sposob mozna korzystaé¢ z macierzy prze-
ksztalcenia. Niech MY (f) to macierz przeksztalcenia f : R™ — R™ w bazach
U={uy,...,u,} oraz V = {vy,...,v,}. Wowczas jezeli

V= a1U1 + aQUs + ... + aply,
to
f(U) = b1w1 + bg’U)Q + ...+ bmwm,

gdzie (by,ba, ..., by)T = MY (f)- (a1, as,...,a,)". Uzasadnienie jest doktad-
nie analogiczne jak powyzej, dobrym ¢wiczeniem jest przeliczy¢ to sobie sa-
memu.



Macierz odwrotna Naturalnym pytaniem jest: jak si¢ ma macierz M}Y (Id)
zmiany bazy z U na W do macierzy MY,(Id) zmiany bazy z W na U. Okazuje
sie, ze sg swoimi odwrotno$ciami, co nietrudno pokazac.
Niech bowiem
V= a1u1 + aUs + ... + AUy,

Jak pokazali$my wezesniej MY (Id) - (ay, ..., a,)T to wektor wspolezynnikow
v w bazie W. Mozemy teraz jednak z powrotem zamieni¢ baze na i/ mnozac z
lewej przez MY,(1d). Otrzymamy wowcezas, ze MY, (I1d)- MY (1d)-(aq, . .., an)"
to wspotezynniki wektora v w bazie U, czyli (ay, ..., a,)T. Zatem

MU(Id) - MY (Id) - (ay,. .. a0)" = (ay,...,a,)7,
dla dowolnego wektora (ay,...,a,)’ co daje
MU(1d) - MY (Td) = 1.

a tym samym

MY(1d) = MY (1d)~".

Macierz przeksztalcenia w innych bazach Ostatnim problemem, z
ktérym sie zmierzymy jest nastepujacy. Funkcja f : R” — R™ jest opisana
przez macierz MY (f), gdziel = {uy, ..., u,} orazV = {vy,..., v, }. Chcemy
natomiast policzyé M)/ (f), gdzie U' = {u),...,u.} i V' = {v},..., v} to
inne bazy odpowiednio R™ i R™.

Pokazemy, ze zachodzi

My (f) = My (Id) - My (f) - Mg, (1d).
Niech wektor w € R™ przedstawia sie w bazie U’ nastepujaco:
w = ayuy + asuy + ...+ aul.

Pokazemy, ze dla dowolnych liczb ay, . . ., a,, przemnozenie wektora (ay, . . ., a,)”
z lewej przez macierz MQ,’/I( f) da ten sam wynik co przemnozenie go z lewej
przez macierz My, (Id) - MY (f) - M%(Id). Naturalnie pokaze to réwnosé¢ obu
macierzy.

Cdy przemnozymy (ay, ..., a,)" przez M), (f) to otrzymamy wektor (by, ..., by,
taki, ze

)T

f(w) = by + bovy + ... + b0l
czyli przedstawienie f(w) w bazie V'. Przesledzmy teraz co otrzymamy mno-
zac (ai,...,a,)" z lewej przez MY (Id) - MY(f) - M¥ (Id). Wykonamy to
po kolei mnozac kolejno przez MY (Id), MY (f) i MY (Id). Po wymnozeniu



przez MY, (Id) zmienimy baze na U, czyli otrzymamy wspotezynniki wektora
w w bazie Y. Po wymnozeniu przez MY (f) uzyskamy wspotezynniki wektora
f(w) w bazie W, jako, ze poprzednio mieliSmy wspoétczynniki wektora w w
bazie U. Na samym koncu, wymnazajac z lewej przez M]‘j/ zamienimy baze
na V', czyli otrzymamy wspotezynniki f(w) w bazie V', a zatem to, czego
oczekiwalismy. Tym samym dowdd zostal zakonczony.

Przyklad Jesli ktos nie przerabiat jeszcze zagadnienia wlasnego, to niech
nie przejmuje si¢ tym przyktadem.

Rozwazmy nastepujace zadanie: dana macierz
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znalez¢ podobng do niej macierz C' w postaci Jordana oraz macierz B taka,
ze A= BCB™L.

bLatwo mozna policzy¢ wielomian charakterystyczny, ktéry wynosi (z —
1)(z—3)+1 = (x—2)?, zatem jedyna wartos¢ wlasna przeksztalcenia zdefinio-
wanego przez A to 2. Mamy dim(im(A—2-1)) = 1, wigc dim(ker(A—2-1)) =
1, wiec macierz C' bedzie posiadata doktadnie jedng klatke Jordana, co zna-

czy, ze
2 1
¢ - [0 2].

Mozemy interpretowaé macierz A jako macierz pewnego przeksztalcenia f :
R? — R? w bazie standardowej U = {ey, es}. Wowcezas C' jest macierza tego

samego przeksztalcenia z pewnej bazie V = {v1,v,} bedacej baza Jordana.
Zauwazmy, ze A = MY(f), C = MY(f), wigc

A= MY(Id)-C - MY (Id).
Mozna zatem wzia¢ B = MY (Id), aby je obliczy¢ wystarczy znaé¢ baze V.

Liczymy wiec vy 1 vy, otrzymujemy przykladowo v; = (1,1), vo = (0,1).
Dostajemy ostatecznie
10
B L 1].



