Podstawy Matematyki - rozwigzania zadan

Zadanie 1.
Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodzi réwnosé

AN(BUC) =(ANB)U(ANC).

Rozwigzanie
Najpierw pokazemy, ze

AN(BUC)C(ANB)U(ANC).

Niech x € AN (BUC). Wéwczas x € A oraz x € B U C. Rozwazmy dwa
przypadki: x € Biz € C.

Przypadek I: z € B
Wowcezas © € Aix € B, czylix € ANB. A zatemz € (ANB)U(ANC).

Przypadek II: z € C
Wowezas v € Aixz e C,czylix € ANC. A zatemz € (ANB)U(ANC).

Teraz pokazemy, ze
AN(BUC) D (ANB)U(ANCQC).
Niech z € (AN B)U(ANC). Rozwazmy dwa przypadki: € ANBixz e ANC.

Przypadek I: x € AN B
Wtedy 2 € Aix € B. A wiec réwniez © € BUC. Zatem x € AN (BUC).

Przypadek II: z € ANC
Wtedy 2 € Aix € C. A wiec réwniez x € BUC. Zatem = € AN (BUC).

Zadanie 2.
Udowodnij, ze dla dowolnej rodziny zbioréw {4, | n € N} zachodzi réwnosé

LJ14n::LJABn

neN neN

gdzie B, = A, \U,_, A;, dlan € N.

i<n
Rozwiazanie
Aby udowodnié¢ réwnos$é pokazemy dwie inkluzje.

Najpierw pokazemy, ze |J,cy An 2 U,pen Bn. Niech € |, o Bn. Wowczas
x € By, dla pewnego k € N. A wiec x € Ay \ U, Ai, czyli @ € Ay. Zatem

réwniez x € J,, oy An-



Teraz pokazemy, ze | J,,cyy An € U, ey Bn- Niech z € U, o An. Wowezas x € Ay,
dla pewnego k € N, bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze k jest najmniejsza liczba
naturalna taka, ze © € Ay. Wéwezas x & | Zatem x € By, = A \ U, 4,
a wige réwniez x € |J,,cy Ba-

i<k: i<k

Zadanie 3.

Niech f : A — B. Udowodnij, ze f jest na B wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego C' i dowolnych g,h : B — C zachodzi implikacja (go f = ho f) =
g=h.

Rozwigzanie
Najpierw udowodnimy implikacje w prawo. Zalézmy, ze f jest na B, pokazemy,
ze zachodzi implikacja go f = ho f = g = h. WeZmy pewne g, h : B — C takie,
ze go f = ho f. Niech b € B dowolny oraz g(b) = ¢, pokazemy, ze woéwczas
réwniez h(b) = c. Poniewaz f jest na B, to istnieje a € A taki, ze f(a) = b.
Mamy g(f(a)) = g(b) = ¢. Z réwnosci go f = ho f wynika, ze h(f(a)) = ¢, czyli
h(b) = ¢, co pokazuje, ze istotnie g = h i kohczy dowdd tej implikacji.

Teraz pokazemy implikacje w prawo. Przypusémy, ze zachodzi (go f = ho
f) = g = h. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypusémy wiec, ze f nie
jest na B. Skoro f nie jest na B, to istnieje pewne b € B takie, ze dla kazdego
a € A mamy f(a) # b. Skonstruujemy teraz zbiér C' i dwie funkcje g,h : B — C
takie, ze go f = ho f, ale g # h. Niech C = {1,2}, g(z) = h(z) = 1 dla
wszystkich @ # b oraz g(b) = 1 i h(b) = 2. Zauwazmy, ze dla dowolnego a € A
mamy f(a) # B. Zatem g(f(a)) = h(f(a)) dla dowolnego a € A, co pokazuje,
ze go f = ho f. Mamy jednak g # h, sprzecznosé z zalozeniem, ze rozwazana
implikacja zachodzi.

Zadanie 4.
Pokaz, ze dla dowolnych niepustych rodzin A i B zachodzi (| Ax( B = ({axg|
ac ANpe B}

Rozwigzanie
Uwaga: niepusto$é¢ rodzin A i B jest tu potrzebna tylko do tego, zeby iloczyny
uogélnione byly dobrze zdefiniowane.

Pokazemy, ze (z,y) € (1A x [ B wtedy i tylko wtedy gdy (z,y) € ({a x|
acANnpe B}

Z definicji iloczynu kartezjanskiego (z,y) € [ A x [ B wtedy i tylko wtedy,
gdy x € (A oraz y € (| B. Z definicji przeciecia rodziny jest to réwnowazne
koniunkcji Voecaz € a oraz Vgepy € 8. Znéw z definicji produktu jest to réow-
nowazne VoecaVgep(x,y) € a x 8. Teraz ponownie z definicji przeciecia rodziny
jest to réwnowazne (z,y) € ({{a x 3| a € AN B € B}, co koficzy dowdd.

Zadanie 5.

Niech f : P(R) — P(P(R)) bedzie taka, ze f(A) = P(A) dla A C R. Czy
funkcja f jest réznowartoéciowa i czy jest na P(P(R))? Znalezé f~1(P(P(Q)))
oraz f(P(Q)).



Rozwigzanie

Funkcja f jest réznowartosciowa. Niech A, B € P(R) takie, ze A # B. Wéwczas
bez straty ogdlnoéci mozemy zaltozyé, ze istnieje x € A taki, ze z ¢ B. Wtedy
{2} € P(4) = f(A), ale {x} & P(B) = f(B), cayli f(4) # f(B).

Funkcja f nie jest na P(P(R)). Rozwazmy {{0}} € P(P(R)). Mamy {{0}} #
P(S) dla dowolnego S € P(R), gdyz ) € P(S). Zatem {{0}} nie nalezy do obrazu
f, czyli f nie jest na P(P(R)).

May 7 definicii f(P(Q)) = {/(4) | A € P(Q)} = {P(4) | A € P(Q)} =
{P(A) | A C Q}. Uwaga: f(P(Q)) # P(P(Q)), zbiér P(P(Q)) zawiera wszystkie
zbiory podzbioréw Q, a f(P(Q)) jedynie te, ktére sa postaci P(A) dla pewnego
ACQ.

Mamy tez £~ (P(P(Q)) = {5 € P(R) | £(S) € P(P(Q))} = {S € P(R) |
P(5) € P(P(Q))} = {S € P(R) | P() C P(Q}} = {S < P(R) | § € Q) = P(Q),

gdzie przedostatnia réwnosé wynika z tego, ze A C B <= P(A) C P(B).

Zadanie 6.

Niech s bedzie taka relacja w zbiorze ZN, ze (f,g) € s wtedy i tylko wtedy,
gdy 3,Vm(m > n = f(m) = g(m)). Pokazaé, ze s jest relacja réwnowaznosci.
Wskazaé trzy rézne klasy abstrakcji.

Rozwigzanie

Aby pokazaé, ze s jest relacja réwnowaznosci nalezy sprawdzié, ze s jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia. Sprawdzimy po kolei te warunki.

Zwrotnoéé Dla kazdego f € ZN zachodzi V,,~of(m) = f(m), czyli s jest
zwrotna.

Symetria Niech (f,g) € s. Wéwczas, z definicji, 3,Vsnf(m) = g(m). Jesli
F(m) = gm), to r6wniez g(m) = f(m), cayli 3o¥m=ng(m) = f(m). A wicc
(g, f) € s, co konezy dowdd symetrii.

Przechodnio$é Niech (f,g) € s oraz (g,h) € s. Z definicji 3, Vimsn, f(M) =
g(m) oraz Eing\v/m>nzg(7n) = h(m) A zatem v77’L>max(n1,77,2)f(’n7’) = g(m) = h’(m)a
czyli (f,h) € s

Niech pierwsza klasa abstrakcji to funkcje od pewnego miejsca réwne 1, druga
to funkcje od pewnego miejsca rowne 2, a trzecia funkcje od pewnego miejsca
rowne 3.

Zadanie 7.
Niech f bedzie bijekcja z A do A. Pokazaé, ze istnieje maksymalny podzbior
B C A taki, ze B C f(A— B).

Rozwigzanie
Niech X ={B C A | B C f(A\B)}. Niech £ bedzie taiicuchem w X. Pokazemy,
ze |J L jest ograniczeniem gérnym L i nalezy do X. Zbidr | J L jest oczywiscie
ograniczeniem gérnym £, bo dla kazdego S € £ mamy S C |J L. Pokazemy
teraz, ze istotnie | J £ € X.

Nalezy wiec wykazaé, ze |JL C f(A\ UL). Niech z € |JL. Poniewaz x €
UL, to istnieje C' € L taki, ze x € C. Mamy C C f(A\C), czyli w szczegdlnosci



x € f(A\ C). Mamy tez C,D € L. Poniewaz L jest taicuchem to C C D lub
D CC.Jedli C C D, tox e C C D, wiec takze z € f(A\ D). Jedli za§ D C C,
tox € C C f(A\C) C f(A\ D), awiec tez x € f(A\ D). A zatem dla kazdego
D e L mamy z € f(A\ D).

Przypomnijmy, ze f jest bijekcja, czyli, ze istnieje dokladnie jeden y € A
taki, ze f(y) = x. Poniewaz dla kazdego D € £ mamy x € f(A\ D), to dla
kazdego D € L mamy y € D. A zatem y & |J L. To oznacza, ze y € A\|JL, a
wiec x € f(A\|JL). Czyli istotnie |JL C f(A\ L), co znaczy, ze | JL € X.

A zatem dla kazdego tancucha w X istnieje jego ograniczenie géorne w X. Z
lematu Kuratowskiego-Zorna dostajemy, ze istnieje element maksymalny w X,
co konczy rozwiazanie zadania.

Uwaga! Bez zalozenia, ze f jest bijekcja ten sam dowdd nie dziala, to zna-
czy niekoniecznie | J£ € X. Byé moze nawet cale zadanie nie jest prawdziwe.
Rozwazmy bowiem funkcje f : N — N taka, ze f(1) = 1, f(2) =2, f(3) = 1,
F4) =3, f(5) = 2, f(6) = 1, f(7) = 4, f(8) = 3, f(9) = 2, f(10) = 1 itd.,
czyli po prostu odlicza od coraz wiekszych liczb w dét. Mozna to napisaé¢ bez
wiekszych probleméw wzorem. Niech 4, = {1,...,n} iniech £ = {A4,, | n € N}.
Jasne jest, ze L jest faktycznie tancuchem. Mamy tez | £ = N. Co wiecej mamy,
ze A, C f(N\ A,), bo kazda z liczb 1,...,n jest przyjmowana przez f dla ar-
gumentéw wigkszych niz n. Czyli A,, € X. Niemniej jednak

UL=Ng rm\JL) = F(N\N) =0,

czyli UL ¢ X.

Zadanie 8.
Funkcje f : N — N nazwiemy zygzakiem, gdy spelnia warunek

Vaso((f(z) > f(z—1) = f(z) > fa+1))A(f(z) < f(z—1) = f(z) < f(z+1))).
Jakiej mocy jest zbior wszystkich zygzakéw?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez Z zbiér wszystkich zygzakéw. Oczywiscie Z C NN, a wiec |Z] <
INN| = R = ¢ Pokazemy teraz, ze | Z| > ¢. Wskazemy funkcje F : {0,1}N — Z,
ktéra bedzie réznowartosciowa, co pokaze, ze |Z| > [{0,1}Y] = ¢. Funkcje F
definujemy jako

0 jesli 24 n

F(Hm) = {f(g) jesli 2 | n

Nietrudno sprawdzi¢, ze F(f) jest istotnie zygzakiem dla dowolnej f : N —
{0,1} oraz, ze F jest réznowarto$ciowa.
Skoro ¢ < |Z] < ¢, to z twierdzenia Cantora-Bernsteina |Z| = ¢.



