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4.3 Opis osiagniecia

Szes¢ powyzej wspomnianych prac dotyczy tematu separowalnosci i osiagalnosci w systemach nieskonczenie
stanowych.

4.3.1 Wprowadzenie

Podstawowe modele obliczen Badanie podstawowych modeli obliczeri jest wazna i aktywna dziedzing in-
formatyki teoretycznej od lat 70-tych. Takie modele, zwane systemami nieskoniczenie-stanowymi, sa zwykle
nieskoficzonymi, skierowanymi grafami, ktérych krawedzie sa etykietowane literami z pewnego skoficzonego
alfabetu. Systemy nieskoriczenie stanowe musza by¢ skoriczenie opisywalne, jako, ze w przeciwnym wypadku
nie jest mozliwe zaprojektowanie zadnych algorytmoéw, ktére przyjmujq takie systemy na wejsciu. Najbardziej
popularne, a jednoczesnie najbardziej fundamentalne modele obliczen to kilka rozszerzen automatéw skorc-
zonych: maszyny Turinga, automaty ze stosem i automaty z licznikami (gdzie zwigkszenie i zmniejszenie
licznika oraz czasami test na zero sa dopuszczalne). O wiele wigcej modeli byto rozwazanych przez dekady.
Réznig si¢ one posiadana struktura oraz operacjami, ktére moga wykonywaé. Wigkszos$¢ z nich uzywa kilku
podstawowych konstrukcji: stosu, licznika, danych z nieskoriczonej dziedziny oraz zegaréw w wielu r6znych
kombinacjach, modyfikacjach, czy ograniczeniach. To dlatego tak wazne jest, by zrozumie¢ podstawowe poje-
cia, bo one wplywaja na wszystko inne.

Mozna zadar kilka fundamentalnych pytan dla r6znych systeméw nieskoficzenie stanowych. Prawdopodob-
nie najbardziej podstawowym jest problem osiagalnosci: dane dwa wierzcholki systemu, rozstrzygnij, czy ist-
nieje Sciezka pomigdzy nimi. Ten problem nie bierze pod uwage etykiet na krawedziach. Uzywajac etykiet
krawedzi mozemy zdefiniowaé jezyki systeméw nieskoriczenie stanowych. Dla danych dwdch wierzchotkéw
uiwjezyk L(u,v) jest zdefiniowany w nastgpujacy naturalny sposéb: jest to zbidr stow, ktére sa etykietowa-
niami $ciezek pomigedzy u a v. Problem osiagalno$ci mozna wtedy przeformutowaé jako pytanie, czy jezyk
L(u,v), dla danych u, v, jest pusty. Mozna réwniez zada¢ wiele wigcej naturalnych pytan dotyczacych jezyka
L(u,v), ktére byty rozwazane w literaturze: 1) czy L(u,v) jest skoficzony?, 2) czy L(u,v) jest uniwersalny?,
tzn. czy zawiera wszystkie stowa, 3) czy L(u,v) jest regularny?, 4) czy L(u,v) nalezy to pewnej ustalone;j
rodziny jezykéw F, itd. Rozwazanie tych pytan prowadzi czesto do lepszego zrozumienia rozwazanych mod-
eli obliczen.

Problem separowalnosci W mojej pracy czesto rozwazatem inny problem, ktéry do niedawna byt sto-
sunkowo mato popularny, problem separowalnosci. Niech K, L C ¥* to dwa jezyki nad alfabetem 3. Jezyk
S C X* separuje K i L jesli S zawiera K i jest roztaczny z L. Dla dwéch rodzin F, G jezykéw nad alfa-
betem X problem F-separowalnosci dla G pyta, czy dla dwéch danych jezykéw K, L € G istnieje jezyk w F,
ktéry separuje K i L. Méwimy po prostu problem F-separowalnosci jesli G jest jasne z kontekstu. Dla klas G
zamknietych na dopelnienie problem F-separowalnosci jest uogélnieniem problemu F-nalezZenia, ktory pyta,
czy dany jezyk L € G nalezy do F. Istotnie, L € F wtedy i tylko wtedy gdy L oraz L, tzn. dopehienie L, sa
separowane przez jezyk z rodziny F.

4.3.2 Separowalnos¢ dla jezykow regularnych

Problem nalezenia Problem F-nalezenia dla jezykéw regularnych jest waznym pytaniem, ktére zyskato
wiele uwagi dla réznych podklas F jezykéw regularnych. Stynna praca Schutzenbergera [Sch65] charak-
teryzuje jezyki regularne definiowalne w logice pierwszego rzedu jako te, dla ktérych monoid syntaktyczny nie
zawiera nietrywialnej grupy. Ta charakteryzacja prowadzi wprost do rozstrzygalnosci problemu nalezenia. Inny
stynny wynik [Sim75] charakteryzuje jezyki piecewise testable. Jezyk regularny jest piecewise testable jesli
jest postaci X*a13* - - - X*a, X%, gdzie ay, ..., a, € ¥ sg literami. Twierdzenie Simona mowi, ze jezyk regu-
larny jest piecewise testable wtedy i tylko wtedy, gdy jego monoid syntaktyczny jest [J-trywialny, co oznacza,
ze jego J-klasy sa singletonami. Ten ostatni warunek jest tatwo rozstrzygalny. Problem nalezenia byt réwniez
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rozwazany dla innych podklas jezykéw regularnych i wiele przypadkéw jest rozwiazanych. Stosowane metody
zazwyczaj uzywaja technik algebraicznych zastosowanych do monoidéw syntaktycznych, tak jak w dwdéch
opisanych wyzej przypadkach. Pomimo popularnosci problemu nalezenia do niedawna problem separowal-
nosci byt rzadko rozwazany w spolecznosci zwigzanej z teorig automatow.

Piecewise-testable-separowalnosé¢ W 2013 roku wspélnie z Wimem Martensem and Thomasem Masopustem
rozwazaliSmy problem z teorii baz danych, ktéry doprowadzil nas do wyniku na temat jezykéw piecewise
testable (PTL) [CMM13]. Ten artykutl jest czgScia mojego gtéwnego osiagnigcia. Gléwny jego wynik to
charakteryzacja par jezykéw K, L ktére nie moga byé separowane przez zaden jezyk piecewise testable.
Drugi gtéwny wynik, ktéry korzysta z charakteryzacji, to wielomianowy algorytm rozstrzygajacy problem
PTL-separowalnoSci dla jezykéw regularnych.

Zanim przedstawimy te wyniki wprowadzimy kilka pojec¢. Porzadek (X, <) jest well quasi order (wqo)
jesli nie zawiera ani nieskoiczonego ciagu zstgpujacego wzgledem < ani tez nieskoriczonego antylaicucha
wzgledem <. Rozwazmy porzadek podciagu na skoriczonych stowach, ktéry jest istotny w wielu naszych
rozwazaniach. Stowo u = aj - - - a,, jest podciqgiem v, co oznaczamy u = v, jeSli v € X* a1 X" -+ X a, 2.
Dobrze znamy lemat Higmana moéwi, ze porzadek podciagu jest wqo [Hig52]. Powiemy, ze zbidér S jest <-
domknigty jesli x € S oraz x < y implikuje, ze y € S. Kluczowym pojeciem wprowadzonym w naszej pracy
sa zygzaki. Nieskonczony ciag stow wiq,ws, ... € 3* jest nieskoriczonym <-zygzakiem pomigdzy jezykami
K, L C ¥*jesliwy € K U L oraz dla kazdego ¢ > 1 nastgpujace warunki sa spetnione

1. w; < wiyq;
2. jesliw; € Ktow;4+1 € L;
3. jesliw; € Ltowiy, € K.

Innymi stowy ciag stéw w; jest wstegpujacy wzgledem < oraz alternuje pomigdzy jezykami K i L.
Gtéwny wynik [CMM13] to Twierdzenie 3, ktére méwi, ze

Twierdzenie 1. Dla jezykow K i L oraz wqo < na stowach nastepujgce warunki sq rownowazne
1. K i L sq separowalne przez skoriczonq boolowskq kombinacje <-domknietych jezykow
2. nie istnieje nieskoriczony <-zygzak pomiedzy K i L.

W istocie Twierdzenie 1 twierdzi nieco wigcej. Jest tam rowniez trzeci rOwnowazny warunek, ale nie jest
on tak istotny jak dwa wspomniane powyzej. Tak jak wspomnieliSmy wczesniej porzadek podciagu < jest
wqo. Zatem Twierdzenie 1 implikuje, ze PTL-separowalno$¢ dwéch jezykéw jest rOwnowazna nieistnieniu
nieskoniczonego <-zygzaka pomigdzy nimi.

Interesujaca czgScig Twierdzenia 1 jest fakt, ze méwi ono o separowalnosci przez PTL, czyli podklase
jezykow regularnych, jednak nie uzywa technik algebraicznych. W szczegélnosci jezyki K i L nie musza
by¢ regularne. Wedlug mojej wiedzy to byl pierwszy opublikowany wynik tego typu unikajacy rozwazania
monoidéw syntaktycznych.

Drugi gléwny wynik [CMM13] to algorytm wielomianowy rozstrzygajacy, czy istnieje nieskoficzony =<-
zygzak pomigdzy dwoma danymi jezykami regularnymi. W szczeg6lnosci daje on natychmiast algorytm wielo-
mianowy rozstrzygajacy PTL-separowalnos¢ dla jezykéw regularnych.

W [CMM13] rozwazaliSmy réwniez problem separowalnosci przez rodziny inne niz PTL, opierajace si¢
nie na porzadku podciagu, ale na porzadkach prefiksu i sufiksu.

W ciagu ostatnich kilku lat temat separowalnoSci jezykow regularnych przez ich podklasy zostat bardzo
rozwinigty, gtownie przez Thomasa Place’a i Marca Zeitouna. Pokazali oni w szczegdlnosci, ze dla danych
dwéch jezykéw regularnych rozstrzygalne jest, czy sa one separowalne przez jezyki definiowalne w logice pier-
wszego rzgdu [PZ14b], przez jezyki na drugim poziomie hierarchii dot depth [PZ17] i wiele innych. Okazato
si¢ rowniez, ze rozwazanie problemu separowalno$ci istotnie pomaga w rozstrzyganiu problemu nalezenia dla
innych podklas [PZ14a]. Ten fakt wskazuje, ze problem separowalnosci jest naturalnym problemem, gtgboko
zwigzanym z wyrazalnoScia danej klasy jezykow.

4.3.3 Separowalnos¢ poza jezykami regularnymi

Obserwacja, ze pojecie zygzaka moze byé rowniez stosowane do jezykéw nie bedacych regularnymi zain-
spirowata nas to rozwazenia takich jezykow jako wejscia do problemu.
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Negatywne wyniki Juz w latach 70-tych i 80-tych istnialty pewne negatywne wyniki na temat separowal-
nosci, ktére wydawaty si¢ sugerowaé ze otrzymanie jakiejkolwiek rozstrzygalnosci dla naturalnego problemu
separacji jezykow nieregularnych bedzie trudne lub niemozliwe. Juz w 1976 Szymanski 1 Williams [SW76]
pokazali, ze regularna separacja jest nierozstrzygalna dla jezykéw bezkontekstowych. Parg lat pdZniej Hunt
wzmocnit ten wynik [Hun82]. Jezyk L C X* jest definite jesli istnieje liczba k € N taka, ze nalezenie do
L zalezy jedynie od prefiksu dtugosci k. Innymi stowy jesli u,v € ¥*, maja te same prefiksy dtugosci k, to
wtedy v € L <= v € L. Hunt pokazal, ze dla dowolnej rodziny jezykéw F, ktéra zawiera wszystkie
jezyki definite problem JF-separowalnosci jest nierozstrzygalny dla jezykéw bezkontekstowych. Zawieranie
wszystkich jezykéw definite to bardzo stabe wymaganie. Nie tylko jezyki regularne spetniaja je, ale réwniez
na przyktad jezyki definiowalne w FO (tj. logice pierwszego rzedu), jezyki definiowalne w FO przy uzyciu
dwdéch zmiennych i wiele innych. Ogolnie rzecz biorac aby jezyk byt definite wystarczy, by byl definiowalny
w pewnej logice, ktéra moze przetestowac jaka jest k-ta litera stowa, dla dowolnego ustalonego k& € N. Jezyki
piecewise testable nie sa definite, nie mozna w nich nawet sprawdzié pierwszej litery stowa, przyktadowo jezyk
a* nie jest piecewise testable. Dlatego rozstrzygalno$¢ PTL-separowalnosci dla jezykéw bezkontekstowych
(i innych klas jezykéw) nie jest wykluczona.

Wspélne wzorce W pracy [CMvR™17], ktéra jest druga czescia mojego gléwnego osiagnigcia rozwazamy
PTL-separowalno$¢ dla jezykow, ktére nie sa regularne. Wersja konferencyjna tego artykutu to [CMvRZ15].
Cale podejscie oparte jest na Twierdzeniu 2.1 z naszej pracy, ktére laczy PTL-separowalnos$¢ ze wzorcami.
Pojecie wzorca wydaje sig by¢ wlasciwsze dla naszych badan niz zygzaki. Wzorzec to para (i, é), gdzie
ug, ..., up € X* sastowami, By, ..., B, C ¥ sa podzbiorami alfabetu X, & = (uo, . . . ,up)i§ = (By,...,Byp).
Alfabet stowa w € ¥ to zbiér wszystkich liter z X, ktére wystepuja w w. Oznaczamy go Alph(w). Dla B C 3
przez B® oznaczamy zbi6r wszystkich stéw, ktérych alfabet to doktadnie B, B® = {w | Alph(w) = B}. Dla
wzorca (i, é) definiujemy jezyki

‘L(f[7 é’ n) = uo (Bi@’)nul P up—l (B;?)nup

Jezyk L zawiera wzorzec (i, é) jesli istnieje nieskoficzony ciag stéw wy, ws, ... € L takie, ze dla kazdego
n € N zachodzi w,, € L(i, B,n). Twierdzenie 2.1 w [CMvR ™ 17] stwierdza nastgpujacy fakt.

Twierdzenie 2. Dwa jezyki stow K i L nie sq PTL-separowalne wtedy i tylko wtedy, gdy zawierajq wspolny
wzorzec.

Separowalnos¢ jezykoéw bezkontekstowych Przyjrzyjmy si¢ jak mozemy uzy¢ Twierdzenia 2 do pokazanie
PTL-separowalnosci jezykéw bezkontekstowych. Niech K i L beda dwoma jezykami bezkontekstowymi.
Rozwazmy dwie semi-procedury, jedna (pozytywna), ktéra szuka §wiadectwa nato, ze K i L sa PTL-separowalne,
i druga (negatywnq), ktéra szuka §wiadectwa na to, ze K i L nie sa PTL-separowalne. Zaprojektowanie pozy-
tywnej semi-procedury jest tatwe: po prostu przegladamy wszystkie mozliwe jezyki .S w PTL i dla kazdego
z nich sprawdzamy, czy zawiera K oraz czy jest roztaczny z L. Sprawdzanie inkluzji oraz roztacznosci to
przypadki szczeg6lne sprawdzania pustosci przecigcia jezyka regularnego i bezkontekstowego. A zatem jest to
tatwo rozstrzygalne. Jesli K i L sa PTL-separowalne, to znajdziemy w pewnym momencie jezyk S §wiadczacy

o tym.

W procedurze negatywnej uzyjemy Twierdzenia 2. Przegladamy wszystkie wzorce, dla kazdego z nich
sprawdzajac, czy jest zawarty zarowno w K jakiw L. Jesli K i L nie sa separowalne, to znajdziemy w pewnym
momencie wzorzec, ktéry o tym $wiadczy. A zatem problem sprowadza si¢ do sprawdzenia, czy dla danego
wzorca s i danego jezyka bezkontekstowego L jezyk L zawiera s. Rozwigzujemy ten problem w szczegdtach
w [CMVR'17], nawet dla ogélniejszego przypadku, ktéry przedyskutujemy za moment. Wysokopoziomowa
idea stojaca za rozwiazaniem jest nastgpujaca. Wzorzec s = (i, B) z @ = (u, . . . , up) i B =(By... , Bp)
jest zawarty w L z grubsza rzecz biorac jesli istnieja stowa w L, ktére zawieraja najpierw dowolnie wiele
kopii By, potem dowolnie wiele kopii Bo, itd., a na koncu dowolnie wiele kopii B),. Dodatkowo pomiedzy
tymi kopiami powinny by¢ stowa u;. Jednakze stowa wu; oraz konkretna posta¢ B; to szczeg6ty techniczne.
Dla jezyka L i wzorca s mozna skonstruowac inny jezyk Lc ajaj - - -a, taki, ze L zawiera s wtedy i tylko
wtedy, gdy L zawiera dla kazdego n stowa postaci ajay? - - - agp gdzie wszystkie n; > n. Intuicyjnie w L
stowa wu; sa pominigte, a litery a; petnia role alfabetéw B;. Ten fenomen zainspirowat nas do zdefiniowania
nastepujacego problemu przekqtniowego: dany jezyk L C {ai,...,ay}, rozstrzygnij, czy dla kazdego n € N
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obraz Parikha jezyka L zawiera tuple (n, ..., ny) takie, ze wszystkie n; > n. Przypomnijmy, ze obraz Parikha
jezyka L to zbiér tupli (n1, . ..,nz) € N¥ takich, ze istnieje stowo w L, ktére zawiera doktadnie n; wystapieit
litery a1, doktadnie ny wystapien litery as itd. i doktadnie ny wystapien litery ay. Problem przekatniowy jest
rozstrzygalny dla jezykéw bezkontekstowych, co wspdlnie z pomystami opisanymi wyzej daje rozstrzygalno$é
PTL-separowalnosci dla jezykéw bezkontekstowych.

Uogoélnienie Mozna nietrudno zauwazy¢, ze powyzsza idea dowodu da si¢ uogélni¢ do dowolnej rodziny
jezykow F, ktéra spetnia nastgpujace warunki:

1. sprawdzenie, czy dany jezyk regularny i jezyk z F maja niepuste przecigcie jest rozstrzygalne,
2. jezyk L, o wlasno$ciach jak powyzej, jest obliczalny z L,
3. problem przekatniowy jest rozstrzygalny.

Okazuje si¢, ze wszystkie trzy warunki sa spetniane dla rodzin jezykow, ktore sa full trio. Jedna z definicji jest
taka, ze rodzina JF jest full trio jesli jest efektywnie zamknigta na przeksztalcenia zwane rational transduction,
czyli na obrazy pewnego rodzaju transducerow. Nie bede przedstawiat tutaj szczegdtow, wystarczy wiedzieé,
ze dla full trio obliczalne sa wszystkie operacje o regularnym posmaku, jak przecigcie z regularnym jezykiem,
usunigcie liter z pewnego podalfabetu itd. W [CMvR*17] pokazaliSmy, ze dla wszystkich rodzin full trio, dla
ktérych problem przekatniowy jest rozstrzygalny problem PTL-separowalnosci jest rowniez rozstrzygalny.

Réwnowazno$¢ Bardzo interesujacym faktem jest to, ze przeciwna implikacja jest réwniez prawdziwa: dla
kazdego full trio, dla ktérego problem PTL-separowalnos$ci jest rozstrzygalny problem przekatniowy tez jest
rozstrzygalny. A wigc dla rodzin full trio rozstrzygalno$§¢ PTL-separowalnosci i rozstrzygalnos¢ problemu
przekatniowego sa réwnowazne. Aby w petni zaprezentowac gléwny wynik [CMvR ™ 17] potrzebujemy wprowadzié
pare pojec.

Dla jezyka L jego domnigcie w dot, oznaczane L, to zbidr wszystkich podciagéw stéw z L, L= {u |
dyeru = v}. Problem wspdlnego nieograniczenia (SUP, od ang. simultaneous unbounded problem) pyta, czy
dany L C ajaj - - - a;, spetnia L= aja3 - - - a;,. Zauwazmy, ze SUP jest podobny do problemu przekatniowego,

z ta jedyna roznica, ze wejScie do SUP spelnia specjalne zatozenie, mianowicie litery sa ,,posortowane”, tj. na
poczatku wystepuja a1, potem as, itd. JesteSmy gotowi do sformutowania gtéwnego wyniku (Theorem 2.5).

Twierdzenie 3. Dla rodziny jezykow F, ktora jest full trio, nastgpujace wltasnosci sq rownowazne:
1. PTL-separowalnos¢ jest rozstrzygalna dla F,
2. problem przekatniowy jest rozstrzygalny dla F,
3. SUP jest rozstrzygalny dla F,
4. domknigcia w dot jezykow z F sq obliczalne.

Rozstrzygalne klasy Jako wniosek z Twierdzenia 3 wiele rodzin jezykéw ma rozstrzygalny problem PTL-
separowalnosci, co zostalo wspomniane w [CMvVR ™ 17]. Dowodzimy tam wprost, ze problem przekatniowy jest
rozstrzygalny dla jezykéw bezkontekstowych, co czyni jezyki bezkontekstowe pierwsza klasa poza jezykami
regularnymi, ktéra ma rozstrzygalny problem PTL-separowalnosci. Jednakze znane sa wyniki dla innych
rodzin jezykoéw, ktore sa wystarczajace aby dosta¢ dla nich réwniez rozstrzygalnos¢. W [HKO16] pokazano,
ze domknigcia w dét jezykéw automatéw ze stosem wyzszego rzedu sa obliczalne, co daje rozstrzygalno$é
PTL-separowalnosci dla tej klasy. Dowodzimy takze w [CMvR T 17], ze problem przekatniowy jest rozstrzy-
galny dla jezykéw systeméw dodawania wektoréw ze stanami (ang. VASS od vector addition systems with
states). Dowdd jest redukcja z problemu ograniczonosci w stanie dla VASS6w z jednym testem na zero, ktéry
jest rozstrzygalny, jak pokazano w [BFLZ10]. Inny sposéb pokazania rozstrzygalnosci PTL-separowalnosci
jezykéw VASSOw to uzycie pracy [HMW10], gdzie udowodniona zostata obliczalno$¢ domknigé w dét dla
jezykéw VASS6w. Ostatnim wynikiem tego typu jest fakt, ze jesli PTL-separowalnos¢ jest rozstrzygalna jest
rodzin jezykéw JFi i Fa, to wtedy jest ona rozstrzygalna réwniez dla sumy F; U F». Innymi stowy mozemy na
przyktad rozstrzygnaé, czy dany jezyk VASSa i dany jezyk bezkontekstowy sa separowalne przez jezyk PTL.
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4.3.4 Regularna separowalnosé¢

Wyniki [CMvR ™ 17] pokazaty, ze wiele wynikéw nt. rozstrzygalnosci separowalnosci jest mozliwych poza
jezykami regularnymi. W [CMvR™17] rozwazamy PTL-separowalnos¢, jednak rodzina PTL nie jest na-
jbardziej naturalng klasg separatoréw, ktéra moze by¢ rozwazana dla wejs¢ bedacych jezykami nieregularnymi.
Najbardziej naturalng klasa separatoréw w tej sytuacji sa same jezyki regularne. Z tego powodu wiele moich
pbZniejszych prac byto (i wciaz jest) na temat regularnej separowalnosci. Mam przekonanie, ze problem reg-
ularnej separowalnosci jest kolejnym bardzo naturalnym problemem i rozwazanie go moze daé glgbsze zrozu-
mienie pewnych podstawowych systemow nieskoriczenie stanowych, w szczeg6lnosci VASSéow.

Przeszkody Tak jak wspomnieliSmy powyzej juz w latach 70-tych pokazano w [SW76] ze regularna sep-
arowalno$¢ jest nierozstrzygalna dla jezykéw bezkontekstowych. Ostatnio Kopczyriski wzmocnit ten rezul-
tat [Kop16] pokazujac, ze regularna separowalnos¢ jest nierozstrzygalna nawet dla jezykow visibly automatéw
ze stosem (ktére sa determinizowalne). Jasny przekaz tych wynikéw jest taki, ze nie mozna mieé nadziei na
rozstrzygalno$¢ regularnej separowalnosci w obecnosci stosu. Intuicja stojaca za problemem separacji jest
taka, ze przypomina on nieco problem pustosci przecigcia dwéch jezykéw. Te powody skierowaty nas w strong
rozwazania automatéw z licznikami.

VASy Przypomnijmy, ze d-wymiarowy system dodawania wektoréw (VAS - ang. vector addition system) to
zbiér tranzycji T C Z razem z ich etykietowaniem ¢ : T — X U {¢} przez litery z pewnego skoficzonego
alfabetu Y. Tranzycja v € T moze by¢ uzyta w konfiguracji u € N? pod warunkiem, ze v + v € N Dla
danych konfiguracji poczatkowej s i koricowej t ze zbioru N¢ mozna naturalnie zdefiniowaé jezyk VASa jako
zbiér wszystkich etykietowan Sciezek prowadzacych z poczatku do konica. Taki jezyk nazywamy jezykiem
VASa. Bardzo podobne modele, tj. rozszerzenie VASOw o stany (VASSy - ang. vector addition systems with
states) oraz sieci Petriego byty réwniez bardzo szeroko rozwazane w literaturze. W szczegdlnosci tatwo jest
pokazac, ze rodziny jezykow VAS6w, VASSOw oraz sieci Petriego sa rowne.

VASy sa fundamentalnym modelem obliczeri rozwazanym od lat 70-tych. Wiele jest literatury badajacej
rézne ich aspekty. Prawdopodobnie najbardziej podstawowym problemem jest problem osiqgalnosci, ktory
pyta, czy jest Sciezka z ustalonego poczatku do ustalonego korica. Problem ten moze byé réwniez interpre-
towany jako pytanie, czy jezyk VASa jest pusty. Problem osiagalnosci jest rozstrzygalny, jak pokazat Mayr w
roku 1981 [May81]. Powiemy pdZniej wigcej na temat jego ztozonoSci obliczeniowej, jako, ze najlepsze aktu-
alnie ograniczenie dolne ztozonosci, TOWER-trudnos¢, jest cze$cia mojego gtéwnego osiagniecia [CLLT18].
Gltéwny wniosek z powyzszych rozwazan to fakt, ze pustoS¢ przecigcia dwoch jezykow VASOw jest rozstrzy-
galna, gdyz moze by¢ zredukowana do pustosci jezyka produktu dwéch rozwazanych VAS6w, czyli w istocie do
problemu rozstrzygalnosci. Ten fakt i inne argumenty doprowadzilty nas do postawienia nastgpujacej hipotezy.

Hipoteza 4. Problem regularnej separowalnosci jest rozstrzygalny dla jezykow VASow.

Ta hipoteza lezata u podstaw badan prowadzacych do kilku wynikéw, ktére niecbawem omoéwig.

Zbiory osiagalnosci VASS6w  Pierwsza praca w kierunku rozwiazania Hipoteza 4 wtasciwie skupita si¢ nie
na jezykach VASSG6w, tylko bardziej na ich zbiorach osiagalnosci [CCLP17b]. Zbiér S C N¢ jest zbiorem
osiqgalnosci VASSa jesli istnieje pewien VASS i jego konfiguracja poczatkowa taka, ze zbiér konfiguracji os-
iagalnych z konfiguracji poczatkowej o pewnym ustalonym stanie to doktadnie zbiér S. Nasz wynik moze by¢
réwniez przedstawiony w terminach jezykow, tak jak we Wniosku 6, ale bardziej naturalne jest jego przedstaw-
ienie w terminach zbioréw osiagalnosci.

Dlau € N9 oraz i € {1,...,d} niech u[i] bedzie i-ta wspotrzedna wektora u. Dla n € N powiemy, ze
u =, v jesli dla kazdych i € {1,...,d} zachodzi u[i] = v[i] mod n. Zbiér S C N jest modularny jesli
istnieje liczba n € N taka, ze nalezenie do S zalezy jedynie od wartosci licznikéw modulo n. Innymi stowy
jesli u,v € N? takie, ze u =, v wtedy u € S <= v € S. Zbiér S C N jest unarny jesli istnieje liczba
n € N taka, Ze powyzej progu n zbiér S jest modularny modulo 7. Innymi stowy jesli u, v € N takie, ze dla
kazdgoi € {1,...,d} albo u[i] = v[i] albo u[i],v[i] > n oraz u[i] = v[i] mod nwtedyu € S <= v € S.
Przypomnijmy, ze dla alfabetu ¥ = {aq,...,ax} i stowa w € ¥* jego obraz Parikha, oznaczany PI(w), to
wektor v € N* taki, ze v[i] to liczba wystapieri litery a; in w. Obraz Parikha rozszerza si¢ naturalnie na jezyki,
PI(L) = {PI(w) | w € L} C NF. Mozna fatwo zaobserwowaé, ze obraz Parikha jezyka regularnego jest
zawsze unarny, co jest powodem, dla ktérego uznajemy zbiory unarne za wazne.
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Podczas analizy zbioréw osiagalnosci VASS6w bardzo wygodne jest rozwazanie czeSci zbior6w osiagal-
nosci, dla ktérych pewne wspétrzedne sa ustalone. Mowiac zgrubnie takie zbiory nazywamy sekcjami.

Dla wektora v € N? i zbioru wspétrzednych J C {1,...,d} niech v[.J] € NI| bedzie wektorem v
ograniczonym do wspétrzednych z J. Precyzyjnie méwiac zbiér T C N¢ jest sekcjg zbioru S C Nt jesli
istnieje zbiér wspétrzednych J, |J| = d oraz liczby ay, ..., aq € N takie, ze

T={v[{1,...,d}\J] |veSandv[J] = (a1,...,aq)}.
Gtéwny wynik [CCLP17b] jest nastgpujacy.

Twierdzenie 5. Problemy modularnej i unarnej separowalnosci sq rozstrzygalne dla sekcji zbiorow osiqgal-
nosci VASSow.

Domknigcie przemienne jezyka L C X* to zbidr wszystkich stéw, ktére maja ten sam obraz Parikha,
co pewne stowo z L. Nietrudno jest pokazac, ze regularna separowalno$¢ domknigé przemiennych jezykéw
VASS6w redukuje si¢ do unarnej separowalnosci ich obrazéw Parikha. A zatem Twierdzenie 5 implikuje
nastgpujacy wniosek.

Whiosek 6. Problem regularnej separowalnosci dla domknie¢ przemiennych jezykow VASSow jest rozstrzy-
galny.

Zeby przekazaé ideg dowodu Twierdzenia 5 przypomnijmy, ze zbiér S C N¢ jest liniowy jesli S = {b +
nyvi+...+ngp | na, ..., np € N} dlapewnych b, vy, ..., v, € N% Ponizej skupiamy sie jedynie na zbiorach
modularnych, podobny argument dziata dla zbioréw unarnych. Dowdéd Twierdzenia 5 bazuje na nastgpujacym
lemacie.

Lemat 7. Niech U,V C N% bedq dwoma sekcjami zbioréw osiggalnosci VASSéw. Wtedy nastepujace warunki
sq rownowazne:

1. U iV nie sq¢ modularnie separowalne,
2. istniejq zbiory liniowe Ly C U, Ly C V takie, Ze Ly oraz Ly nie sq modularnie separowalne.

Dowdéd Lematu 7 (oraz podobnego lematu dla zbioréw unarnych) jest istota gtéwnego argumentu w [CCLP17b].
Bazujac na Lemacie 7 mozna pokazaé rozstrzygalno$¢ modularnej separowalno$ci dwéch sekcji VASSow U i
V' w nastgpujacy sposéb. Rozwazmy dwie semi-procedury. Pierwsza, pozytywna, prébuje znalez¢ Swiadectwo,
ze U 1V sa modularnie separowalne. Ta procedura jest prostsza, wystarczy prébowaé coraz wigksze liczby
n € N, dla kazdej z nich jest rozstrzygalne (przez redukcj¢ do problemu osiaggalnosci w VASSach) czy U i V
sa modularnie separowalne modulo n. Jesli U i V' sa modularnie separowalne, to pozytywna semi-procedura
istotnie znajdzie w pewnym momencie Swiadectwo na to. Druga, negatywna, prébuje znalez¢ §wiadectwo, ze
U iV nie sa modularnie separowalne. Dzigki Lematowi 7 takie Swiadectwo moze by¢ para zbioréw liniowych
(Ly, Ly ) spetniajacych punkt 2. A zatem procedura negatywna przeszukuje coraz wigksze pary zbioréw lin-
iowych i dla kazdej z nich sprawdza, czy spetnia on a punkt 2 Lematu 7. Jesli U i V nie sa separowalne wtedy
istotnie znajdzie ona w pewnym momencie takg parge. W pierwszym momencie nie jest jasne, ze sprawdzanie
warunku 2 jest prostsze niz samo sprawdzanie, czy U 1 V' sa modularnie separowalne. Jednakze, faktycznie jest
ono o wiele prostsze. Istnieje prosty algorytm na sprawdzanie modularnej separowalno$ci dla dwoch zbioréw
liniowych. Natomiast sprawdzanie, czy dany zbior liniowy jest zawarty w danej sekcji zbioru osiagalnosci
VASSa jest rozstrzygalne dzigki [Ler13]. W rzeczywistoSci w [CCLP17b], przedstawiamy tez inny dowdd,
ktéry nie korzysta z dodatkowych wynikéw. Dowodzimy tam silniejszej wersji Lematu 7 dla pewnej specjalnej
postaci zbioréw liniowych, dla ktérych jest oczywiste z definicji, ze sa one zawarte w U i w V. Wowczas
wystarczy, ze procedura negatywna sprawdzi jedynie, czy Ly i Ly sa modularnie separowalne.

Automaty jednolicznikowe Nastgpna praca jest rtéwniez czgScia mojego gléwnego osiagnigcia [CL17]. Gléwny
jej wynik jest nastgpujacy.

Twierdzenie 8. Regularna separowalnos¢ dla sieci jednolicznikowych jest PSPACE-zupetna.
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Przypomnijmy, ze sie¢ jednolicznikowa, to to samo co jednowymiarowy VASS, czyli automat jedno-
licznikowy bez testéw na zero. Kluczowym pojecie, ktére pozwolito pokazaé Twierdzenie 8 to aproksymant.
Niech A bedzie siecia jednolicznikowa ze zbiorem stanéw (), zbiorem tranzycji T postaci (p, a, g, z), konfig-
uracja poczatkowa (ginit, 0) oraz konfiguracja koricowa (gsn,0). Dla kazdej liczby n € N definiujemy n-ty
aproksymant sieci A, oznaczany A,,, jako nastgpujacy automat skonczony:

e stany A, to @ x {0,...,n — 1} x {low, high},

e dla kazdej tranzycji (p, a, q, z) automat .4,, posiada kilka tranzycji

(q,¢,1ow) - (g, c+2z, low) jeslio < c+z < n
(q,¢,1ow) % (g, (c+2) mod n, high) jeslin < c+=z

(¢, ¢, high) - (g, (c+2) mod n, low) jeslic+z <0

(¢, c,high) % (g, (c+2) mod n, high).

Idea stojaca za aproksymantem .4,, jest taka, ze licznik A jest symulowany doktadnie dopdki nie przekroczy
wartosci n. Jesli ta warto$¢ zostanie przekroczona, to wtedy A,, trzyma jedynie (w stanie) wartos¢ licznika
modulo n i sprawdza, czy koniec obliczenia wyglada poprawnie. Dla kazdego n zachodzi L(.A) C L(.A,,) oraz
aproksymanty maleja przy rosnacym n w nastgpujacym sensie: dla n begdacego wielokrotnoscia k zachodzi
L(A;,) C L(A). Nastgpujacy lemat jest kluczowa obserwacja (Corollary 10 z [CL17]).

Lemat 9. Dla dwdch sieci jednolicznikowych A i B nastepujace warunki sq réwnowazne:
1. L(A) i L(B) sq regularnie separowalne,
2. L(Ay) i L(B) sq roztqczne dla pewnego n > 0,
3. L(Ay) i L(B,) sq roztaczne dla pewnego n > 0.

A zatem aby rozstrzygnaé regularng separowalnos¢ wystarczy skupic si¢ na punkcie (2). Punkt (2) mozna
rozstrzygna¢ w PSPACE. Bardzo z grubsza méwiac rozwaza si¢ rodzaj produktu A4, i B, ktéry jest podobny
do dwu wymiarowego VASSa (2-VASS). Uzywajac pewnych charakteryzacji osiagalnosci w 2-VASSach z
pracy [BFG'15] oraz innych wynikéw z dziedziny opracowaliSmy algorytm dziatajacy w PSPACE, ktory
rozstrzyga, czy (2) zachodzi dla danych A i B.

W [CL17] pokazujemy roéwniez dwa inne wyniki. Pierwszy to PSPACE-trudno$¢ problemu regularnej sep-
arowalnosci dla sieci jednolicznikowych, co jest druga czescia Twierdzenia 8. Drugi wynik to nierozstrzygal-
nos¢ regularnej separowalnosci dla automatéw jednolicznikowych (test na zero jest teraz obecny). Uzywamy
interesujacej, w mojej opinii, techniki, ktéra widziatem tylko raz w innym miejscu (w [Hun82]). Ta technika
to pokazywanie nierozstrzygalnosci nie poprzez redukcje¢ z innego nierozstrzygalnego problemu, ale poprzez
redukcje o ograniczonym wzroScie z dowolnego problemu rozstrzygalnego. W tej sytuacji uzycie twierdzenia
o hierarchii czasowej (badZ pamigciowej) prowadzi do konkluzji, ze nasz problem jest nierozstrzygalny.

VASSy calkowitoliczhowe RozwazaliSmy réwniez inny problem, ktory jest szczegdlnym przypadkiem Hipotezy 4.
Artykut rozwiazujacy ten problem to [CCLP17a], jednak nie jest on czgSciag mojego gtéwnego osiagnigcia, wiec
wspomng o nim tylko w skrécie. Zdecydowalem si¢ nie wtaczac tej pracy do listy moich gtéwnych osiagnigé,
jako, ze nie jest dobrze, zeby ta lista byta zbyt dtuga. Jednakze ta praca mogtaby pod kazdym innym wzgledem

by¢ czgscia mojego gtéwnego osiagnigcia.

W [CCLP17a] pokazujemy rozstrzygalno$¢ problemu regularnej separowalnosci dla VASSéw catkow-
itoliczbowych (Z-VASS6w). VASSy catkowitoliczbowe zachowuja si¢ doktadnie tak jak VASSy z ta jedyna
réznica, ze liczniki moga by¢ ujemne. Nietrudno jest pokazaé, ze jezyki Z-VASS6w sg podklasa jezykéw
VASSo6w, wigc jest to istotnie przypadek szczegdlny Hipotezy 4.

Jezyki WSTSéw Nastepna praca, podobnie jak [CCLP17a], nie jest zawarta w moim gtéwnym osiagnigciu,
ale jest naturalna czescia tej linii badan [CLM ™' 18]. PokazaliSmy, ze dla dwéch jezykéw WSTS6w (Well
Structured Transition Systems) K i L spelniajacych pewne tagodne kryteria regularna separowalno$¢ K i L
jest réwnowazne pustosci przecigcia K N L. W szczegdlnosci zachodzi to dla K i L bedacych jezykami
VASS6w z warunkiem akceptacji przez stan (a nie przez konfiguracje).
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4.3.5 Separacja pomaga grom parzystosci

Gry parzystosci to gry pomigdzy dwoma graczami na grafie G = (V, E). Zbi6r wierzchotkéw V jest podzielony
na zbior Vy wierzchotkéw gracza Even oraz zbiér V) wierzchotkéw gracza Odd. Kazda krawedZ grafu jest
etykietowana rankiem zadanym przez funkcje rank : £ — N. Rozgrywka rozpoczyna si¢ w wyrdznionym
wierzchotku, wiasciciel aktualnego wierzchotka wybiera krawedZ z niego wychodzaca i rozgrywka przenosi
si¢ do wierzchotka, do ktérego prowadzi ta krawegdZz. W ten sposéb rozgrywka jest kontynuowana. Formalnie
rozgrywka to ciag krawedzi eg, eq, ... wybranych tak jak opisano powyzej. Gracz Even wygrywa gre jesli
najwigksza liczba, ktéra wystapita nieskonczenie wiele razy w ciagu rank(eg), rank(ey ), . . . jest parzysta, gracz
0Odd wygrywa w przeciwnym wypadku.

Gry parzystosci sa centralne dla wielu tematéw zwiazanych z teorig automatéw i logika. W szczegdl-
no$ci znajdowanie gracza posiadajacego strategi¢ wygrywajaca w grze parzystosci jest rOwnowazne sprawdza-
niu, czy formuta u-rachunku jest prawdziwa w danym modelu. Ustalenie ztozonoSci obliczeniowej problemu
gier parzystosci (tj. znalezienie gracza posiadajacego strategie wygrywajaca) jest duzym otwartym proble-
mem od wielu lat. W szczegdlnosci dobrze znana jest hipoteza méwiaca, ze ztozonos$¢ tego problemu jest
w rzeczywistoSci wielomianowa. Do niedawna najszybsze algorytmy byty nieco podwyktadnicze [JPZ0S8] o
ztozonosci mniej wigcej (’)(n\/ﬁ) Ostatnio nastapit duzy przetom w tej dziedzinie, kwazi-wielomianowy al-
gorytm rozwiazujacy gry parzystosci zostat zaprezentowany w [CJKT17], ze ztozonoscia okoto O(nlos™).
Niedtugo pdzniej pojawito si¢ kilka innych kwazi-wielomianowych algorytméw dla tego problemu [JL17,
Leh18].

W naszej pracy [CDF ' 19], ktdra jest cze$cia mojego gléwnego osiagnigcia pokazujemy ze wszystkie znane
algorytmy kwazi-wielomianowe moga by¢ przeformutowane na problem znajdowania matych separatoréw
pewnych dwéch jezykéw stow nieskoriczonych. Co wigcej pokazujemy, ze to podejscie nie moze prowadzié
bezposrednio do wielomianowego algorytmu rozwiazujacego gry parzystosci, gdyz odpowiednie separatory
musza mie¢ co najmniej kwazi-wielomianowy rozmiar.

Bardziej precyzyjnie, kazda rozgrywka w grze z rankami nalezacymi do zbioru {1,...,d} moze by¢ za-
kodowana jako nieskoriczone stowo nad alfabetem ¥; = {1,...,d}. Oznaczmy przez LimsupEven,; zbior
nieskoiczonych stéw nad ¥4, w ktérych najwigksza liczba wystgpujaca nieskoniczenie wiele razy jest parzysta,
i podobnie oznaczmy LimsupOdd,; zbiér stéw, w ktérych najwieksza liczba wystepujaca nieskonczenie czesto
jest nieparzysta. Nazwiemy graf (gry parzystosci) parzystym jesli najwyzszy rank na kazdym jego cyklu jest
parzysty. Podobnie graf (gry parzystosci) jest nieparzysty jesli najwyzszy rank na kazdym jego cyklu jest
nieparzysty. OczywiScie wigkszo$¢ graféw nie jest ani parzysta ani nieparzysta. Jezeli jednak pewien graf jest
parzysty, to nietrudno zauwazy¢, ze kazda rozgrywka na nim jest wygrana przez gracza Even. Podobnie dla
graféw nieparzystych. Dla n € N definiujemy jezyk EvenCycles,, ; C X3 jako te nieskoficzone stowa, ktére
reprezentuja pewna nieskonczong $ciezke w parzystym grafie (gry parzystosci) o co najwyzej n wierzchotkach
oraz rankach ograniczonych przez d. Zauwazmy, ze jezyki EvenCycles,, ; moga by¢ traktowane jako dolna
aproksymacja LimsupEven,, zachodza nastgpujace inkluzje:

EvenCycles; ; & EvenCycles, ; ¢ -+ - ¢ LimsupEven,.

Podobnie definiujemy OddCycles,, ;. Powiemy, ze automat na nieskoniczonych stowach to safety automat jesli
ma pewien wyrézniony zbidr stanow odrzucajgcych. Stowo jest akceptowane przez taki automat jesli istnieje
bieg po tym stowie, ktéry nigdy nie odwiedza stanu odrzucajacego. Powiazanie pomigdzy separowalnoscia a
rozwigzywaniem gier parzystosci zostalo najpierw zaobserwowane w [BC18], gdzie zostato uzyte do przed-
stawienia algorytmu [CJK T 17] przy uzyciu pojecia separowalnosci.

Gléwne wyniki W [CDF"19] przeformulowalismy nieco powiazanie pomiedzy separowalnoscia i rozwiazy-
waniem gier parzystosci i pokazaliSmy nastgpujace kluczowe twierdzenie.

Twierdzenie 10. Jesli G jest gra parzystosci o n wierzchotkach i rankach ograniczonych przez d, a A jest
deterministycznym safety automatem takim, Ze L(.A) separuje EvenCycles,, ;i OddCycles,, ;, to wiedy istnieje
algorytm rozwiqzujacy G w czasie O(|G| - | A]).

W rzeczywisto$ci w [CDF' 19] sformutowali$my ten fakt (jako Proposition 3.2) nieco inaczej, ale faczac
Proposition 3.2 z prosta obserwacja mowiaca, ze gry safety dadza si¢ rozwiaza¢ w czasie liniowym otrzymu-
jemy Twierdzenie 10. Dowdd Twierdzenia 10 jest nietrudny, gléwnym wktadem bylo zauwazenie, ze takie
twierdzenie zachodzi.
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Pierwszym gléwnym wynikiem naszej pracy jest pokazanie, ze bazujac na wynikach opisanych w [JL17,
Leh18] mozna (w obu przypadkach) skonstruowaé deterministyczny automat safety o kwazi-wielomianowe;j
liczbie stan6éw, ktory nie tylko separuje EvenCycles,, ; 1 OddCycles,, ;, ale nawet separuje EvenCycles,, ; 1
LimsupOdd,. Co wigcej jest to prawda réwniez dla podejscia z pracy [CJKT17]. A zatem wydawac by sie
moglo, ze zaprojektowanie szybszego algorytmu dla gier parzystosci sprowadza si¢ do znalezienia jeszcze
mniejszych deterministycznych automatow safety, ktére separuja EvenCycles,, ;1 0ddCycles,, ; (albo LimsupOdd,;,
jak we wszystkich podejsciach do tej pory). W tym momencie wkracza nasz drugi gléwny rezultat.

Twierdzenie 11. Kazdy deterministyczny automat safety A taki, ze L(.A) separuje EvenCycles,, ;i LimsupOdd,
lgn|+d/2—-1
llgn]

Twierdzenie 11 méwi nam, ze w celu znalezienia szybszych algorytméw rozwiazujacych gry parzystosci
musimy uzy¢ jakich§ technik innych niz uzywane do tej pory. Co prawda wciaz jest mozliwe, ze podejs-
cie przez separacje¢ jest dobrym kierunkiem, ale w tym celu musimy konstruowaé automaty takie, ze L(.A)
separuje EvenCycles,, ;1 OddCycles,, ;, ale nie separuje EvenCycles,, ; i LimsupOdd,;. W mojej opinii powin-
niSmy traktowaé Twierdzenie 11 raczej jako wskazéwke gdzie szukaé szybszych algorytméw niz jako barierg
moéwiaca, ze ulepszenia bedg bardzo trudne.

ma przynajmniej ( ) stanéw, czyli przynajmniej n'&(@/ 187 =2 grancy,

Techniki dowodowe Dowdd Twierdzenia 11 opiera si¢ na pojeciu drzew uniwersalnych. Powiemy, ze drzewo
t zawiera drzewo t’ jesli istnieje mapowanie h z wierzchotkéw drzewa ¢’ w wierzchotki drzewa ¢ takie, ze dla
kazdego wierzchotka n drzewa t' rodzic wierzchotka n jest zmapowany na rodzica wierzchotka h(n), i do-
datkowo korzeri ¢’ jest zmapowany na korzen ¢. Powiemy, ze drzewo jest (¢, h)-uniwersalne jesli zawiera kazde
drzewo o glgbokosci h (najdtuzsza Sciezka z korzenia do liScia ma h krawedzi) z £ lis§émi. Na przyktad petne
drzewo binarne glebokosci 2 jest (2, 2)-uniwersalne, ale istnieje mniejsze drzewo (2, 2)-uniwersalne skon-
struowane nastgpujaco. Korzen drzewa ma dwdjke dzieci: lewe dziecko ma dwdjke dzieci, natomiast prawe
dziecko ma tylko jedno dziecko. To drzewa ma 3 liScie, mniej niz 4 liScie poprzedniego drzewa. Pokazujemy
nastgpujace twierdzenie, ktére jest uzywane w dowodzie Twierdzenia 11.

Twierdzenie 12. Dia dowolnych {,h > 0 kaide (£, h)-uniwersalne drzewa ma przynajmniej (ng fﬂg%“l) lisci,

czyli przynajmniej 08/ 1801 [isci przy zatozeniu, ze 2h < L.

Druga czes¢é dowodu Twierdzenia 11 pokazuje, ze dla kazdego deterministycznego automatu safety A
takiego, ze L(.A) separuje EvenCycles,, ;i LimsupOdd,; mozna wprowadzi¢ pewna strukture drzewa na stanach
A. Co wigcej pokazujemy, ze to drzewo musi by¢ koniecznie (n, d/2)-uniwersalne, co koriczy argument.

4.3.6 Problem osiagalnosci w VASSach

Juz w Sekcji 4.3.4 opisaliSmy problem osiagalnosci w VASSach. Tak jak wspomniano wczesniej algorytm
rozstrzygajacy problem osiagalnosci zostat znaleziony przez Mayra w 1981 [May81]. Jednakze algorytm ten
byt bardzo skomplikowany i Zadne gérne ograniczenie na jego ztozonos$¢ nie bylo znane. PéZniej, w 1982
roku Kosaraju [Kos82] oraz w 1992 roku Lambert [Lam92] opracowali inne algorytmy, réwniez bazujace
na tym samym podejsciu teraz zwanym KLM dekompozycja (od nazwisk trzech autoréw). Pierwsze gérne
ograniczenie ztozonoSci zostato przedstawione niedawno [LLS15], przy czym byto ono ekstremalnie duza szes-
cienng funkcja Ackermana. Obecnie najlepsze gérne ograniczenie na ztozono$¢ to funkcja Ackermana, jest
to wynik z bardzo niedawnej pracy [LS19], ktéra bedzie opublikowana na konferencji LICS 2019. Najlepsze
dolne ograniczenie, jeszcze do niedawna, to EXPSPACE-trudnos$¢ pokazana przez Liptona w 1976 roku [Lip76].
Pomimo wielu wysitkéw w kierunku ustalenia ztozonoSci problemu osiagalnosci postgp byl niewielki do czasu
naszego ostatniego artykutu [CLL"18]. Jego gléwny wynik moze by¢ zawarty w nastgpujacym sformutowaniu.

Twierdzenie 13. Problem osiqgalnosci dla VASSow jest nieelementarny.

Przypomnijmy, ze oznacza to, ze problem osiagalnosci w VASSach nie nalezy do n-EXPTIME dla zadnego
n € N. Te wlasno$¢ nazywamy tez TOWER-trudnoscia.

Publikacja Zamierzam wiaczy¢ ten rezultat do mojego gléwnego osiagnigcia, jako, ze to jest zdecydowanie
moja najlepsza publikacja. Jest zaakceptowana na konferencje STOC 2019, ktére odbedzie si¢ w czerwcu
2019. Jednak publikacja to nie ma jeszcze (koniec kwietnia) numeru DOI. Pelen tekst jest dostgpny na Arx-
ivie https://arxiv.org/abs/1809.07115. Mam nadzieje¢, ze dotaczenie tej publikacji jest mozliwe.
Jesli jest to niemozliwe w zwiazku z formalnymi ograniczeniami, to prosze¢ potraktowac tg czgs$¢ opisu jako nie
bedaca opisem gidwnego osiagnigcia.
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Techniki dowodowe Ponizej nakresle podstawowe idee konstrukcji, jednakze jestem zmuszony do opuszcze-
n

nie wielu szczegétow. Niech !I" oznacza n-ta iteracje silni, czyli a!” = aﬁ. Dowéd jest, z grubsza
rzecz biorac, redukcja z nastgpujacego TOWER-trudnego problemu: dany automat o n stanach, z testami na
zero, rozstrzygnac, czy posiada on bieg akceptujacy, w ktérym wszystkie liczniki sa ograniczone przez 3!".
W [CLL"18] zostalo to sformutowane nieco inaczej, przy uzyciu programéw licznikowych, jednak na potrzeby
tego krétkiego opisu tatwiej jest postugiwac si¢ automatami licznikowymi.

Idea redukc;ji z tego konkretnego problemu nie jest istotnym elementem rozwiazania, jest tylko sposobem
wyrazenia kluczowego wgladu. Giéwny pomyst znajduje si¢ w konstrukcji VASSOw z dlugimi biegami. Albo
raczej, mowigc precyzyjniej, w opartej na VASSach implementacji licznikéw, ktérych wartosci sa ograniczone
przez pewne olbrzymie liczby (konkretnie przez 3!"), tak, ze wciaz mozemy te liczniki testowac na zero. Latwo
jest zaimplementowac taki licznik ograniczony przez pewna mala wartos¢, na przyktad 3. Inicjalizujemy licznik
x = 01 jego licznik kolege © = 3, zawsze bedziemy zachowywali niezmiennik x + £ = 3. W tej sposéb
zapewniamy, ze zawsze 0 < x < 3. Co wigcej jesli chcemy przetestowal, czy x rdwne jest 0, to postgpujemy
nastepujaco: inkrementujemy z o 3 (i réwnoczeSnie dekrementujemy £ o 3), nastgpnie dekrementujemy x o
3 (i réwnoczesnie inkrementujemy o 3). Latwo zauwazy¢, ze ta operacja dochodzi do skutku wtedy i tylko
wtedy, gdy x = 0. Kluczowym wkladem jest spos6b, w jaki mozna skonstruowa¢ licznik ograniczony przez
k!, ktéry mozemy testowac na 0 majac do dyspozycji licznik ograniczony przez k, ktéry mozemy testowaé na
0.

Zanim przedstawimy elementy konstrukcji zauwazmy, ze VASS moze fatwo zaimplementowaé pomnoze-
nie wartosci licznika przez utamek £, przy czym to mnozenie jest sfabe w nastgpujacym sensie: jesli wartos¢
licznika przed operacja wynosi z, to po operacji jest ona pomigdzy = a § - . Aby zaimplementowa¢ stabe
mnozenie rozwazmy nastgpujacego VASSa. Zaczynajac w lewym stanie z wartoSciami licznikéw réwnymi

(bn,0) i aplikujac petle mozemy osiagnaé wartosci (0,an).  Jesli teraz péjdziemy do prawego
stanu i bedziemy aplikowaé petle, to mozemy osiagnaé
wartosci (an,0). A wigc catkowity efekt tych oper- (b, a)

1, -1
acji to pomnozenie warto$ci pierwszego licznika przez ( )

7 (oraz zmiana stanu). Jednak, oczywiscie, mozemy os- CO >OO
iagnaé takze mniejsze wartosci. W szczegdlnosci jesli

nie bedziemy w ogole aplikowaé petli, to osiagniemy

wartosci (bn,0) w prawym stanie. Inna wtasnosé tego

gadzetu jest nastgpujaca: jesli startujemy z warto$ciami (bn + r,0) dla pewnego r < b wtedy maksymalna
wartos¢ ktérg mozemy osiagnac to (an+r,0). W tym przypadku ZZIZ: < %, mozemy mnozy¢ doktadnie przez
7 tylko jesli wartos¢ licznika jest podzielna przez b. Giéwna przeszkoda w stworzeniu naszej konstrukcji jest
fakt, ze nie mozemy mnozy¢ doktadnie, a jedynie stabo.

Sposobem na przezwycigzenie tej przeszkody jest oparcie si¢ na nastgpujacym prostym réwnaniu:

)

3 ko k
. .

Konstruujemy gadzet, w ktérym startujemy z licznika o warto$ci z i mnozymy go stabo przez % potem
mnozymy go stabo przez % itd., az na koficu mnozymy go stabo przez % Na samym koficu wymagamy
by warto$¢ licznika wynosita doktadnie kxz (trzymaliSmy warto$¢ x na jakim§ dodatkowym liczniku). Za-
uwazmy, ze to jest maksymalna warto$¢ licznika, ktéra mogliSmy osiagnaé i co wigcej jesli ta warto$¢ zostata
osiagnigta, to wszystkie mnozenia byly doktadne. Nasza konstrukcja nie jest az tak prosta, to jest tylko jej
czg$¢. Podczas procesu mnozenia = przez utamki postaci % modyfikujemy réwniez pozostate liczniki. W
szczegblnosSci mnozymy pewien inny licznik y stabo przez ¢ 4 1, ale jesteSmy w stanie pokazaé, ze to mnozenie
musi by¢ doktadne w kazdym poprawnym biegu VASSa. Wéwczas w kazdym poprawnym biegu nasz gadzet
mnozy licznik y przez 2-3-. . .-k = k!. To znaczy intuicyjnie, ze je§li mozemy sprawdzaé, czy licznik x wzrdst
doktadnie k razy, to mozemy tez wymusié, by licznik y wzrdst doktadnie k! razy. W podobny sposéb konstru-
ujemy VASSa, ktéry jest gadzetem o wtasciwosciach, ktére moga by¢ bardzo nieformalnie sformutowane w

nastgpujacym lemacie.

Lemat 14. Istnieje gadziet VASS, ktore majac mozliwosc¢ testowania na zero licznikow ograniczonych przez k
dostarcza mozliwos¢ testowania na zero licznikow ograniczonych przez k.
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Przypomnijmy, ze mozemy tatwo skonstruowaé VASSa, ktére nieformalnie méwiac dostarcza mozliwosé
testowania na zero licznikéw ograniczonych przez warto$¢ 3 (jak pokazaliSmy parg paragraféw wczesniej).
Zaczynajac z tego matego VASSa i sktadajac go n razy z VASSami bedacymi gadzetami dostarczonymi
przez Lemat 14 otrzymujemy 3!™-ograniczone liczniki, ktére mozemy testowac na zero. W ten sposéb mozna
udowodnié, ze problem osiggalnoSci w VASSach jest istotnie TOWER-trudny.

5 Inne prace naukowe

W tej sekcji opisuje skrétowo inne prace naukowe uzyskane po doktoracie, ktére nie zawieraja si¢ w poprzed-
niej sekcji.
5.1 Pozostale prace w tematyce systeméw nieskonczenie stanowych

1. W [CJKS13] rozwazamy relacje silnej bisymulacji pomigdzy dwoma prostymi klasami systeméw nieskoricze-
nie stanowych: BPA, czyli systemami generowanymi przez gramatyki w postaci normalnej Greibach oraz
BPP, czyli systemami odpowiadajacymi sieciom Petriego bez komunikacji. Pokazujemy, ze sprawdzanie
bisymulacji w tym wypadku jest w EXPTIME.

2. W [C]15] rozwazamy wariant relacji bisymulacji, ktéry bierze pod uwage ciche tranzycje: bisymulacje
rozgaleziong (ang. branching) dla systeméw BPA. Poprawiamy rozstrzygalno$¢ pokazana przez Yuxi
Fu [Ful3] pokazujac, ze problem jest w NEXPTIME. Nasza technika polega na wykazaniu, ze kazda
rozgalgziona bisymulacja na BPA ma baze bisymulacji, a poprawnos$¢ kandydata na baz¢ moze by¢
zweryfikowana w czasie wyktadniczym.

3. W [CCH™16] i jego wersji czasopismowej [CCH™ 19] rozwazamy automaty jednolicznikowe. Poprzed-
nio wiadomo bylo, ze jesli istnieje bieg akceptujacy w automacie jednolicznikowym z konfiguracji
poczatkowej postaci p(0) do konfiguracji koficowej postaci ¢(0), to istnieje réwniez bieg dlugosci O(n?),
gdzie n to liczba stanéw automatu. Poprawiamy to ograniczenie do O(n?) przy uzyciu skomplikowanych
modyfikacji istniejacych biegdéw.

4. Problem osiagalnosci dla VASS6w moze by¢ widziany jako pytanie, czy jezyk danego VASSa jest pusty.
Jednakze istnieje wiele ciekawych i duzo subtelniejszych pytan na temat jezykow VASSow. W [CHZ18]
pokazujemy, ze dla klasy jezykéw VASSOw rozstrzygalna jest cata rodzina probleméw, ktéra przejawia
pewne wiasnoSci nieograniczonosci. W szczegdlnosci umiemy rozstrzygnaé, czy dany jezyk VASSa
jest zawarty w wiws3 - - - w;, dla pewnych stéw w1, ..., w, € ¥X*. Pokazujemy to przez aplikacje KLM
dekompozycji wprowadzonej przez Kosaraju, Lamberta oraz Mayra [Kos82, Lam92, May81].

5.2 Wzorce drzewiaste

Wzorce drzewiaste sa modelem zapytain XPath, ktére to sa szeroko uzywane w bazach danych XML. Niefor-
malnie méwiac wzorce drzewiaste to drzewa, ktérych celem jest opisanie jezykoéw drzew. Kazdy wierzchotek
takiego wzorca jest etykietowany albo litera ze skoiiczonego alfabetu ¥ albo gwiazdka *, ktérej celem jest
opisanie dowolnej litery. Co wigcej krawedzie rodzic-dziecko albo sa normalne, albo dfugie, ktére to opisuja
relacj¢ pomigdzy przodkiem a potomkiem. Jezyk L(p) wzorca p to zbiér wszystkich drzew, ktére pasuja do
wzorca.

1. W [CMPP15] analizujemy zlozono$¢ obliczeniowa nastgpujacego problemu inkluzji wzorcow: dane
dwa wzorce drzewiaste pj i pa, czy jezyk L(p1) wzorca p; jest zawarty w jezyku L(p2) wzorca po.
RozwazaliSmy wiele podklas, w ktérych niektére z konstrukcji: gwiazdki, dlugie krawedzie lub nor-
malne krawedzie byty zabronione w niektérych wzorcach. RozwazaliSmy tez r6zne warianty problemu.
W wigkszosci z okolo tysiaca przypadkéw udzieliliSmy pelnych odpowiedzi. Interesujaca cze$¢ pracy to
kilka przypadkéw, w ktérych problem staje si¢ rzeczywiscie nietrywialny.

2. W [CMNP16] i nieco réznych publikacjach czasopismowych [CMNP17] oraz [CMNP18] rozwazamy
otwarty przez okoto dekade problem otwarty dotyczacy minimalnych wzorcéw drzewiastych. Wzorzec
drzewiasty t jest minimalny jeSli nie ma zadnego innego wzorca t' o mniejszej liczbie wierzchotkéw
takiego, ze L(t) = L(t'). Wzorzec jest redundantny jesli mozemy usunaé jeden z liSci wzorca ¢ i
otrzymamy wzorzec o tym samym jezyku. OczywiScie wzorzec, ktdry jest minimalny nie moze by¢
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redundantny. Problem otwarty dotyczyt przeciwnej implikacji: czy kazdy wzorzec, ktéry nie jest redun-
dantny jest rowniez minimalny i wydawalo sig, ze w istocie tak jest. My przedstawili§my kontrprzyktad
na t¢ hipotez¢ i bazujac na tym zrozumieniu pokazaliSmy, ze nastgpujacy problem minimalizacji jest
25 -zupetny: dany wzorzec drzewiasty p i liczba k € N, czy istnieje wzorzec g o co najwyzej k wierz-
chotkach taki, ze L(p) = L(q)? Wynik ten moze by¢ réwniez podniesiony do jezykéw graféw, jak
opisujemy w [CMNP18].

5.3 Inne

1. W [CGK15] analizujemy ciagi wektoréw w N takie, ze wspétrzedne wektora na pozycji i + 1 sa otrzy-
mane ze wspotrzednych wektora na pozycji ¢ przez jedna z dwdéch operacji: albo 1) zwigkszenie o 1,
albo 2) zresetowanie do 0. Przedstawiamy przyktad ciagu o dlugosci podwdjnie wyktadniczej wzgledem
d bez zadnej pary dominujqcej, czyli wektora v; na pozycji j co najmniej tak duzego jak wektor v; na
pozycji ¢, dla jakichS ¢ < j. Poprzedni najlepszy przyktad byt dtugosci wykladnicze;.

2. W [CDLM13] i jego wersji czasopismowej [CDLM17] pokazujemy, ze problem czy dane wyrazenie
regularne ma taki sam jezyk jest pewne deterministyczne wyrazenie regularne jest PSPACE-zupelny.

3. W [CDMP16] i jego wersji czasopismowej [CDMP18] rozwazamy drzewa z danymi wraz ze zbiorem
ograniczen. Kazde ograniczenie ma nastgpujaca forme: jesli wierzchotek drzewa spetnia pewien warunek
(nie bioracy pod uwage danych), to wtedy jego dana musi spetnia¢ pewna pozytywna boolowska kom-
binacj¢ warunkéw réwnosciowych (dana jest rowna pewnym innym danym) i musi tez spetnia¢ pewna
pozytywna boolowska kombinacje warunkéw nieréwnosciowych (dana jest rézna od innych danych).
Pokazujemy, ze problem sprawdzania, czy w danym jezyku regularnym drzew jest drzewo z danymi
spetniajace wszystkie takie ograniczenia jest 2-EXPTIME-zupelny.
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