Kartkowka 3

1. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K. Podaj definicje
przestrzeni V* funkcjonatéw liniowych na V', tj. powiedz jaka jest dziedzina
i jakie sa operacje dodawania i mnozenia na dziedzinie.

2. Rozwazmy przeksztalcenie liniowe f : R® — R? zdefiniowane nastepu-
jaco:
f(zq, 29, 23) = (227 — 329 + 423,521 + 229 — T3).

Napisz macierz tego przeksztalcenia w bazach ((2,1,0),(0,1,2),(0,2,0)) i
((0,1),(1,1)).

3. Rozwazmy funkcjonalty ¢ (xy, z2, x3) = 21+ 9, ¢o(x1, T2, x3) = T2+ 13
oraz ¢3(x1, g, x3) = —x1 + 213, ktore sa baza przestrzeni funkcjonatéw linio-
wych na R3. Wiedzac, ze baza sprzezona do tej bazy to: v; = (2,—1,1), vy =
(—=2,2,—1), v3 = (1,—1,1) wykonaj ponizsze polecenie. Niech ¢(xy, zo,x3) =

— 3wy + 3x3 oraz v = (2,5, —4). Przedstaw ¢ w bazie (¢1, ¢o, ¢3) oraz v w
bazie (vq,vg, v3).

Szkice rozwigzan

1. Przestrzen V* to zbior f : V — K takich, ze dla dowolnych vy, vy € V
oraz aq, aginK zachodzi f(ajvy + agvs) = ay f(v1) + aof(ve) z dzialaniami
+ oraz -. Dodawanie w V* jest zdefiniowane jako (f1 + f2)(v) = fi(v)+ fa(v)
a mnozenie jako (a - f)(v) = a- f(v).

2. Mamy [f((2,1,0)) = (1,12), f((0,1,2)) = (5,0), f((0,2,0)) = (=6,4).
Przedstawmy wiec powyzsze Wektory w bame (( , ),( )) (1 12) = 11-
0-

Zatem szukana macierz Wyglacda nast@pumco.

11 -5 10
1 5 —6|°
3. Zauwazmy, ze zawsze:

v=¢1(v) - v+ P2(v) - v2 + P3(v) - Vs,

wynika to z faktu, ze rozwazane bazy sa sprzezone. Pokazmy, ze istotnie jest
to prawda. Niech
VU = a1V1 + QU2 + A3V3.



Woéwcezas
$1(v) = ¢1(ar1v14a2v2+0a3v3) = ar1¢1(v1)+asd1(va)+aspi(vs) = ar-14+a2-04+a3-0 = a;.

Analogicznie ¢o(v) = ag i ¢3(v) = as, czyli istotnie podany wyzej wzor jest
prawdziwy.

Prawdziwy jest rowniez wzor:
¢ = o(v1) - 1+ O(va) - P2 + (v3) - P3.
Aby to wykazaé zalézmy
¢ = b1 + bagp2 + b33.
Mamy
P(v1) = (b1@14+b2¢2+b3ds3)(v1) = b1d1(v1)+b2¢a(v1)+bsgs(v1) = br-14b2-0+b3:0 = by.
Analogicznie ¢(vy) = by oraz ¢(v3) = bz, co dowodzi wyzej przedstawionego

WZOru.
A zatem v = Tvy + vo — 10v3 oraz ¢ = 8¢ — 11¢g + Ts.



