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szkic rozwigzan

2. Niech ¥ = {ay,...,an}. Dla S C ¥ oraz slowa w € ¥* niech #g(w)
oznacza liczbe liter w, ktére naleza do zbioru S. Niech

Ls, 1.5, 1, ={w € ajas---ay, | #s,(w) = #1, (W) A #s,(w) = #1,(w)}.

Oblicz liczbe czwérek (S1,T1,Se2,Tz) takich, ze Lg, 15,1, jest jezykiem bez-
kontekstowym.

Szkic rozwiazania Zauwazmy najpierw, ze jesli pewna litera a; nalezy do S1 N
T}, to réwnie dobrze mozna rozwazaé Sy \ {a;} oraz T1 \ {a; }. Takie rozumowanie
prowadzi szybko do wniosku, ze jesli zdefiniujemy: S} = S;\ T; oraz T) = T;\ S;
dla i € {1, 2}, to zachodzi

Lg, r,8,,0 = Ls; 11,51}

oraz oczywiscie S, N T, =0 dla i € {1,2}. W dalszej czedci zadania zakladamy
wiec, ze S;NT; = @ dlai € {1,2}, a dopiero przy zliczaniu czwérek przypomnimy
sobie, ze niekoniecznie jest to prawda dla wejéciowej gramatyki.

Na poczatek ustalmy S1,71,S52,T% i oznaczmy L = Lg, 1,8, 1,- Oznaczmy
Uy, = 51 UTy oraz Uy = Sy UTs. Zauwazmy, ze jesli jeden ze zbioréw jest pusty
(zaltézmy bez straty ogdlnosci Si), to jezyk L jest bezkontekstowy. Istotnie,
konstruujemy automat ze stosem, ktory jesli napotka litere z 77 to odrzuca
stowo. Oproécz tego liczy on litery z Sy i T (w standardowy sposéb, trzymajac
na stosie ich réznice) i akceptuje jesli ta réznica wyniesie na koniec 0.

W dalszej czesci rozwiazania zakladamy zatem, ze wszystkie zbiory S; oraz
T; sa niepuste. Pokazemy teraz, ze jesli Uy NUs # 0, to jezyk L nie jest bezkon-
tekstowy oprocz pewnych szczegdlnych sytuacji. Zalézmy bez straty ogdlnosci,
ze S1 N Sy # (), pozostale przypadki sg analogiczne. Niech a; € S; N Sy oraz
niech a; € T i ap € T3. Istnienie takich a; oraz ap wynika z niepustosci 7 i
Ts. Rozwazymy na razie przypadek gdy j # k. Zalézmy bez straty ogdlnosci
(argument nie uzywa tego zalozenia), ze i < j < k. Jesli L jest bezkontekstowy,
to réwniez L' = LNajajaj, jest bezkontekstowy. Jednak L' = {a}'ajay | n € N},
wiec jak tatwo pokazaé uzywajac lematu o pompowaniu nie jest bezkontekstowy.
A zatem réwniez L nie jest bezkontekstowy.

Powyzej zalozyliSmy jednak, ze a; € 11 i ar € Ty dla j # k. Moze sig
zdarzyé, ze nie ma takich j, k. Wéwczas musi by¢ Ty C To (lub odwrotnie). Jesli
Ty C T, to istnieje pewne a; € T1 NTy. A zatem podobnie musi byé S; C Sy
lub Sy C S1. Sa wiec dwa przypadki szczegdlne:

1. Sl Q 527 Tl g TQ, Cth Ul g UQ. Woéwezas L = le,Tl,SQ\Sl,TQ\Tl i naleZy
rozwazy¢ ten przypadek.

2.8, C 83, Ty € Ty. Wowezas L = L, 1,,(5,\5,)u(T:\T»),0 1 jest bezkontek-
stowy.



Podobnie wyglada sytuacja dla innych podprzypadkéw przypadku U; N Us # (),
np. gdy S NTy # 0.

Zatézmy wiec, ze Uy NUs = (. Pokazemy teraz, ze jedli istniejg 1 < j < k < £
takie, ze i,k € Uy, j,£ € Us, badz odwrotnie, czyli i,k € Us, j,¢ € Uy, to jezyk
L nie jest bezkontekstowy. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze i,k € Uy, j,£ € Us.
Niech L' = L N ajajaza;. Wowezas L' = {ajajaiay | p,r € N} i jak ltatwo
pokazaé uzywajac lematu o pompowaniu L’ nie jest bezkontekstowy.

Jedli natomiast nie ma takiej czworki indekséw i, j, k, £ to L jest bezkontek-
stowy. Wéwczas, méwiac nieformalnie, albo nie istnieje litera z U; otoczona
literami z U, albo nie istnieje litera z Us otoczona literami z U;. Zalézmy
pierwsza opcje, czyli nie istnieje litera z U; otoczona literami z Us. Wow-
czas istnieja pewne dwa indeksy p < ¢ takie, ze Uy C {ap,apy1,...,aq} oraz
U, C {al, ey ap,l} U {aq+1, . ,an}. Mozemy wéwczas skonstruowaé automat
ze stosem, ktory najpierw liczy réznice miedzy liczbg liter z Sy a liczba liter z
T1, a potem, po napotkaniu liter a, dla p < r < ¢ liczy réznice miedzy liczbg
liter z Sy a liczba liter z T5. Potem gdy napotka litere a, dla r > ¢ sprawdza,
czy liczba liter z So réwna sie liczbie liter z T5. Jesli nie, to odrzuca slowa, a
jesli tak, to kontynuuje liczenie réznicy miedzy S7 a T7. Na koncu sprawdza, czy
ta réznica wynosi 0.

A zatem pozostaje zliczy¢ czworki (S1,Ty, S, Ts). Przypomnijmy sobie, ze
S; oraz T; sa niekoniecznie roztaczne. Mamy wiec S, = S;\ T3, T/ = T; \ S; oraz
U; = S/UT! dlai € {1,2}. Podsumowujac jezyk L nie jest bezkontekstowy o ile
zachodzi jeden z przypadkéw:

1. wszystkie S, T/ niepuste oraz Uy N Us # ( i nie zachodzi U; C Uy ani
Uz C Uy

2. wszystkie S, T/ niepuste oraz istnieja indeksy i < j < k < ¢ takie, ze
i,k € Uy oraz j,¢ € Uy (lub analogicznie dla zamienionych Uy, Us);

3. wszystkie S}, T/ niepuste, S| NS5 =0, ale S; NT5 # O lub S, NT] # 0.
Wowczas nalezy rozwazy¢ Ly s/ s; 15 = L.

4. wszystkie S;, T} niepuste, Uy C Uz i Lg; 17 s)\v,, \v;, = L jest jezykiem
z przypadku (1), (2) lub (3) (lub analogicznie dla zamienionych Uy, Us).

Zliczanie powyzszych czworek jest nieco skomplikowane, ale nie jest bezposred-
nio zwiazane z JAO, wigc pozostawimy je bez szkicu rozwiazania.

3. Gramatyke bezkontekstowa G nazwiemy singletonowgq jesli L(G) zawiera
doktadnie jedno stowo. Zaprojektuj algorytm wielomianowy, ktéry dla dwoch
danych gramatyk singletonowych G1, Go rozstrzyga, czy L(G1) = L(G2).

Szkic rozwigzania To jest trudne zadanie. Uwaga: generowane stowo moze by¢
dhugosci wykladniczej. Rozwazmy np. gramatyke o nieterminalach Ag,..., A,
oraz produkcjach Ay — a i Ay — Ap_1A,_1 dla kazdego k € {1,...,n}.
Wéwezas L(A,) = {a®"}, czyli jedyne generowane stowo jest dtugosci wyktad-
niczej. Z tego powodu wszystkie algorytmy, ktore obliczaja jawnie generowane
stowo musza dzialaé¢ przynajmniej w czasie wykladniczym i nie sg poprawnymi
rozwigzaniami zadania.

Pomyst polega z grubsza na tym, ze sprowadzamy gramatyke do postaci
Chomsky’ego, a nastepnie rekurencyjnie rozstrzygamy, czy slowa generowane



przez nieterminal X i nieterminal Y sg swoimi prefiksami. Trzeba to jednak
zrobié sprytnie. Gramatyki singletonowe nazywane sa SLP (straight-line pro-
grams), mozna poczyta¢ (m.in. o ich réwnowaznosci) tutaj: https://arxiv.
org/abs/1111.3244.
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