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1. Pebbling game (do 16.03.2009) Dla dowolnego n znalezé taki DAG G o stopniu wejs-
ciowym réwnym 2 i taki wierzchotek v w GG, zeby w grze Pebbling game (wersji zdefiniowanej
na ¢wiczeniach) potozenie kamienia na wierzchotku v wymagato uzycia przynajmniej rzedu /n
kamieni. Mozna zatozy¢, ze trzeba uzy¢ przynajmniej |/n| kamieni.

Uwaga: Nalezy dowies¢, ze znaleziony graf posiada opisywang wtasnosc.

Pytania dodatkowe

Czy znaleziony graf jest optymalny, czyli, czy da si¢ znalezé grafy o wigkszej (asymptotycznie,
ale choéby o stata) ztozonosci kamiennej? Jakie jest optymalne oszacowanie, jakie grafy je
realizuja?

2. Rozstrzygalno$é problemu dla FO(K) (do 23.03.2009) Wykazaé, ze istnieje al-
gorytm, ktory dla formuty ¢ pierwszego rzedu z relacjg < rozstrzyga, czy ta formuta jest
prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n w strukturze ((1,2,...,n), <), gdzie porzadek w tej
strukturze jest naturalnie zdefiniowanym porzadkiem liniowym.

3. Nieskonczony xor (do 30.03.2009) Wykazaé, ze istnieje funkcja f : {0,1}* — {0,1}
przyporzadkowujaca nieskonczonemu ciggowi zero-jedynkowemu 0 lub 1 taka, ze dla kazdego
x € {0,1}* zachodzi f(z) # f(z De;), gdzie przez e; oznaczamy ciag zlozony z samych zer oraz
jedynki na i-tym miejscu, a przez ¢ xora oraz taka, ze samym zerom przyporzadkowuje 0.

Wskazowka
Uzy¢ lematu Kuratowskiego-Zorna lub pewnika wyboru.

4. Moc zbioru funkcji (do 20.04.2009) Oblicz moc zbioru funkcji f : {0,1}* — {0,1}
takich, ze spetniajg one trzy warunki:

o £(000...)=0
e dla kazdego = € {0, 1} zachodzi f(x) # f(z & ¢;)

e dla kazdych z,y € {0,1}* zachodzi f(x ® y) = f(z) ® f(y), gdzie przez pierwszy &
rozumiemy xora na nieskonczonych ciggach, a przez drugi & zwykty xor bitowy.

5. Gry parzysto$ci o ograniczonym zbiorze rankéw (do 20.04.2009) Gre parzystosci
(przypomnienie) na skoniczonym grafie gry G = (V| F) definiujemy nastepujaco. Graja gracze
Even i Odd. Dodatkowo dana jest funkcja rank : V' — N przyporzadkowujaca kazdemu wierz-
chotkowi rank. Zaktadamy, ze z kazdego wierzchotka istnieje ruch wychodzacy, czyli kazda roz-
grywka jest nieskoniczona. Rozwazmy nieskonczona rozgrywke vgvivs . . .. Przez limsup,, . rank(vy,)
oznaczymy najwickszy rank, ktory wystapit nieskonczenie wiele razy na rozgrywce. Gracz Odd
wygrywa, gdy liczba ta jest nieparzysta, gracz Even w przeciwnym przypadku.



Zadanie

Dla gier parzystosci o liczbie rankéw ograniczonej przez m € N znajdz algorytm rozwigzu-
jacy (czyli dla kazdego wierzchotka odpowiadajacy na pytanie, ktéry z graczy posiada strategie
wygrywajaca z tego wierzchotka) te gry parzystosci w czasie O(|V|/™), gdzie f(m) jest funkcja
liniowa, (zapewne prawie f(m) = m). Zauwazmy, ze wiemy juz, ze gry parzystosci sa zdetermi-
nowane, nie trzeba tego dowodzi¢.

6. Réwnowaga Nasha w strategiach czystych (do 27.04.2009) Rozwazmy gre trzech
graczy, w ktorej kazdy z graczy ma n strategii. Jest to gra w formie macierzowej, posiada
n® pol, w kazdym polu trzy liczby - wyptaty dla odpowiednich graczy. Wszystkie 3n® liczb
losujemy niezaleznie z rozkladem jednostajnym z przedziatu [0,1]. Oszacowaé z dotu przez
f(n) prawdopodobienstwo tego, ze w rozwazanej grze istnieje rownowaga Nasha w strategiach
czystych. Oszacowanie ma by¢ takie, by
lim f(n) =C,

gdzie C' € R dostatecznie duze (co znaczy dostatecznie duze to juz zalezy tylko od mojego
uznania, ale zdecydowanie ma to by¢ wiecej niz 0).

7. Ilo$¢é réwnowag Nasha (do 4.05.2009) Rozwazmy gre dwoch graczy, w ktorej kazdy
z graczy ma dostepnych dokladnie n strategii czystych. Gra ta jest opisana przez macierz
wyplat, w kazdym z n x n pol macierzy wpisane sg wyptaty dla obu graczy. Zauwazmy, ze
kazdej réwnowadze Nasha (nawet ogdlniej, kazdej parze strategii) mozemy przyporzadkowaé
pare liczb (A, B) taka, ze A to oczekiwany zysk gracza pierwszego, a B to oczekiwany zysk
gracza drugiego przy wyborze wtasnie tych strategii. Rozstrzygna¢ jak duza moze by¢é moc
zbioru rownowag Nasha w strategiach czystych w powyzszej grze, by dla kazdych dwoch
rébwnowag z tego zbioru (nie musza to byé wszystkie réwnowagi w tej grze) pary liczb im
przyporzadkowane byty rézne (choé¢ jedna z liczb byta rézna).

8. Strategie mieszane dyskretne (do 18.05.2009) Rozwazmy gre w aukcje. Gra n graczy,
gracze sa ponumerowani, licytuja oni pewien obiekt. Kazdy z graczy przed gra wycenia obiekt,
gracz i-ty twierdzi, ze dla niego wartos¢ obiektu wynosi v;, przy czym zachodza nierownosci
V1 > Vg > ...> Up.

Nastepnie ma miejsce licytacja, kazdy z graczy réwnoczesnie podaje kwote a;, ktora jest
w stanie zaptaci¢. Licytacje wygrywa gracz o najmniejszym numerze z tych, ktérzy podali
najwiekszg stawke. Zysk gracza wynosi 0, jesli nie kupit on obiektu, badz v; — a; jesli go kupit.

Zdefiniujmy strategiec mieszana dyskretna: gracz wybiera pewna liczbe M € N, M liczb
¢1,...,cp 1 pewien rozklad na tych liczbach (p1,...,py). W szczegblnosei kazda strategia
czysta jest strategig mieszang dyskretna, gdzie M = 1.

Rozstrzygnaé, czy w kazdej rownowadze Nasha w strategiach mieszanych dyskretnych obiekt
kupuje gracz numer 1 (z prawdopodobiefistwem 1).

9. Gra bisymulacyjna (do 1.06.2009) Niech G; i G, beda dwiema grami parzystosci. Gra
bisymulacyjna G; ® Go nazwiemy gre dwoch graczy, Duplicatora i Spoilera. Gra rozpoczyna
sie w parze wierzchotkéw (ug,vp), gdzie ug jest wierzchotkiem w grze Gy, a vy w grze Gy oraz
sa one wierzchotkami tego samego gracza (wpp. méwimy, ze Spoiler od razu wygral). Spoiler
zaczyna, wybiera gre (G; lub Gs) i rusza sie w tej grze (idzie po pewnej krawedzie). Nastepnie
Duplicator rusza sie w drugiej grze (idzie po krawedzi), tak, by docelowe wierzchotki u; i vy
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byty wierzchotkami tego samego gracza, jesli nie ma takiego ruchu, to wygrywa Spoiler. W
ten sposob gra toczy sie w nieskoniczono$é (Spoiler wybiera gre i rusza sie, Duplicator musi
odpowiednio odpowiedzie¢).

Duplicator wygrywa jesli rozgrywki uguius ... w Gy oraz vouivs ... w Gy sg wygrywajace dla
tego samego gracza, wpp. wygrywa Spoiler.

Udowodnié, ze jesli w grze G; ® Gy z wierzchotka (u,v) wygrywa Duplicator, to w grze Gy z
wierzchotka u wygrywa ten sam gracz (Odd lub Even) co w grze G, z wierzcholka v.



