Nagroda Godla - ¢wiczenia

Cwiczenia 1

Bedziemy ¢wiczy¢ algebre, przyda sie pdzniej do algorytmu AKS, a poza tym
sama w sobie jest ciekawa. Pokazemy (z drobnymi lukami), ze cialo skoficzone
rzedu (czyli o liczbie elementéw) n istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy n = p* dla
pewnej liczby pierwszej p i naturalnej k. Podaje def. ciala (grupa przemienna
z dodawaniem, prawie grupa przemienna z mnozeniem - 0 nie ma odwrotnosci,
rozdzielnosé).

1. Najpierw pokazmy, ze dla liczby pierwszej p istnieje ciato rzedu p.
Po prostu Z,, dziata.

2. Teraz pokazemy (prawie), ze istnieje cialo rzedu p*. Konstrukecja jest
nastepujaca. Bierzemy dowolny wielomian nieskracalny h(z) stopnia k nad Z,.
(nie jest jasne, ze istnieje, to jest pewna luka) Definiujemy nasze cialo jako
F =Z,[x]/h(z), czyli dzielimy wielomiany modulo h(x). Pokazaé, ze tu wszystko
dobrze dziala.

Tu warto zrobié¢ sobie wszystko na spokojnie. Mozna rozwazy¢ przyktad np.
dla n = 9, czyli wielomiany stopnia 2 nad Zs. Przykladowym wielomianem
nieskracalnym jest x? + 1. Wszystkie rzeczy wychodza w miare prosto, przy
czym istnienie odwrotnoéci nie jest jasne. Najlatwiej chyba jest to pokazaé z
algorytmu Euklidesa.

3. Teraz pokazemy, ze nie ma cial o innych rzedach. Na poczatek: pokazac,
ze charakterystyka ciala jest liczba pierwsza. Charakterystyka to najmniejsza
liczba k taka, ze 1+ 1+ ... 4+ 1 = 0, gdzie jedynek jest doktadnie k.

Zalézmy, ze suma k jedynek to 0, ale £ = ab dla pewnych a,b > 1. Niech
zp to suma { jedynek. Mamy wiec x,z;, = 0. Pokazemy, ze z tego wynika, ze
o = 0 lub xp = 0, czyli sprzecznosé - charakterystyka jest jednak mniejsza.
Ogolnie, niech xy = 0, ale z # 0 # y. Wowczas istnieja ! oraz y~'. Mamy
wiec z 7 tayy~! = (z7ta)(yy™!) = 1-1 = 1, a z drugiej strony 2 tayy~! =
Y ay)y~t = 27 10y~! = 0. Sprzecznosé.

4. Teraz pokazemy, ze podzbiér zlozony z sum 1+ ...+ 1 jest cialem (to
wychodzi latwo, to po prostu jest cialo Zp).

5. Teraz pokazmy, ze F' jest przestrzenia liniowg nad Z,,.

To po prostu wychodzi jak zobaczymy co trzeba pokazaé¢. Dodanie dwoch
elementéw z F' oraz pomnozenie elementu z F' przez element z Z,, ma by¢ nadal
w ciele. Poza tym musi zachodzi¢ rozdzielnosé. Wszystkie te rzeczy wynikaja
natychmiast z wlasnosci ciala.

6. Pokazmy, ze to juz daje, ze n = p*.

Z algebry liniowej wynika, ze istnieje pewna baza. Niech ma ona moc k i
bedzie to {aq,...,ax}. Musi byé skoniczona, bo F jest skoficzone. Wiemy tez,



ze kazdy element F' przedstawia si¢ jednoznacznie w bazie. Wspoélczynniki sa z
Zy, czyli mozliwych elementéw F' jest pk.

Cwiczenia 2

Kontynuujemy algebre, jako przygotowanie do AKS.
Niech €, to pierwiastek n-tego stopnia z n, ten o najmniejszym niezerowym
kacie. Wtedy definiujemy n-ty wielomian cyklotoniczny

on(x) = [J(z — ).

k|n

Przyjrzymy sie pierwszym kilku. ¢1(z) = 2—1, ¢o(x) = 2+ 1, ¢3(z) = 2% +2+1,
da(z) =22+ 1, p5(x) =t + 23 + 22 + 2 + 1, ¢pg(x) = 2% + 2 + 1. Ogdlnie np.
¢p(z) = 2P~ +2P~2 + ...+ 2z + 1 dla liczb pierwszych p.

1. Pokaz, ze [];,, ¢a(z) = 2™ — 1.
Po prostu wystarczy pokazaé, ze wszystkie x — & wystepuja tam.

Formulujemy teraz Lemat Gaussa (tak naprawde jego czesé). Jesli p(z) €
Z|z] jest prymitywny (ang. primitive, moze po polsku inaczej, NWD wspélczyn-
nikéw to 1) i nierozkladalny w Z[z], to jest tez nierozkladalny w Q[z].

2. Pokaz, ze ¢, (x) € Zx].

Rozwiazanie to indukcja. Trzeba zalozyé, ze wszystkie ¢p(z) € Zx] dla
k < n i skorzystaé¢ z zadania 1.

Teraz przechodzimy do bisymulacji. Pokazemy, ze rownowazno$¢ gramatyk
prostych jest nierozstrzygalna. Gramatyki proste to deterministyczne gramatyki
bezkonteksowe w postaci Greibach, w szczegdlnosci kazdy nieterminal generuje
co najwyzej (a po naturalnych zalozeniach dokladnie) jedno stowo.

Definiujemy norme nieterminala jako dlugos¢ najkrétszego generowanego
stowa.

3. Pokazaé, ze dla kazdej gramatyki mozna zalozy¢, ze jest ona unormowana
(gdy zalezy nam tylko na jezyku).

4. Jak duza moze by¢ norma?
Méwimy o bisymulacji, grze bisymulacyjnej, przyktady.

5. Pokazaé, ze dla unormowanych gramatyk prostych bisymulacja i réwnosé
jezykéw to to samo. Zauwazmy w ogéle (potem), ze to sie tyczy kazdego deter-
ministycznego i unormowanego systemu.

Rozstrzygniemy teraz bisymulacje dla ogdlnych (nie koniecznie prostych)
unormowanych gramatyk w postaci Greibach.

6. Pokazaé, ze a ~ (3 implikuje ||a|| = ||F]]-

Cwiczenia 3



Kontynuujemy bisymulacje. Teraz méwimy o rozktadzie.
1. Pokaz, ze dla kazdego nie pierwszego X istnieje a € P* taka, ze X ~ a.

Mozemy zatem zdefiniowaé baze. Baza sklada sie z symboli pierwszych oraz
dla kazdego nie pierwszego z pary (X, a), gdzie o € P*. Kluczowa jest nastepu-
jaca wlasnosé.

2. Pokaz jednoznaczno$¢ rozkladu, tj. ze dla kazdych o, 8 € P* jesli a ~ 3,
to a = (. Zwr6émy uwage przy okazji, ze to oznacza, ze dla dowolnych ~,d
zachodzi v ~ § <= decp(y) = decp(9).

Trzeba wzia¢ kontrprzyklad, ktéry jest najmniejszy jesli chodzi o norme.
Nastepnie nalezy wziaé¢ jego ruch redukujacy norme i odpowiedz. Wyjdzie z
tego sprzecznosc.

3. To jak teraz opracowaé algorytm? Zauwazmy, ze gdyby$my mieli baze dla
~ to juz tatwo. Trzeba po prostu sprébowaé zgadnaé baze B taka, ze =p to
bisymulacja i a =g (.

4. Jak sprawdzié, czy dla danej bazy B relacja =pg jest bisymulacja?

Wystarczy sprawdzi¢, ze kazda para w B przetrwa jeden krok. Zalézmy, ze to
sprawdziliémy. Wystarczy pokazaé teraz, ze w ogble kazda para w =p przetrwa
jeden krok. No a wtedy kazda para przetrwa dowolnie wiele krokéw.

Teraz bedziemy si¢ zajmowaé¢ aproksymacjami dla TSP.

5. Pokazaé¢, ze TSP nie da sie aproksymowaé ze stalym czynnikiem (tu za-
16zmy czynnik 2).

To si¢ robi poprzez redukcje z cyklu Hamiltona. W instancji TSP wstawiamy
tam gdzie byla krawedz w oryginalnym grafie krawedz z waga 1, a tam gdzie
nie bylo krawedz z waga 3n.

6. Teraz robimy metryczny TSP, czyli zakladamy, ze odleglosci spelniaja
nierownosé trojkata. Pokazaé, ze da sie w tej sytuacji zrobié¢ algorytm wielomia-
nowy ze stata aproksymacji 2.

Robi si¢ minimalne drzewo rozpinajace, ktére ma koszt oczywiscie mniejszy
niz minimalny cykl. Obchodzi sie je dwa razy. Jak chce sie doj$¢ na wierzcholka,
w ktoérym sie juz byto to robi pomija sie go i idzie bezposrednio do nastepnego
nieodwiedzonego. Ten skrot dzieki nieréwnosci tréjkata nie wydtuza catej drogi.

7. A teraz zrobi¢ algorytm wielomianowy ze stalg aproksymacji % (hipoteza
jest, ze % to optimum).

Rozwazmy wierzcholki, ktére maja w minimalnym drzewie rozpinajacym
stopienn nieparzysty. Robimy na nich minimalne skojarzenie doskonate. Latwo
pokazaé, ze istnieje skojarzenie doskonale o koszcie mniejszym niz polowa mi-
nimalnego cyklu komiwojazera. Teraz to skojarzenie razem z drzewem rozpi-
najacym daja graf w kazdym stopniu parzystym. Robimy na nim cykl Eulera,

3

on przechodzi przez wszystkie wierzchotki. Koszt tego nie przekracza 3 mini-

malnego cyklu komiwojazera. Teraz robimy to samo co poprzednio, czyli jesli



chcemy jaki$ wierzchotek odwiedzi¢ drugi raz, to dodajemy skroét, ktory dzieki
nieréwnosci trojkata niczego nie psuje.

Cwiczenia 4

Robimy na éwiczeniach rzeczy, ktore zostaly z AKSu.

1. Pokaz, ze krok 1 w algorytmie (sprawdzanie, czy n = a® dla pewnego
b > 1) jest wielomianowy.

2. Pokaz, ze krok 5 w algorytmie (sprawdzenia tej réwnosci modulo z" —1,n)
jest wielomianowy.

3. Liczymy czas dzialania algorytmu AKS (szacujemy z gory, zeby wyszlo
okoto n?/2).

4. Udowodni¢ Lemat 4.3.

Wypisuje jak definiujemy r (najmniejsza liczba nie dzielaca iloczynu) i chcemy
pokazaé trzy rzeczy:

1. r < B,

2. r Ln( tez nie dzieli iloczynu),

bo Nng(r,n)
3. or(n) > log?(n).
5. Udowodnié, ze jesli n oraz p sa introspektywne dla (z + a), to % tez (to
moze).

To si¢ robi do$¢ skomplikowanie, najpierw latwo, a potem trzeba pokazac,
ze fP = gP implikuje f = g w naszym przypadku.

6. Udowodni¢ Lemat 4.9 (moze).
To zrobie na wykladzie jednak.

Cwiczenia 5

To byly pierwsze ¢wiczenia z algorytméw kwantowych.
1. Znalez¢ obwdd mapujacy [00) na %OOO) + [11)).

Najpierw przyktadamy Hadamarda do pierwszego kubitu, a potem controlled
not do obu.

2. Pokazaé, ze macierze unitarne to te same co zachowujace dlugosc.

Niech vq,...,v, to kolumny macierzy A. Z unitarnosci wynika, ze v;v; = 1
oraz v;v; = 0 dla i # j. Niech v = (a1, ..., a,). Mamy Av =", a;v;. Zatem

n n n
‘A’U| = (Z (li’Ui)(Z ajvj) = Z aidjvi’z_)j = Zaidi = |U|
i=1 j=1 i=1

1<i,g<n



No to pokazaliSmy w jedna strone. W druga strone jest chyba nieco trudniej,
ale nie bardzo.

3. Analizujemy macierze kwantowej transformaty Fouriera. Pokazaé¢, ze sa
one unitarne.

4. Zobaczy¢, ze obwod, ktory realizuje kwantows transformate Fouriera fak-
tycznie ja realizuje. (Tego nie zrobili$my, ale to mozna by zrobié¢ na tych éwi-
czeniach. Jest za to napisane na wykladzie.)

Cwiczenia 6

To sg drugie ¢wiczenia z algorytméw kwantowych. Oprécz tego pokazalidmy
tez twierdzenie Immermana-Szelepcsenyiego o tym, ze NL = coNL.

1. Pokaz, ze grupa Z;, jest cykliczna. (to nie jest proste, ale da si¢ zrobié, sa
w Internecie rézne rozwiazania)

2. Pokaz, ze jedli umiemy rozwiaza¢ problem rzedu elementu modulo w P,
to tez rozwiazaé faktoryzacje w P.

Teraz pokazujemy, ze NL = coNL. Pokazujemy to na kroki. RobiliSmy co$
w stylu opisu ponizej.

3. Pokaz, ze jedli umieliby$my policzy¢ ile elementéw jest osiagalnych z s w
n krokach, to umielibyémy niedeterministycznie sprawdzié, czy t jest osiagalny
Z S.

Po prostu przegladamy wszystkie elementy, zgadujemy $ciezke do nich i li-
czymy ile zgadliSmy. Jesli zgadliSmy, ze t nie jest osiggalny oraz licznik zgad-
nietych, ze sa osiagalne wyszedl taki jaki powinien by¢ wynik, to ¢ nie jest
osiagalny.

4. Powiedzmy, ze mamy liczbe osiaggalnych w k krokach. Jak sprawdzi¢, czy
v jest osiggalny w k + 1 krokach?

Przebiegamy wszystkie (tu uzywamy liczby osiagalnych w k krokach) wierz-
chotki osiagalne w k krokach i z kazdego robimy jeszcze jeden krok.

5. A teraz pokazaé jak z liczby osiggalnych w k krokach policzy¢ liczbe
osiggalnych w k + 1 krokach.

Po prostu przechodzimy po wszystkich v i sprawdzamy, czy jest osiagalny w
k + 1 krokach tak jak w zadaniu 4. Jak zlozymy wszystkie te rzeczy plus to, ze
nieosiagalnosé jest coNL-zupelna, to mamy, ze NL = coNL.

Mozna dla poprawienia zrozumienia zapyta¢ co tu jest sSwiadkiem (tym zgad-
nietym). Odpowiedz jest taka, ze to jest ciag zbioréw wierzcholkéw osiggalnych
w coraz wiekszych odleglosciach.

Cwiczenia 7



Bedziemy sie zajmowali bladzeniem losowym w grafach nieskierowanych.
Na te ¢wiczenia n to liczba wierzcholkéw w grafie, a m to liczba krawedzi.
Pokazemy ogolnie rzecz biorac, ze w grafach nieskierowanych istnieje takie C,
ze jedli zrobimy Cn? krokéw bladzenia losowego i v jest osiggalne z u, to z
duzym prawdopodobienstwem jeéli startujemy z u, to odwiedzimy v podczas
tego bladzenia.

Btadzenie losowe polega na tym, ze jesli jestedmy w jakims$ wierzchotku o
stopniu d, to wychodzimy z prawdopodobienstwem é kazda z krawedzi.

1. Niech H, , bedzie oczekiwang liczba krokéw, po ktérych startujac z u
odwiedzimy bladzac losowo wierzchotek v. Pokaz, ze jesli H,, = O(n?), to
istnieje C takie, ze P(odwiedze v po Cn® krokach) > 1.

Bedziemy korzystali z nieréwnosci Markowa, ktéra méwi, ze w szczegdlnosci
dla zmiennej losowej X, ktora przyjmuje tylko nieujemne wartosci zachodzi

P(X > kEX) <

I =

Niech X to pierwszy czas dotarcia z v do v. Wtedy EX = H,,,. A zatem jesli
Hy, ., < Dn?, to P(X > 2Dn?) < .

2. W dalszej czesci éwiczen skupimy sie wiec na pokazaniu, ze H,, , = O(n?)
dla graféw nieskierowanych. Pokazaé przyklad, ze dla graféw skierowanych moze
by¢ to wykladnicze.

Rozwazmy graf o wierzchotkach 0,1,...,n — 1,n. Niech krawedzie beda na-
stepujace: (i,i+1) dlai < n oraz (i,0) dla 0 < i < n. Wéwczas zeby dotrzeé z 0
do n trzeba n — 1 razy pdj$¢ krawedzia (7,7 + 1). Widaé sie, ze oczekiwany czas
dotarcia do n jest wykladniczy. Mozna to precyzyjniej pokazaé tak, ze praw-
dopodobienstwo dotarcia tam w jednym spacerze zaczynajacym si¢ z 0 wynosi
2=(n=1)  Jedli to sie nie uda, to wracamy z powrotem do 0. A wiec oczekiwana
liczba spaceréw jest wyktadnicza (chyba), mozna to pewnie latwo pokazaé.

3. Rozwazmy graf bedacy linia, tzn. skladajacy sie z wierzchotkéw 0,1,...,n
i krawedzi (4,7 + 1) dla ¢ < n. Obliczmy Hoy,.

Dla uproszczenia oznaczen niech H; = H; ,,. Mozna napisa¢ réwnania reku-

rencyjne:
Hy =1+ Hy, H, =0,
oraz
Hi 1+ Hipq
2

dla 0 < i < n. Wiemy, ze te réwnania maja tylko jedno rozwiazanie. Mozna
pokazaé, ze rozwigzanie H; = n? — 2 spelnia powyzsze warunki, wiec to jest
odpowied?. Zachodzi wigc Hp,, = n?.

Hi=1+

4. Teraz bedziemy dazyli do pokazania, ze dla kazdych w,v zachodzi H,, , +
H,. = O(n3). W tym celu uzyjemy nietypowego sposobu: analizy przeplywu
pradu przez obwod. Pewnie mozna to zrobié¢ samymi przeplywami, nie odwolujac
sie do pradu, ale tak jest chyba bardziej intuicyjnie. Rozwazmy nasz graf, w



ktéorym w kazda krawedz wstawiliSmy opornik o oporze réwnym 1. Naszym
ogblnym celem bedzie pokazanie, ze

Hu,v + Hv,u =2m- Ru,v;

gdzie m, dla przypomnienia, to liczba krawedzie w grafie, a R, ,, to opér pomie-
dzy wierzchotkami u a v w naszym grafie. Oczywiscie m = O(n?). Nietrudno
pokazaé, ze R, , = O(n) o ile istnieje Sciezka z u do v. Istotnie, jesli usuniemy
wszystkie oporniki w grafie spoza tej Sciezki, to opér nie zmaleje (pewnie wzro-
$nie). No a Sciezka ma opér taki jak jej dlugosé, czyli maksymalnie liniowy. To
by zatem pokazalo, ze istotnie R, , + Ry = O(n3).

Robimy tak. Przyktadamy potencjaly do réznych wierzchotkéw tak, ze

e dla kazdego wierzchotka w wplywa do niego prad o natezeniu d(w), czyli
jego stopniu

e dodatkowo z wierzcholka v wyplywa prad o natezeniu 2m.

Suma stopni wierzchotkéw w grafie to dwa razy liczba krawedzi, wiec jest ok,
tyle samo pradu wpltywa, co wyptywa. Niech ¢, , to réznica potencjaléw w tej
sytuacji pomiedzy wierzcholkiem u a v. Zadanie brzmi: pokaz, ze ¢, = Hy,v.
Mozna daé¢ wskazowke, zeby napisa¢ rownania rekurencyjne i zobaczy¢, ze sa
one takie same.

Wierzcholek v jest ustalony. Oznaczmy wiec H, = H,, oraz ¢, = ¢y.u-
Oczywiscie dla v = v zachodzi H, = 0 = ¢,. W dalszej czesci zakltadamy, ze
u # v. Niech d(u) to stopien u, a S(u) to zbidr wszystkich sasiadéw u. Dla
dowolnego u réwnanie na H,, jest nastepujace:

1
H, =14 — E H,.
weS (u)

Niech I, ; to natezenie pradu pomiedzy s a ¢, gdy ci sa sasiadami. Dla dowolnego
u do u wplywa d(u) pradu, z definicji sytuacji. Musi wiec tyle samo wyplywadé.
Mamy wiec

d(“): Z Iu,w: Z (bu,w: Z Ou—Pw = Z Gu— Z ¢w:d(u)¢

weS(u) weS(u) weS(u) weS(u)) weS(u)

Po prostym przeksztalceniu otrzymujemy

1
(bu:l‘f'm Z (bur

weS (u)
Czyli istotnie Hy, = ¢y .

5. Nazwijmy powyzszy scenariusz litera A. Teraz opiszmy scenariusz B. Jest
on analogiczny, tyle, ze to z wierzchotka u wypuszczamy prad o natezeniu 2m.
Niech teraz napigcia to ¢ ;. Pokaz, ze ¢, , = Hy -

To jest oczywiste, dokladnie tak jak poprzednio.

6. Teraz robimy scenariusz C. Z kazdego wierzchotka w wypuszczamy teraz
prad o natezeniu d(w), a do wierzchotka u wpuszczamy prad o natezeniu 2m.
Oblicz ile teraz wynosi ¢y, .

u Z ¢71)'

weS (u)



Wszystko jest w odwrotng strone niz w scenariuszu B. A zatem

/" !
d)u,v = d)v,u = HU7U'

7. Pokazaé teraz, ze Hy , + Hy o =2m - Ry .

Sumujemy scenariusze A i C. Niech napiecie bedzie oznaczane teraz ¢',.
;

Mamy wiec prad o natezeniu 2m, ktory wplywa do u i prad o natezeniu 2m,
ktory wyplywa z v. A wiec
o 2m - Ry .

w,w
7 drugiej jednak strony to sa zsumowane scenariusze A i C, wiec
P = Suo + Oy = Huw + Hou,
co konczy dowodd.
8. Pokaza¢ przyklad grafu i wierzcholkéw u, v takich, ze H, , = ©(n?).

Bierzemy dtuga Sciezke, o dtugoséci N, niech u bedzie na jej prawym koncu,
a v na jej lewym koncu. Na prawym koncu, w u dolaczamy klike K. Liczba
wierzchotkéw n to n = 2N. Mamy wiegc m = N + (];f) = O(n?). Mamy tez
R,, =n = 0O(n) A wiec Hy, + Hy, = O(n?). Z drugiej strony wiemy z
zadania 3, ze H,, = N%. Zatem H, , = O(n®) — N? = O(n?).

Cwiczenia 8

Zajmujemy si¢ utamkami tancuchowymi. Pretekstem do tego byto to, ze pod
koniec algorytmu Shora ta metoda jest wykorzystywana do znalezienia dobrego
przyblizenia jakiejs liczby przez utamek. Prawdziwym powodem jest to, ze to
ciekawy kawatek matematyki.

Ogoélnie utamek tancuchowy to przedstawienie pewnej liczby = w postaci

1
T=ag+ ——— ),

a 1
1t a2+ﬁ

gdzie wszystkie a; € ZT. Bierzemy zawsze najwicksze mozliwe a;, tak, ze np.

r —ag < 1. Oznaczymy wtedy = = [ag; a1, as, ...]. Przykladowo mamy 2 =
[1;2,2,2,...]. Oznaczmy R, = [ag;ai1,as,...,a,], czyli np. Ry = ag, Ry =
ag + i Oznaczmy tez x, = [an; nt1, Gnta,--.). Czyli np. x = xy. Okazuje sie,

ze R, jest dobrym przyblizeniem z. Latwo zobaczy¢ tez, ze jest liczba wymierna.
Twierdzenie, ktére bedziemy dowodzié to:

/
Twierdzenie Jesli R, = L oraz [z — 5| < |z — R,|, to wéwezas ¢' > q.

Innymi stowy liczby R,, sa najlepszymi przyblizeniami liczby x.

1. Pokaz, ze rozwinigcie x w utamek tancuchowy jest skoniczone wtedy i tylko
wtedy, gdy z jest liczba wymierna.



Jasne jest, ze skonczone rozwiniecie jest liczba wymierna, wiec liczba niewy-
mierna ma zawsze nieskonczone rozwiniecie. Nieco trudniejsze jest pokazanie,
ze liczba wymierna ma skonczone. Pokazemy jednak, ze mianownik xj41 jest
zawsze mniejszy niz mianownik xy, wigc w koncu zejdzie on do 1 i rozwijanie

. , . _p _ 1 . 1 _ . _
sie skonczy. Niech zj = o Mamy x, = ap + P A wiec - T — ak
p—arg _ p’

7 T gdzie p’ < ¢, bo ay jest najwiecksze mozliwe. A zatem 11 =
no i mamy p’ < g, czyli to, co chcemy.

q
p"’

2. Zdefiniujmy ciag Py = ag, Qo = 1, P = aga; + 1, Q1 = aq oraz P, =
akPy—1+ Py_2, Qk = axQp—1 + Q—2 dla k > 2. Mamy Ry = ap = £ oraz

Qo
Ry = ag + 711 = %. Pokaz, ze R,, = 51'

Pokazujemy przez indukcje. Zalézmy, ze R,, = g . Zatem

me aum,1 + Pm72
Qm aQO—l + Qm—2 .

Zauwazmy, ze jesli podstawimy a,, +

— zamiast a,, w R,, to dostaniemy
Ry 41. A wigc tak samo jest z prawej strony. Mamy wiec

R o Prn1(am + am1+1) + P2  amy1(@m P+ Pr2) + Pt @1 P+ Pt Py
m Qm—l(am + 1 ) + Qm—2 am-i—l(aQO—l + Qm—2) + Qm—l am+1Qm + Qm—l Qm+1 .

Am+1

3. Pokai, ze Pklek — Qkflpk = (—1)k.
To idzie tatwo przez indukcje.

4. Pokaz, ze Ry < Ry < R4 < ... < Rs; < R3 < R; (dla z, dla ktérego one
sie nie zréwnuja, tzn. as istnieje, np. dla x niewymiernego).

To tatwo widaé z poprzedniego zadania na przyklad.

5. Oblicz R, — R, _1.

Wychodzi
Pn Pn— Pn n—1 " nPn— -1 n-l
R, R, =1n_ 1 P@Qna —Q 1 (=D _
Qn anl Qnanl Qnanl
6. Pokaz, ze |z — Ry41| < | — Ry|. (to jest doéé trudne, ja to pokazalem na
tablicy)
Mamy
Pn$n+1 + Pn+1
Tg= ——m——————.
ann—&-l + Qn+1
A zatem
Pn$n+1 + Pn+1 Pn ann—l - PnQn—l (*1)”4
ro—Rp=—+——"—/¥"—"—"—= =

B annJrl + Qn+1 Qn B Qn(annJrl + anl B Qn(anL'nJrl + anl) .



Poniewaz x,4+1 < ant1 + 1 to

1 1
Qn(Qn(anJrl + 1) + Canl) B Qn(QnJrl + Qn) '

7 drugiej strony x,42 > 1, wiec

|I‘0 — Rn| >

1
—R,u41] < < — R,
|$0 +1‘ QnJrl(Qn + Qn+1) |x0 |

7. Niech % takie, ze s < Q. Pokaz, ze wowczas |v — 2| > |z — % .
n

Zatézmy, ze |x — Z| < |z — g—"| Pokazemy, ze wéwczas s > Q. Mamy
R, 1 <L <R,lub R, << H,1,todos¢ latwo pokaza¢ z ¢w. 6 i ¢w. 5.

Zatem
1

T g

T
|; —R,_1| <|R, —

Mamy wiec

Pnfl | _ |rQn71 - SPn,1| > 1
Qn—l SQn—l 56271—17

r
> 15 = Rl = |5 -
S S

skad s > Q.

Na konficu Damian Orlef pokazywal geometryczna interpretacje utamkow tan-
cuchowych. Pokazuje sig, ze jesli dla kazdej liczby wymiernej ’qi narysuje sie okrag
o srodku w punkcie (£, #) i promieniu %, to takie okregi sa albo rozlaczne
albo styczne. Teraz utamki tancuchowe sa jako$ powiazane z wpisywaniem okre-

géw pomiedzy dwa styczne i prosta y = 0.

Cwiczenia 9

Na ¢wiczeniach zrobiliSmy jedno zadanie oraz zaczeliSmy drugie. Oba byly
inspirowane przez algorytmy strumieniowe. Pierwsze wziglo si¢ stad, ze przy
pokazywaniu algorytmu randomizowanego, aproksymujacego F» skorzystali$my
z faktu, ze majac ©(log(n)) bitéw losowych mozemy stworzy¢ liniowa rodzine
zmiennych Rademachera (jakby rzut moneta), ktére sa czwérkami niezalezne.
To zadanie tak naprawde mozna rozdzieli¢ na kilka, co zrobilismy.

Drugie zadanie natomiast wzieto sie stad, ze przy pokazywaniu, ze algorytm
deterministyczny, ktéry aproksymuje Fy dla k # 1 musi uzywaé ©(n) pamieci
wykorzystaliSmy fakt, ze postulowana rodzina zbioréw F istnieje.

Méwimy, ze zmienne X1, . .., Xg, przyjmujace wartosci ze skoniczonego zbioru
S sa niezalezne jesli dla dowolnych aq, ..., ar € S zachodzi:

P(Xl =ag ANXg=as AN... Xk A\ ak) = P(Xl = a]_)IP(XQ = CLQ) .- P(Xk = ak).
Zmienne Xi,..., X\ sa r-niezalezne, jesli dla kazdego zbioru {iy,...,i.} C

{1,...,n} zmienne X, ,..., X; sa niezalezne. Dla r = 2 nazywamy to tez pa-
rami niezaleznoscia, dla r = 3 tréjkami niezaleznoscia itd.
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1. Pokaz, ze majac log(n) bitéw losowych mozemy realizowaé¢ nastepujacy
algorytm: kto§ nam daje i € {1,...,n}, a my zwracamy zmienna X,. Zmienne
1

X; maja spelia¢: P(X; = 1) = P(X; = —1) = 5 oraz by¢ parami niezalezne.

Niech te bity losowe to b1,...,br. Robimy tak, ze dla kazdego niepustego
zbioru S C {1,...,k} definiujemy zmienng Xg = €, ¢ b;. Wéwczas wszystkie
X5 s parami niezalezne i jest ich 2% — 1.

€S

2. Teraz pokazadé, ze podobnie mozemy zrobi¢, by zmienne X; bytly tréjkami
niezalezne.

Robimy tak jak poprzednio bity by, . .., by oraz specjalny bit b. Dla dowolnego
(nawet pustego) zbioru S C {1,...,k} definiujemy X = (P,cqbi) ® b. Latwo
sprawdzi¢, ze dla dowolnych S7, 5,53 zmienne Xg, i Xg; sa niezalezne oraz
S1 @S2 # S3. Ten ostatni warunek implikuje, ze zmienne Xg,, Xg, oraz Xg,
sg niezalezne. AgitowaliSmy to na ¢éwiczeniach, ale nie pokazaliSémy tego.

3. Teraz pokazaé to samo dla czwérkami niezaleznych zmiennych oraz ogélnie
r-niezaleznych dla ustalonego 7.

Najpierw dla czwérkami niezaleznych. Wezmy bity by, .. ., bg. Bedziemy chcieli
wybiera¢ niektére podzbiory S C {1,...,k}. Powinno by¢ tak, ze S;; # 0,
Si, # Siy, Siy & Si, # Siy oraz S;, & 5;, & S;, # Si,. Ladniej to wyglada
napisane tak:

Sil 7é 0
Si, ®Si, £ 0
Si, ® Si, ® Sy #0
Siy, ® S, @ Si, ®S;, # 0.

Powiedzmy, ze wybieramy te zbiory. Powiedzmy, ze mamy juz wybranych m z
nich. Wtedy: pierwszy warunek zabrania nam 1 zbioru, drugi m zbioréw, trzeci
(7). a czwarty (') zbioréw. W sumie rzedu m® zbioréw. A wiec, z grubsza,
dopdki m? < 2* to mozemy jeszcze dobraé jaki§ zbiér. A wiec wybierzemy
rzedu 2%/3 zbioréw, czyli mozemy zrobié¢ rzedu 2%/3 zmiennych 4-niezaleznych.
Analogicznie mozemy zrobi¢ rzedu 2¥/("=1) zmiennych r-niezaleznych.

4. Pokaz, ze istnieje rodzina F podzbioréw zbioru {1,...,n} takich, ze

1. dla kazdego S € F zachodzi |S| = n/4,

2. dla kazdych S,T € F zachodzi |SNT| < n/8,

3. rodzina F jest wykladnicza, czyli |F| = 290,

Nie rozwiazaliémy tego, ale zostawiliSmy do pomy$lenia w domu. Powiedzie-
lismy o dwoch sposobach, ktére znam, ktére mozna do tego stosowaé. Jedno to
metoda probabilistyczna. Drugie to interpretacja grafowa. Dla kazdego zbioru
mocy n/4 robimy wierzcholek, taczymy krawedzia zbiory, ktére maja przecie-

cie co najmniej mocy n/8. Wystarczy teraz pokazaé, ze istnieje wykladniczej
wielko$ci zbidr niezalezny.

Ewentualnie mozna tu zrobi¢ zadania z algorytméw strumieniowych (ktérych
nie robilidmy, ale miatem w planie):
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e pokaz, ze algorytm randomizowany doktadny obliczajacy Fj musi uzywaé
Q(n) pamieci dla k # 1,

e pokaz, ze algorytm randomizowany aproksymujacy F; musi uzywaé Q(loglogm)

pamieci,

e pokaz, ze algorytm randomizowany aproksymujacy F» musi uzywaé Q(log n+
loglogm) pamigci,

e zaprojektuj algorytm przyblizajacy .., log(m;!) w sensownej pamieci
(ten sposéb co dla Fy,).

Cwiczenia 10

Bedziemy zajmowac si¢ metoda probabilistyczna. Zostata wprowadzona mniej
wiecej w latach 40-tych XX wieku, jej pionierem byt Erdos, ktory wymy$lit wiele
dowodéw, przy jej uzyciu (choé nie on ja wymyslit). Polega na tym, ze pokazuje
sie istnienie obiektu spelniajacego pewne wymagania poprzez fakt, ze losowy
obiekt spelnia te wymagania. Czesto tez pokazuje sie tak, ze istnieje obiekt o
pewnej wlasnosci > k tak, ze wartos¢ oczekiwana tej wlasnosci jest > k. Metoda
ta okazala sie nieslychanie skuteczna, nieraz tez wtedy, gdy ciezko skonstruowaé
konkretny obiekt. Stosowana jest w wielu dziatach matematyki. W informatyce
teoretycznej czesto w teorii graféw, buduje sie graf losowy (jakiego$ rodzaju) i
stosuje metode.

Oprécz tego rozwiazemy tez zadanie 4 z ¢wiczen 9.

Rozwazmy przyklad, podany zreszta przez Erddsa. Kolorujemy K, na dwa
kolory. Pokazaé, ze da sie tak pokolorowaé, by nie bylo monochromatycznej
kliki K,.. Pokazmy to dla n = 25, r = 7. Ustalmy konkretng klike. Ona ma

(;) = 21 krawedzi. Prawdopodobienstwo, ze wszystkie beda tego samego koloru

to 2~ (21=1) = 2720 Takich klik jest (275) = 480700. Zatem prawdopodobiefstwo,
ze ktéras z nich bedzie monochromatyczna jest mniejsze lub réwne 482027000 <1.
Zatem istnieje kolorowanie takie, ze zadna z klik wielkosci 7 nie jest monochro-

matyczna.

1. Pokaz, ze w grafie jest cigcie o mocy > 3.

Rozwazmy konkretna krawedz. Wybierzmy losowo wierzchotki do zbioru S,
bedziemy rozwazaé cigcie pomiedzy S a V' \ S. Prawdopodobiefistwo, ze nasza
krawedz nalezy do ciecia to % A wigc warto$é¢ oczekiwana EX;, gdzie X; to
nalezenie krawedzi do ciecia to % Zatem EX, gdzie X to liczba krawedzi w
cigciu to EX = 7. Zatem istnieje cigcie o minimum 7§ krawedziach. To jest tez

2
przyktad wykorzystania wartos$ci oczekiwane;j.

2. Pokaz, ze mozna pokolorowaé¢ kazdy element zbioru {1,2,...,2015} na
jeden z czterech koloréw tak, by nie byto zadnego 10 wyrazowego ciaggu arytme-
tycznego w jednym kolorze.

Kolorujemy losowo elementy. Konkretny ciag dlugosci 10 jest monochroma-
tyczny z prawdopodobienstwem 4. Oszacujmy z géry liczbe ciggéw. Nie dziata
takie najprostsze, tzn., ze pierwszy wyraz moze by¢ od 1 do 2006, a skok moze
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by¢ od 1 do |24 ] = 223, bo 2006 - 223 = 447338 > 4°. Zatem szacujemy do-
ktadniej. Jak pierwszy wyraz to a, to skok moze byé¢ od 1 do L%J. Zatem
ciagow jest nie wiecej niz

Wa015—a _ Y 2Ma  2014-2015 2.2t o
Z < == = < =27 =47
9 9 18 16

Czyli prawdopodobienstwo, ze pewien ciag jest monochromatyczny jest mniejsze
niz 1. Zatem istnieje pokolorowanie takie, ze nie ma ciagu monochromatycznego.

3. Rozwiazujemy teraz zadanie 4 z ¢éwiczen 9.

Ta metoda zostala zaproponowana przez Marcina Pilipczuka. Najpierw zrébmy
to metoda grafowa. Zrébmy graf, w ktérym jest (n7 4) wierzcholtkéw, kazdy to
pewien podzbiér S mocy n/4. Robimy krawedz miedzy wierzchotkami gdy prze-
ciecie odpowiadajacych zbioréw jest wieksze niz n/8. Zobaczmy, ze kazdy zbidr
niezalezny w tym grafie spelnia dwa pierwsze warunki z zadania. A wiec wy-
starczy pokazaé, ze istnieje zbior niezalezny wykladniczego rozmiaru.

Wierzcholkow jest (;} 4). Oszacujemy z gory stopien wierzchotka. Powiedzmy,
ze przeciecie jest wielkosci k. Takich k& mozliwych jest okoto n/8 (od n/8 do n/4).
Policzymy teraz dla konkretnego k. Wyborow jest (2)7 wiec nie wiecej niz 2/4.
Poza tym z pozostalych 3n/4 wierzchotkéw musimy dobraé iles, nie wiecej niz
n/8. To to jest nie wiecej niz (37?/;).

Policzmy ile jest mniej wiecej wierzchotkéw w terminach ¢”. Najpierw moze
(n74). Ze wzoru Stirlinga n! ~ (n/e)™. Ogdlnie

(o) e
bn (bn)!(an —bn)! ~ (bn/e)’n - (an — bn/e)en—bn

aannanebnean—bn an

a n
- eanbbnnbn(a _ b)anfbnnanfbn - bbn(a _ b)(a—b)n - (bb(a _ b)afb) :

A wiec

a

(”74> ~ <(1/4)(1/i)(3/4)3/4)n = (%)n ~1,75".

3n/d\ . (3/)EM4) \n .
(n/s) ~ (T memeE) ~bons

Teraz

A wiec
3n/4
8. 9n/4.
" <n/8

W grafie w n wierzchotkach i maksymalnym stopniu d istnieje zbidr niezalezny
o mocy przynajmniej n/(d + 1). A wiec tu istnieje zbiér niezalezny o mocy
przynajmniej

> ~ 1,1892" - 1,40203" ~ 1, 667".

(1,75

nzl 49"
1,667) » 0497,

co jest wyktadnicze.

Teraz drugie rozwiazanie, ta technika zostala zaproponowana przez Tomka
Czajke. Robimy metoda probabilistyczna. Wylosujmy K zbioréw Si,...,Sx w
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ten sposéb, ze kazdy z n elementéw wrzucamy do zbioru S; z prawdopodo-
biefistwem 1/3. Wtedy warto$é oczekiwana wielkosci zbioru to n/3 > n/4, a
warto$é oczekiwana przeciecia to n/9 < n/8. Teraz korzystamy z pewnej wersji
nierownosci Chernoffa, ktora mowi, ze dla konkretnego zbioru S; prawdopodo-
biefistwo tego, ze wielkos¢ S; jest ponizej n/4 lub dla konkretnych S;, .S; wielkosé
przeciecia jest powyzej n/8 jest wykladniczo male w stosunku do n. Zaraz tu
dopracujemy szczegdly. A zatem alternatywa tych dwoéch zdarzen jest wyklad-
niczo mata w stosunku do n, a zatem mozemy wzia¢ wykladniczo duze K takie,
ze suma tych mozliwosci jest mniejsza niz 1 i bedzie na pewno wciaz istnialo
niezerowe prawdopodobienstwo, ze wszystkie zbiory sa duze, a przecigcia male.
Oczywiscie jak zbiory sa wigksze niz n/4, to mozemy je obciaé nieco, wtedy
przeciecia nie wzrosna i nadal bedzie ok.

Wersja nieréwnosci Chernoffa, z ktorej mozemy skorzystaé jest taka. Niech
X1,..., Xk to niezalezne zmienne losowe o wartosciach w {0,1}. Niech X =
¥ Xy, p=EX. Wtedy dla kazdego § > 0 zachodzi

P(X > (14 0)p) ( ¢\

x>+ < (F55m) -

Niech teraz S,T to moje zbiory. Klade X; =1 gdy i € S. Mam X = " | X;
to wielko§¢é S NT. Zachodzi EX = n/9. Z Chernoffa mam

POX > (14 1/8) - n/9) < (= )""* ~ (0.9925)
> . < ~ . " 5
(X > (1 1/8)0/9) < ((gr) = (09929)
co jest wykladniczo malte. Podobnie skorzystam z Chernoffa w druga strone. To
jest techniczne, ale idea Chernoffa jest zasadniczo jasna.

4. Niech n € ZT. Niech A bedzie zbiorem n reszt z dzielenia przez n?. Pokaz,
ze istnieje zbiér B zlozony z n reszt z dzielenia przez n? ktéry spelnia warunek:

przynajmniej polowa reszt z dzielenia przez n? przystaje do a + b dla pewnego
ac A beB.

Losujemy liczby z B. Prawdopodobienstwo, ze konkretna liczba k nie jest
postaci a + b to jest
n
1-=)"=0-1/n)"<1/e<1/2.
n
Zatem prawdopodobienstwo, ze ustalona liczba jest postaci a + b jest wigksze
lub réwne 1/2, czyli wartoéé oczekiwana jest wicksza lub réwna n?/2, czyli jest
pewien wybér B taki, ze wychodzi wiecej lub réwno n?/2.

Mozna da¢é jeszcze wiecej zadan na metode probabilistyczna. Jest tego sporo
w sieci, jest np. artykul Tomka Kobosa z Delty o metodzie probabilistycznej
albo zadania braci Kotowskich (z polskich zrédet).

Cwiczenia 11

Dzisiaj kontynuujemy metode probabilistyczna, nieco bardziej zaawanso-
wane rzeczy, ale nie bardzo.
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1. Pokaz, ze istnieje turniej, w ktérym jest przynajmniej 2?—11 cykli Hamil-
tona.

Po prostu losujemy skierowanie krawedzi. Konkretny cykl Hamiltona ma 2
opcje za 2™, zeby caly byl skierowany w te samg strone. Potencjalnych cykli
Hamiltona jest n!. A zatem warto$é¢ oczekiwana cykli Hamiltona to 2,?—,!1, a wiec
istnieje turniej, ktéry ma przynajmniej tyle.

2. Niech liczba n = n(k, ) bedzie maksymalnym n takim, ze istnieja zbiory
Ai,..., A, oraz By,...,B, (powiedzmy liczb naturalnych, ale to nieistotne)
takie, ze:

e dla kazdego @ € {1,...,n} zachodzi |A;| = k, |B;| = ¢,

e dla kazdego i € {1,...,n} zachodzi A; N B; =0,

e dla kazdych i,j € {1,...,n}, i # j zachodzi A; N B; # 0.
Pokazaé, ze n(k,l) = (k;gé).

Wskazéwka: uporzadkowaé losowo dziedzine i rozwazy¢ zdarzenia U;.

Najpierw pokazmy, ze n(k,l) > (kze). Po spelniaja: A; - podzbiory {1,..., k+
¢} wielkoéci k, B; podzbiory wielkosci ¢, gdzie B; = {1,...,k+ £} \ 4;.

Teraz pokazemy super argument za tym, ze lepiej si¢ nie da. Przypusémy, ze
mamy jakas lepsza rodzine, dziedzina jest X = Ul@:gn A;UB;. Uporzadkujmy X
liniowo w losowy sposéb. Prawdopodobienstwo zdarzenia U;: wszystkie elementy

A; sa przed B; wynosi ﬁ Zauwazmy, ze zdarzenia U; sg rozlaczne. A zatem
k

z czego wynika, ze n < (k;:e).
3. Pokaz lemat Spernera: dla rodziny podzbioréw F zbioru {1,...,2n} takiej,
ze dla S,T € F zachodzi S ¢ T spelnione jest |F| < (2:)

Wskazdéwka: zrobi¢ tak jak w poprzednim zadaniu, tylko A; nie maja usta-
lonej wielkosci.

Powiedzmy, ze jest taka rodzina, to sa zbiory A;. Kladziemy B; = {1,...,2n}\
A;. Niech |F| = K. Wéwczas uzywajac argumenty z poprzedniego zadania do-

stajemy, ze
1 1 K
1> n > ny . [2n)°
LT

i=1 =1 n

zatem K < (2")

n

4. Pokaz stabe twierdzenie Turana: niech d to Sredni stopien wierzchotka
w grafie, czyli d = 277” Pokaz, ze woéwczas wielko$¢ zbioru niezaleznego spet-
nia a(G) > g5. Uwaga: twierdzenie Turana méwi o i1 czego nie da sig juz
poprawi¢ (graf bedacy suma Kg41).

Zauwazmy, ze w grafie, ktéry ma n wierzcholkéw i m krawedzi istnieje co
najmniej n —m spdjnych sktadowych, wiec istnieje tez zbiér niezalezny o mocy
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n—m. Skupmy sie na pokazaniu, ze istnieje taki podzbiér S wierzchotkéw grafu,
Zeng —mg = %, gdzie ng i mg to odpowiednio liczba wierzchotkéw i krawedzi
w tym zbiorze.

Zrobmy tak: wylosujmy zbior S, kazdy wierzcholek wrzucamy do S z praw-
dopodobienstwem p. Niech X to liczba wierzcholkéw, a Y to liczba krawedzi w
S. Wéwezas EX = np, EY = mp? = %p?. Zatem E(X — Y) = np(1 — pd/2).
Jesli weZmiemy p = %, to mamy E(X —Y) = 7. A zatem istnieje przynajmniej
jeden zbior S taki, ze ng —ms > 5.
22n

5. Pokaz, ze (2") >

n) 7 2n+1°

To jest na rozgrzewke. Po prostu pokazuje sig, ze (2:) jest najwiekszy sposrod
(*") dla 0 < i < 2n.

Przypomnimy teraz twierdzenie Czebyszewa z rachunku prawdopodobien-
stwaz:

VarX

2
To sie dowodzi bardzo prosto. Rozwazmy zmienna Y, ktéra nie przyjmuje war-
tosci ujemnych. Wowczas

P(|X —EX|>t) <

EY > s -P(X > s),

co sie nazywa nieréwnoécia Markowa. Niech teraz Y = | X — EX|2. Mamy wiec
VarX = E(|X —EX|?) > ?P(|X — EX|? > ?) = ’P(|X — EX]| > 1),
co jest réwnowaznie nieréwnosci Czebyszewa.

) n

6. POkaZ, ze (:) > ﬁ

Wskazéwka: rozwazy¢ zmienng losowa ¥ = X7 + ... + Xo,, gdzie X; sa
niezalezne oraz P(X; = 0) = P(X; = 1) = 3. Skorzysta¢ tez z twierdzenia
Czebyszewa.

2n
Zobaczmy, ze P(Y = k) = )

S Mamy EY = n, VarY = 2n-VarX; = 3.
Zatem z Czebyszewa mamy:

n 1
P(lY —n| > vn) < 5= = o
(Y =nl> Vi) < o =5

czyli P(|Y —n| < /n) > 1. Mamy jednak P(Y =n) > P(Y = k) dla0 < k < 2n,
k #n. A wiec

PUY —nl<yi) 1

P(Y =n) > > :
( n) 2yn+1 4y/n+ 2

Czesto w metodzie probabilistycznej chcemy pokazaé, ze prawdopodobien-
stwo wystapienia jednego z niesprzyjajacych wydarzen (np. monochromatycznej
kliki) jest mniejsze niz 1. To oznacza, ze prawdopodobiefistwo tego, ze zadne z
nich nie wystapi jest wieksze niz 0, czyli istnieje obiekt, w ktérym zadnego z
nich nie ma. Czesto prawdopodobienstwo sumy wydarzen szacujemy przez sume
prawdopodobienstw. Jednak czasem suma prawdopodobienstw jest wieksza niz
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1, a nadal prawdopodobienstwo sumy wydarzen jest mniejsze niz 1. Jesli zda-
rzenia sg niezalezne, to wtedy

P(|J A)=1- ] (=P,

1<ign 1<i<n

czyli wystarczy, by P(4;) < 1 dla kazdego 1 < i < n. Czasem jednak nie wszyst-
kie zdarzenia sg niezalezne, ale nadal mozna zrobi¢ co§ w tym stylu. Z pomoca
przychodzi lokalny lemat Lovasza (wersja symetryczna i niesymetryczna).

Lemat 1 (Symetryczny lokalny lemat Lovasza). Niech Ay,..., A, bedq zdarze-
niami takimi, ze P(A;) < p dla 1 < i < n oraz kaZde z nich jest zalezne od co
najwyzej d pozostalych. Jesli p < m, to wowezas P((, <<, 4i) > 0.

Czyli jakby tu sytuacja dla d = n — 1 pogarsza si¢ e razy, to znaczy bez
lematu, dla d = n — 1 potrzeba byloby p < % No ale mamy za to uogélnienie
na dowolne d.

Teraz za to niesymetryczny lemat, gdy rézne zdarzenia maja potencjalnie
rozna liczbe zdarzen od siebie zaleznych. Symetryczna wersja dowodzi sie tatwo
z ogolnej.

Lemat 2 (Lokalny lemat Lovasza). Niech Ay,..., A, bedq zdarzeniami, G =
(V, E) bedzie ich grafem zalezno$ci (wierzcholki to zdarzenia, krawed? gdy sq
zalezne). Niech x; € [0,1) dla 1 <i < n takie, ze dla 1 < i < n zachodzi

P(A) <z [] (1—a)).

(i,9)€EE

Wowczas -
P( A)> ] a-=)>o.

1<i<n 1<i<n

7. Mamy 11n punktéw na okregu pokolorowanych na n koloréw, w kazdym
kolorze jest 11. Pokazaé, ze mozemy wybraé zbior n punktéow, kazdy w innych
kolorze, tak, ze zadne dwa sasiednie nie beda wybrane.

Losujemy po jednym punkt z kazdego koloru, kazdy punkt z prawdopodo-
bienstwem ﬁ Niech A; to zdarzenie: wybrane zostaly punkty ¢ oraz ¢ + 1 na
okregu (modulo 11n). Mamy P(A;) = p = 537. Policzymy od ilu zdarzen jest
ono zalezne. Niech punkty ¢ oraz ¢ 4+ 1 beda w kolorach C; i C5. Jest 11 punk-
tow w Cq, wiec oprocz A; jest maksymalnie 21 innych zdarzen z tymi punk-
tami. Podobnie z C5, w sumie sa maksymalnie 42 zalezne zdarzenia. Liczymy,
ze e- (424 1) = 116,89 < 121, wiec z symetrycznego lokalnego lematu Lovasza

mamy, ze P((),¢;<, 4i) > 0, co koficzy dowéd.
8. Pokaz symetryczny lemat Lovasza z ogdlnego.
Ktadziemy z; = ﬁ Mamy wéwcezas dla kazdego 1 < i< n
1 1 1 1 1

; 1—a;)= 1— 4> )l > ——— > p
x(l;[EE( =) P o TP darn 2
2y

17



9. Pokaz, ze dowolna instancja k-SATa, w ktorej kazda zmienna wystepuje
—2
W CO najwyzej % klauzulach jest spelnialna. Zalézmy k > 4, dla mniejszych
to nie ma sensu.

Wybierzmy losowo zmienne. Niech A; oznacza: klauzula i-ta nie jest spel-
niona. Chcemy pokazaé, ze P((, <<, 4i) > 0. Mamy P(4;) = 2% = p. Po-
liczmy od ilu A; zalezny jest Aj. Zeby byly zalezne, to musi byé przynajmniej

jedna zmienne wspdlna. A wiec jest tego d < k% = 2+F=2_ Mamy wiec

11 1

=9k~
p 1d S ed+1)

bo dla k > 4, mozemy ustali¢ d = 2F72 > 4 i wtedy (2872 + 1)e < 2F, w
szczegoblnosei be < 16.
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