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1. Barman. Mozna opowiedzie¢ historie zadania. Marcin Jurdzinski bodajze opowiedziat ja
kiedy$ na Gamesach przy okazji zaktadajac sie, obiecat temu, kto zgadnie rozwiazanie 2 drinki.
Michat Strojnowski zgadt. Ja zrobitem podobne zaktady, kazdy mogt obstawi¢ jeden wynik, z
tych jeszcze nie zajetych.

Barman proponuje klientowi zaktad. Barman obstawia jedng z dwéch liczb 1 lub 2. Podobnie
klient. Jesli klient trafi te samg liczbe k, ktora obstawia barman, to barman stawia klientowi
k drinkéw (czyli jeden albo dwa). W przeciwnym razie klient nie dostaje zadnego drinka, ale
ptaci za x drinkow. Pytanie brzmi: dla jakiego = ta gra jest sprawiedliwa.

Wskazdéwki

Mozna zrobi¢ tak, ze teraz rozpoczacé obstawianie, a w miedzyczasie zrobi¢ zadania 2 oraz
3. Dopiero potem rozwiazac to zadanie. Ja tak zrobilem.

Trzeba sie zastanowi¢ co to znaczy, ze gra jest sprawiedliwa.

Powinno by¢ tak, ze srednia wyptata wynosi 0. Pytanie - w jakiej sytuacji. Sensownie jest
zatozy¢, ze ta sytuacja to rownowaga Nasha. Raczej nie ma co wdawa¢ sie w dyskusije,
czy to jest naprawde naturalna sytuacja do ktérej zbiegamy i w jakim sensie.

Kazdy z graczy ma dwie strategie, pierwszg - obstawianie 1 oraz drugag - ostawianie 2.
Niech Barman obstawia 1 z prawdopodobienstwem p, a klient z prawdopodobienstwem gq.

Zauwazmy, ze jesli ((p, 1 —p), (¢, 1 —q)) to rownowaga Nasha (niekoniecznie w strategiach
czystych), to kazdy z graczy moze zmieni¢ swoja strategie na ktoras ze strategii czystych
wystepujacych z niezerowym prawdopodobienstwem w jego aktualnej strategii mieszanej
i wowczas wynik gry bedzie taki sam. Oczywidcie moze nie by¢ to rownowaga Nasha i
potem moze gra p6js¢ w jakims dziwnym kierunku. Jest to fakcik z wyktadu.

Chcemy wiec, zeby wartos¢ gry, gdy klient obstawi pierwsza strategie byta réwna wartodci,
gdy klient obstawi druga. Prowadzi to do réwnania 1-p+(—z)-(1—p) = (—z)-p+2-(1—p).

Czy mamy jeszcze jakie$ réwnanie?

Tak, wartos¢ gry ma by¢ rowna 0, bo gra jest sprawiedliwa, czyli do powyzszych réwnosci
dopisujemy = 0.

Wychodzi z tego, ze = /2.
A co bytoby w ogdélnosci, gdy zamiast 11 2 wstawimy a i b7
Wyjdzie podobnie v/ab, mozna to nietrudno pokazaé, bo musi by¢
—zp+b(l —p) =ap—x(l—p)=0 (1)
z czego wynika 0 = ap — z(1 — p) & (ap—z(1—p))- 2 +p(2L—2)=0+p(2L—2), czyli
ab = 22, co daje = = Vab.



2. Gra trzech graczy. Niech Pos = PosyU Pos; U Posy, gdzie Pos; sa roztaczne. Rozwazamy
gre trzech graczy, ktorzy nazywaja sie 0, 1 i 2. Pos; to pozycje gracza ¢ dla ¢ = 0,1, 2. Z kazdego
wierzchotka istnieje przynajmniej jeden ruch, czyli kazda rozgrywka jest nieskonczona. Gracz @
wygrywa rozgrywke m = (po, p1, D2, - -.), gdy limsup,,_, . rank(p,) = i (mod 3), czyli gdy na-
jwiekszy rank wystepujacy nieskonczenie czesto daje reszte ¢ modulo 3. Rozstrzygnaé, czy jest
prawda, ze dla kazdej pozycji jeden z graczy posiada z tej pozycji strategie wygrywajaca (czyli,
czy gra jest zdeterminowana).

Wskazdéwki

e Trzeba sprawdzi¢, czy gracz moze wygrac¢ jesli pozostali dwaj sprzymierza sie przeciwko
niemu.

e To nie jest gra zdeterminowana, sprobowac znalez¢ kontrprzyktad.

e Moze by¢ na przyktad taki: 3 wierzchotki, z kazdego da sie przejs¢ do kazdego innego, ale
do siebie nie, pierwszy jest gracza nr 0 i ma rank 0, drugi jest gracza nr 1 i ma rank 1, a
trzeci jest gracza nr 2 i ma rank 2. Wowczas zaden z graczy nie jest w stanie zatrzymac
gry w swoim wierzchotku, a wtedy przegrywa.

3. Algorytm dla gry trzech graczy. Zaprojektowac algorytm, ktéry rozstrzyga dla kazdego
wierzchotka, czy ktoéry$ gracz posiada z niego strategie wygrywajaca, a jesli tak, to ktory.
Zaltézmy, ze mozemy uzywaé jako podalgorytmu algorytmu rozwigzywania gry parzystosci.

Wskazdéwki

e Trzeba si¢ zastanowi¢ kiedy gracz ma strategie przeciwko dwém pozostaltym graczom
grajacym wspoOlnie.

e Mozna polaczy¢ pozostatych graczy w jednego gracza.
e Zredukowa¢ do gry parzystosci.

e Dla kazdego wierzchotka sprawdzamy, czy gracz ¢ moze z niego wygrac, gdzie ¢ przebiega
zbior {0,1,2}. Dla gracza i taczymy pozostatych dwdch i modyfikujemy ranki. Konkret-
nie - wierzchotki gracza ¢ dajemy graczowi Odd, wierzchotki pozostatych graczy dajemy
graczowi Even. Ranki zmieniamy nastepujaco 3n+i +— 2n+1oraz 3n+j — 2n+2- 13-
dla j € {0,1,2} \ {i}, czyli dla pozostalych graczy (gdzie 1x to funkcja zwracajaca 1 na
zbiorze X, a 0 wpp.). Wéwczas w pierwotnej grze wygrywal gracz ¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy w drugiej grze, grze parzystoéci wygrywa gracz Odd.

4. Czyste ré6wnowagi Nasha. Rozwazmy gre dwoch graczy dana w formie macierzowej,
gdzie kazdy z graczy posiada n strategii czystych. Zalézmy, ze wyptaty dla kazdego gracza w
kazdej z n? pol macierzy sa wybrane niezaleznie z rozktadem jednostajnym na [0, 1]. Oszacowaé
od dotu prawdopodobienstwo, ze ta losowa gra bedzie miata rownowage Nasha w strategiach
czystych.

Kontynuacja tego zadania moze by¢ zadanie, ktore zostato zapisane jako zadanie domowe
numer 6.



Wskazowki

e Najpierw mozna postrzelaé¢ ile to mniej wiecej bedzie dla n = 1000. Ciekawie bedzie
pozniej porownaé¢ wynik ze strzatami.

e Zastandéwmy si¢ co wystarczy, zeby byto spetnione, by istniata czysta rownowaga Nasha.

e Oznaczmy strategie gracza A przez aq,...,a,, a gracza B przez by, ..., b,. Wystarczy
zeby istnialy dwie strategie a; oraz b;, ktore sa wzajemnie dla siebie najlepsze. Czyli
falai,b;) > fa(ag,b;) dla dowolnego k oraz fg(a;,b;) > fg(ai, by) dla dowolnego k, gdzie
przez fa 1 fp oznaczamy zyski odpowiednio graczy A i B przy ustalonych strategiach.

e Spdjrzmy na sytuacje z punktu widzenia gracza A (zalézmy, ze wybiera on wiersze).
Spojrzmy na pierwszy wiersz od gory, czyli strategie a;. Przy ustalonej strategii a; pewna
strategia b;, jest najlepsza dla gracza B. Jesli jeszcze strategia a; jest najlepsza dla
gracza A przy ustalonej strategii b;, gracza B, to mamy czysta rownowage Nasha. Praw-
dopodobienstwo tego wynosi % Zatem prawdopodobienstwo, ze nie znalezliSmy jeszcze
rownowagi wynosi 1 — %

e Spojrzmy teraz na drugi wiersz. Przy ustalonej strategii ay pewna strategia b;, jest na-
jlepsza dla gracza B, pytanie, czy as jest najlepsza dla A przy ustalonej b;,. Policzmy
prawdopodobienstwo, ze tak jest. Moze by¢ tak, ze b;, # b;, 1 wowczas wynosi ono %, w
przeciwnym wypadku, gdy b;, = b;,, to wiemy, ze a; nie jest najlepsza dla A przy ustalone;
strategii gracza B b;, = b;,, czyli prawdopodobienstwo, ze b, jest najlepsza wynosi ﬁ
My jednak nie chcemy doktadnie liczy¢ tego prawdopodobienstwa, wystarczy, ze jest ono
nie mniejsze niz %, czyli po drugim rzedzie zostajemy bez znalezionej rownowagi Nasha

w strategiach czystych z prawdopodobienistwem nie wigkszym niz (1 — %)2

e Podobnie jest dla kazdego nastepnego wiersza, jesli strategie gracza B powtarzaja sie, to
wiemy, ze te rozwazane juz wczesniej strategie gracza A nie byty najlepsze, wiec zwieksza
sie prawdopodobienstwo, ze aktualna jest najlepsza. Zatem po rozwazeniu wszystkich
n wierszy prawdopodobienstwo, ze nie mamy réwnowagi Nasha wynosi nie wiecej niz
(1— %)” Liczba ta dazy przy n dazacym do nieskonczonosci do % Zatem dla duzych n
dolne oszacowanie na znalezienie rownowagi w strategiach czystych dazy do 1 — % (choé
by¢ moze nie jest to najlepsza stata).



