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1. Nieskonczony xor. Ktos pokazuje rozwigzanie zadania domowego Nieskonczony xor.
Istniejg dwie metody rozwiazywania tego zadania, przez lemat Kuratowskiego-Zorna oraz przez
zdefiniowanie pewnej relacji. Niech X = {0,1}“. Jest to relacja ~C X x X, x ~ y, gdy
r6znig o skonczong ilos¢ elementow. Nastepnie na kazdej klasie abstrakcji relacji ~ okreslamy
f oddzielnie.

Warto zauwazy¢, ze metoda przez relacje ~ jest prostsza, ale metoda przez lemat K.-Z.
jest w pewnym sensie ogélniejsza. Da sie tg metoda pokazac, ze istniejg funkcje f spetniajace
dodatkowo warunek f(z @ y) = f(z) ® f(y) (nakladamy ten warunek na definiowana relacje
porzadku).

Ciekawym ¢wiczeniem jest policzenie mocy zbioru funkceji typu xor nieskonczony, wychodzi
2¢ (na kazdej klasie abstrakeji ~ mozemy okresli¢ na dwa sposoby) oraz policzenie mocy zbioru
funkeji typu xor nieskonczony z dodatkowym warunkiem (z powyzszego akapitu), co zostalto
wpisane jako zadanie domowe nr 4.

2. Atraktory. Ten paragraf to wprowadzenie pojecia. Rozwazmy gre na arenie V. Niech
X C V. Zdefiniujmy attrg(X) (odp. attr4(X)) jako zbiér wierzchotkéw = € V' takich, ze bedac
w x Ewa (odp. Adam) moze zmusié¢ rozgrywke do wkroczenia (przynajmniej raz) do X.

Warto zrobi¢ ¢éwiczenie, ktore pokazuje, ze attrg(X UY) moze byé istotnie wiekszy od
attrg(X) Uattrg(Y'). Po prostu moze byé¢ wierzchotek, w ktérym Ewa moze zmusié¢ rozgrywke
do wejscia do X UY, ale do zadnego z nich osobno nie moze.

3. Obliczanie atraktora. Warto zrobi¢ takie ¢wiczenie, cho¢ nie bylo ono explicite na
¢wiczeniach. Znalez¢ algorytm wielomianowy obliczajacy atraktor.

Wskazowki
e Najpierw myslimy.
e Zastanowmy sie¢ na poczatek co na pewno nalezy do atraktora.

e Trzymajmy na pewnej zmiennej to, co nalezy do atraktora i uaktualniajmy ja. Powiedzmy,
ze liczymy attrg(X). Zrobmy na poczatek A := X, to, co lezy w A to juz na pewno bedzie
w atraktorze. Do atraktora na pewno naleza wszystkie wierzchotki x takie, ze jesli naleza
do Ewy, to istnieje z nich krawedz do A, a jesli nalezg do Adama, to wszystkie krawedzie
idg do A. Taki zbi6ér zsumowany z A nazwijmy exp(A). Wiemy wiec, ze do atraktora
attrg(X) na pewno nalezy exp(A), mozemy wiec napisaé A := exp(A).

e Mozemy tak robi¢ az do osiggniecia punktu statego, czyli piszemy tak naprawde

A:=X;

while (A sie zmienia) {
A:=exp(A);

}

return A;



Nalezy si¢ zastanowic¢ dlaczego ten algorytm jest dobry. Na pewno wszystkie wierzchotki
w zwroconym A bedg naleze¢ do atraktora Ewy od X. Zastanowmy sie dlaczego zaden
inny wierzchotek nie bedzie naleze¢ do atraktora Ewy.

Pokazemy jak Adam moze z dopetnienia A w nieskonczonosé unikaé wejscia do A, czyli
w efekcie nigdy tam nie wejéé. W kazdym wierzchotku Ewy z A wszystkie krawedzie
prowadzg do A, czyli tam rozgrywka nie wejdzie do A. W kazdym wierzchotku Adama
z A istnieje krawedZ nie wchodzaca do A, tam wtasnie bedzie ruszal sie Adam i w ten
spos6b uniknie wejécia do A. Czyli faktycznie algorytm jest poprawny.

Policzmy w jakim dziata on czasie. Faz jest maksymalnie n = |V|, bo w kazdej dochodzi do
A nowy wierzchotek. Kazda z nich wymaga sprawdzenia, czy nowy wierzchotek wchodzi
do atraktora, czyli de facto przejrzenia wszystkich krawedzi wszystkich wierzchotkow,
czyli O(m = |E|) czasu. Czyli algorytm dziata w czasie O(nm).

Zmajdzmy szybszy algorytm. Bedzie on dziatal na podobnej zasadzie, tylko implementacja
bedzie inna.

Mozna zrealizowa¢ to samo odwracajac strzatki w grafie i przej$¢ potrzebne wierzchotki
jednym BFS-em, czyli czas wyniesie O(m).

4. Gra Biichiego. Zdefiniujmy gre Biichiego, jest to tak naprawde definiowana juz gra
parzystosci, tylko dla dwoch rankéw, 0 oraz 1. Mozna to powiedzie¢ nieco inaczej. Na skonc-
zonym grafie graja Adam i Ewa, jest pewien zbior F' C V' wierzchotkéw dobrych. Ewa wygrywa
rozgrywke, jesli ta rozgrywka przechodzi nieskonczenie wiele razy przez pewien wierzchotek do-
bry (co dla skoniczonej ilosci tych wierzchotkow jest rownowazne temu, ze przechodzi nieskoncze-
nie wiele razy przez F'), w przeciwnym wypadku wygrywa Adam. Zadanie polega na znalezie-
niu wielomianowego algorytmu rozwiazujacego gry Biichiego, czyli dla kazdego wierzchotka
odpowiadajacego na pytanie, ktory z graczy posiada strategic wygrywajaca z tego wierzchotka
(ktorys ma, bo gra jest zdeterminowana, co zostalo udowodnione na jednych z poprzednich
¢wiczen).

Wskazowki

Najpierw si¢ zastanawiamy, testujemy rozne opcje. Jesli kto$ proponuje algorytm, to
patrzymy, czy jest dobry, a jesli nie, to prébujemy go obalic.

Sprobujmy wziaé pewien zbidr, ktéry na pewno bedzie zawieral wszystkie punkty, z
ktorych wygrywa Ewa, a potem go zmniejsza¢, do odpowiedniego.

Na pewno, jesli z ktoregos wierzchotka wygrywa Ewa, to musi z niego méc dojs¢é do zbioru
F, czyli zbiér wierzchotkow wygrywajacych dla Ewy zawiera sie w zbiorze attrg(F).
attrg(F') to zbiér wierzchotkéw, z ktoérych moge sobie zapewnié¢ przynajmniej jedna je-
dynke na $ciezce.

Jak go teraz zmniejszac?

Sprébujmy jakos znalezé te wierzchotki, z ktérych moge (jako Ewa) zapewni¢ sobie przy-
najmniej dwie jedynki na $ciezce. To bedg te wierzchotki, z ktorych bede mogt przechodzac
przez F doj$¢ w niezerowej liczbie ruchéw do wierzchotkow, z ktorych moge uzyskaé przy-
najmniej jedng jedynke.



Potrzebuje zatem czegos, co zachowuje si¢ jak atraktor, ale wymusza zrobienie przyna-
jmniej jednego ruchu (do bycia w attrg(X) wystarcza bycie w X, u nas nie chcemy, zeby
tak byto). Zdefiniujmy wiec attry;(X) jako zbiér tych wierzchotkéw, z ktérych Ewa moze
zmusi¢ rozgrywke, zeby robigc przynajmniej jeden ruch doszta do X. Liczymy to podob-
nie, jak poprzednio, tylko nie wrzucamy za darmo X do dobrych wierzchotkéw (mozna
sie zastanowi¢ jak doktadnie).

Zatem zbior tych wierzchotkow, z ktorych jestem w stanie osiggnaé¢ minimum dwie jedynki
to attr(FNattri(F)) (nie wystarczy attry,(FNattrg(F)), ktory rézni sie od poprzedniego
brakiem wewnetrznego plusa, gdyz tu mozemy te sama jedynke policzy¢ dwukrotnie, bycie
w attry(F) zapewnia bycie w tym).

Gdy chcemy uzyskaé kolejng jedynke po prostu jeszcze raz aplikujemy funkcje X +—
attr;(X NF).

Algorytm zatem bedzie wygladaé¢ nastepujaco

R:=attr_E~+(F);

while (R sie zmienia) {
R:=attr_E"+(R \cap F);

}

return R;

Czyli tak naprawde nasz algorytm znalazt najwickszy punkt staty przeksztalcenia X +—
attri(X NF).

Dlaczego ten algorytm jest poprawny?

Z pewnoscia z tych wierzchotkéw da si¢ osiagnaé¢ dowolnie wiele jedynek, czyli sa wygrane
dla Ewy.

Dlaczego jednak z pozostatych wygrywa Adam?

Dlatego, ze dla pewnego k nie da si¢ z nich zapewnié¢ sobie przynajmniej k jedynek (w
ktéryms kroku ten wierzcholtek odpadl), czyli Adam moze graé tak, ze bedzie jedynie k—1
jedynek, czyli wygra.

W jakim czasie dziala algorytm?

Krokéw jest co najwyzej n = |V]. W kazdym z nich obliczamy atraktor (z plusem, ale to
niewiele zmienia), ktéry moze by¢ liczony w czasie O(m = |E|), zatem algorytm dziala w
czasie O(nm). By¢ moze nie jest najszybszy, tego nie twierdze.



