Algorytmiczne Aspekty Teorii Gier
Cwiczenia 6
23 marca 2009

1. Rozstrzygalnosé problemu dla FO(K). Kto$ pokazuje rozwiazanie zadania domowego
Rozstrzygalno$é problemu dla FO(<). W skrécie chodzi o to, ze dla konkretnego k aby
sprawdzi¢ czy formuta ¢ jest spetniona w ((1,2, ..., k), <) wystarczy brutalnie przeszuka¢ catg
przestrzen mozliwosci. Drugie spostrzezenie to fakt, ze dla formuty ¢ o randze kwantyfikatorowej
m wystarczy sprawdzi¢ modele dla k od 1 do okoto 2™, dalej juz jest tak samo.

2. Topologia, teoria. Najpierw wstep. Gry maja duzo wspoélnego z topologia, w szczegdl-
nosci uzywajac topologii mozemy pokazywac, ze pewne gry sa z pewnoscia zdeterminowane. 7
do$wiadczenia wiemy, ze gry (dla ruchéw naprzemiennych) niezdeterminowane sa zwykle jakies
skomplikowane, a proste gry sg zwykle zdeterminowane. By sformalizowa¢ te intuicje siegniemy
do topologii.

Najpierw trzeba zdefiniowaé¢ przestrzen. Rozwazmy gre nieskoriczong na arenie X (arena
to zbiér mozliwych pozycji). Zauwazmy, ze kazda gre skonczona mozemy przeformutowaé do
roOwnowaznej gry nieskonczonej po prostu dodajac dwa zapetlone stany: przegrana Ewy i prze-
grana Adama i ze standw, z ktérych nie ma juz wyjsécia dodaé przejscia do odpowiedniego z
tych stanow. Mozemy wiec zaktadac, ze wszystkie rozgrywki sa nieskonczone, czyli sg nieskonc-
zonymi ciggami pozycji z X, czyli innymi stowy naleza do zbioru X*“. Tak, jak to w grach
nieskonczonych, aby powiedzie¢ kiedy ktory gracz wygrywa musimy okresli¢ zbior W rozgry-
wek wygrywajacych dla (powiedzmy) Ewy. Okreslamy zatem W C X“. Zauwazmy, ze w tej
sytuacji zbior W moéwi wszystko o warunku wygrywajacym. Bedziemy mowic, ze gra jest skom-
plikowana, jesli zbiér W jest skomplikowany i przeciwnie. W tym celu jednak, aby powiedzie¢
kiedy zbiér W jest skomplikowany musimy zdefiniowaé topologie (czyli powiedzieé¢ ktére zbiory
uwazamy za otwarte w X¢), a wezesniej w tym celu zdefiniowa¢ odlegto$¢ na rozgrywkach, czyli
elementach X“. Zauwazmy, ze to, co my teraz robimy to tak naprawde sg rozwazania dotyczace
jezykéw stow nieskonczonych nad alfabetem X, wiadciwie lepiej bytoby nawet tymi pojeciami
operowac.

Niech s,t € X¥. Wowczas definiujemy odlegto$é miedzy s it jako (s, t) = 2%, gdzie k to in-
deks pierwszej rozmicy w ciggach s i ¢. Czyli na przyktad 6(0100...,0101...) = 55 = 3. Gdy juz
mamy odlegto$¢ (metryke), to mozemy zdefiniowaé co uwazamy za zbiory otwarte i domkniete.
Zbiér G jest otwarty, gdy dla dowolnego x € G istnieje takie r > 0, ze kula o srodku w z i
promieniu r jest zawarta w G (innymi stowy jesli jakis punkt lezy w zbiorze otwartym, to lezy
tam réwniez pewne jego otoczenie, jest to zgodne z nasza intuicja z prostej rzeczywistej). Zbior
F jest domkniety, gdy dla dowolnego ciagu zbieznego w1y, xs,... jesli dla kazdego ¢ punkt z;
lezy w F', to rowniez granica tego ciggu lezy w F'. Zbiory domkniete sa dopetieniami zbiorow
otwartych. Zbiory otwarte i domkniete to w pewnym sensie przyzwoite zbiory.

Pytanie pomocnicze: czym w rozwazanej metryce bedzie kula o sSrodku w xgzi25 . . . i promie-
niu rownym 2% OdpowiedzZ: bedzie ona zawierata wszystkie ciagi o prefiksie zoxy ... z,.

Przyjrzyjmy sie troche doktadniej strukturze przyzwoitych zbioréw. Suma (dowolna) zbioréw
otwartych jest zbiorem otwartym, podobnie przeciecie zbiorow domknietych. Przeciecie skonc-

zone zbioréw otwartych jest otwarte, jednak juz przeciecie przeliczalne zbioréw otwartych moze

otwarte nie by¢ (przyktadem niech bedzie rodzina odcinkéw (—%, %), ktorych przecieciem jest



{0}). Przecigcie przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych nazwiemy zbiorem typu G, inaczej I19,
sume przeliczalnej rodziny zbioréw domknietych zbiorem typu F,, inaczej ¥9. Mozna i$¢ dalej,
przeliczalne przeciecia zbioréw typu I3 sa I19, ale sumy juz nie, sa to zbiory 39. Idac dalej
po pewnej liczbie krokéw (réwnej pewnej liczbie porzadkowej) otrzymamy wszystkie zbiory
borelowskie. Powiemy, ze klasa zbiorow borelowskich to najmniejsza klasa zbioréw zawierajaca
zbiory otwarte oraz zamknieta na przeliczalne sumy i dopekienie (z tego juz wynika zamknietosé
na przeliczalne przeciecia). Wlasnie zbiory borelowskie beda naszymi zbiorami przyzwoitymi.
Cala te teorie wprowadzaliSmy, by méc sformutowaé twierdzenie Martina (udowodnione w roku
1975), mowiace, ze

Twierdzenie Martina (1975)
Kazda gra borelowska (czyli z borelowskim zbiorem W definiujacym warunek wygrywajacy)
jest zdeterminowana.

Dowodzi¢ tego twierdzenia nie bedziemy, dowdd jest zapewne porzadnie skomplikowany,
jednak korzystajac z niego mozemy latwo pokazywaé determinacje (bedaca bardzo przydatna
cechg gier) dla naprawde wielu gier.

PrzejdZzmy do zadan.

3. Czy zbiory domkniete sg G5 Rozstrzygnij, czy w rozwazanej przestrzeni z rozwazang
metryka kazdy zbiér domkniety jest typu Gs.

Wskazowki
e Przypomnijmy sobie przyktad z odcinkami, ktérych przeciecie byto punktem {0}
e Czy mozna podobng konstrukcje zrobi¢ z dowolnym zbiorem domknietym?

e Tak.

Oznaczymy d(z, F) = 12£ d(z,y). Niech F. = {x : 6(x, F') < e}. Zbiér F, jest otwarty dla
y

dowolnego ¢. Zauwazmy, ze F' = ),y F1. Zatem dowolny zbidér domkniety jest przecie-
ciem przeliczalnej rodziny zbiorow otwartych, czyli zbiorem typu Gj.

A gdzie tu bylta wykorzystana domknietos¢ zbioru F'?

W tym, ze F' = ,en £1, bo jesli pewien punkt jest dowolnie blisko zbioru domknigtego,
to jest tez w nim.

4. Charakteryzacja zbioréw otwartych. Udowodni¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne
dla jezyka L C X“

e [ jest otwarty

e istnieje zbior M C X* (gdzie przez X* rozumiemy zbior wszystkich stéw skonczonych nad
X) taki, ze L = Uyen vX¥, przy czym mozemy M wybraé tak, by byt antytancuchem
(antytancuchem nazywamy zbiér, w ktérym zadne dwa elementy nie sa poréwnywalne, tu
wzgledem relacji bycia prefiksem). Przez v X* rozumiemy wszystkie stowa rozpoczynajace
sie prefiksem v.



Wskazowki

Najpierw zrobmy implikacje w lewo.

Zauwazmy, ze kazdy zbiér vX* jest otwarty (latwo pokazaé¢ wprost, lub argumentujac, ze
jest kula). Zatem zbior L jest otwarty jako suma kul.

Teraz implikacja w prawo, nieco trudniejsza, trzeba jakos zdefiniowaé ten zbior M.

Zauwazmy, ze poniewaz zbior L jest otwarty, to dla kazdego stowa u istnieje pewne otocze-
nie, z ktérym on razem siedzi w L. Czyli istnieje taki indeks n,, ze (u|n,)X*¥ C L, gdzie
przez u|n oznaczymy obciecie stowa u do pierwszych n liter.

Gdy wysumujemy te stowa po wszystkich u, to otrzymamy zadany zbior M, czyli M =
{uln, : u € L}. Gdy jeszcze wezmiemy minimalne takie n, dla kazdego u, to otrzymamy
M bedace antytancuchem.

5. Gra n-ty stan ustalony. Rozwazmy gre miedzy Adamem, a Ewg na grafie gry, rozmiaru
co najwyzej przeliczalnego, w ktorej Ewa wygrywa rozgrywke, gdy rozgrywka w n-tym ruchu
bedzie w stanie ¢, gdzie n oraz ¢ € X sa ustalone. Czy rozwazana gra jest zdeterminowana?
Rozstrzygnaé to opisywanymi wyzej metodami.

Wskazowki

Sprobujmy rozstrzygnaé, czy rozwazany warunek wygrywajacy jest borelowski.
Pokazmy, ze jest on otwarty.

Jest on tak naprawde suma kul - dowolny prefiks n—1 literowy, na n-tej wspotrzednej litera
q, a potem wszystko jedno. Jako suma kul jest to zbiér otwarty, czyli gra z twierdzenia
Martina jest zdeterminowana.

6. Gra przechodzaca przez ustalony stan. Rozwazmy gre miedzy Adamem, a Ewa na
grafie gry podobnie jak poprzednio. Ewa wygrywa, gdy rozgrywka kiedykolwiek przejdzie przez
ustalony stan q. Rozstrzygnaé, czy rozwazana gra jest zdeterminowana.

Wskazdéwki

Skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

Niech @, - zbiér okreslajacy, ze n-ty stan to q. Wiemy, ze @,, otwarty. My rozwazamy
zbior Q) = Upen @n, méwiacy, ze nasza rozgrywka w pewnym stanie jest w ¢, czyli nalezy
do pewnego @,. Zatem () jako suma zbioréw otwartych jest otwarty, czyli gra jest zde-
terminowana.



7. Gra przechodzaca nieskonczenie wiele razy przez ustalony stan. Rozwazmy gre
miedzy Adamem, a Ewg na grafie gry podobnie jak poprzednio. Ewa wygrywa, gdy rozgrywka
przechodzi nieskonczenie wiele razy przez pewien ustalony stan q. Rozstrzygnaé, czy rozwazana
gra jest zdeterminowana.

Wskazowki

e Skorzystaé¢ z poprzedniego zadania.

e Zapisa¢ warunek wygrywajacy w postaci kwantyfikatoréw.

e Formuta bedzie miata posta¢ Vipend,»r W n-tym ruchu jesteSmy w q.
e Przerobi¢ formute na przecigcia i sumy zbioréw.

e Dla kazdego przerabiamy na przeciecie, istnieje na sume, wiec otrzymujemy rexy Upsi @ns
czyli przeliczalne przeciecie sum zbioréw otwartych, czyli zbiér typu Gy, w kazdym razie
borelowski, czyli gra jest zdeterminowana.

e W oczywisty sposob jesli powiemy, ze gra ma przechodzi¢ nie przez ustalony stan ¢
nieskonczenie wiele razy, ale przez ktorys ze zbioru dobrych stanéw F' nieskonczenie wiele
razy, to dostajemy alternatywe rozwazanych warunkéw, czyli sume zbiorow Gs, czyli zbior
rowniez borelowski. Tak jest zdefiniowana znana gra Biichiego - jeden z graczy wygrywa,
gdy rozgrywka przechodzi nieskonczenie wiele razy przez ktorys z . dobrych” stanéw, mowi
sie na ten warunek warunek Biichiego (zauwazmy, ze tu trzeba wykorzystac¢ przeliczalnosé
zbioru stanéw, bo inaczej suma mogtaby by¢ nieprzeliczalna).

8. Gra parzystosci. Zdefiniujmy gre parzystosci. Klasa tych gier jest bardzo znana i bardzo
szeroko rozwazana, w szczegblnosci wielkim problemem otwartym jest, czy istnieje wielomi-
anowy algorytm rozstrzygajacy dla danej pozycji w grze parzystosci, ktory gracz posiada strate-
gle wygrywajaca.

Gra odbywa sie na grafie skierowanym G = (V| F), zalézmy, ze |G| < oo, cho¢ nie trzeba
az tak mocnego zatozenia zawsze. Graja gracze Odd i Even, ruszaja si¢ na przemian zgodnie z
dozwolonymi przejsciami w tym grafie. Dodatkowo dana jest funkcja rank : V' — N przyporzad-
kowujaca kazdemu wierzchotkowi pewng liczbe naturalng. Gracz Even wygrywa rozgrywke, jesli
najwiekszy rank powtarzajacy sie nieskonczenie wiele razy na tej rozgrywce jest parzysty, w
przeciwnym wypadku wygrywa gracz Odd. Czyli innymi stowy patrzymy, czy lim sup rank(v)
dla v wystepujacych na rozgrywce jest parzysty, czy nieparzysty. Rozstrzygnaé, czy gra ta jest
zdeterminowana.

Wskazdéwki

e Dzialamy metoda podobna jak poprzednio. Okreslmy najpierw zbior, w ktérym najwiek-
szym wystepujacym rankiem bedzie ustalone j.

e Dzielimy zbiér V' na zbiory Vi, Vs, ..., V, dla odpowiednich rankéw. Niech formuta M;
moéwi, ze przechodziliémy nieskonczenie wiele razy przez pewien wierzchotek z Vj, a dla
wierzchotkéw z Vi dla k > j nie przechodziliémy przez nie nieskonczenie wiele razy. Taka
formuta przektada sie na zbioér borelowski.

e Nastepnie wystarczy powiedzie¢, ze poszukiwany zbior to suma U <pcn o Mi.-



