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1. Pebbling game. Kto$ pokazuje rozwigzanie zadania domowego Pebbling game. W tym
roku nikt nie znalazt jak na razie lepszego wyniku niz n kamieni potrzebnych do grafu o @(”72)
wierzchotkach.

2. Determinacja gier. Najpierw przypomnienie faktu z wyktadu o tym, kiedy w ogélnosci
méwimy, ze gra jest zdeterminowana. Niech S zbior strategii Adama, Sg zbiér strategii Ewy.
Zaktadamy, ze Adam chce zmaksymalizowa¢ wynik gry, Ewa chce zminimalizowaé. Zawsze
prawdziwa jest nieréwnosé

max min ®(e, a) < min max ®(e, a).
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Jesli odpowiednio spojrzymy na te nieréwno$¢, to wyda sie ona oczywista. Zauwazmy, ze
prawa strona jest wartoscig gry, jaka moze sobie zapewni¢ Adam, wybiera strategie a € Sy
taka, ze przy tym wyborze najgorsza (dla Adama) strategia Ewy e € Sp daje w efekcie na-
jwieksza warto$¢ ®(e,a). Czyli Adam moze zapewnié, ze wynik gry bedzie nie mniejszy niz
lewa strona nieréwno$ci. Analogicznie mozemy pokazaé, ze Ewa moze zapewnié¢, ze wynik gry
bedzie nie wiekszy niz prawa strona nierownosci. Zatem mamy L < wynik gry < P co dowodzi
nierownosci. Usprawiedliwia to réwniez rozszerzong definicje determinacji gry, gdy

max min ®(e, a) = min max ®(e, a),
a€ESp e€ESE e€SE aESy

to mowimy, ze gra jest zdeterminowana. Jasne - wtedy po prostu wynik gry ma tylko jedna
opcje (gdy gracze graja optymalnie), by¢ réwny lewej i prawej stronie.

Rozpatrywaliémy do tej pory caly czas gry z pelna informacja, takie, gdzie
e wynik gry nalezal do zbioru {0, 1} (gracz wygral, badz przegrat)
e ruchy wykonywane byty naprzemiennie przez graczy, nigdy naraz

Wéwcezas przyktad gry niezdeterminowanej byt bardzo skomplikowany, a gry skonczone w oczy-
wisty sposéb byty zdeterminowane. Czy ustapienie z ktéregos z powyzszych zatozen pozwoli
nam na skonstruowanie prostej (w szczegdlnosci moze skonczonej) gry niezdeterminowanej (w
nowym sensie, ktory jest spdjny ze starym zreszta)?

Wskazéwki
e Najpierw zrezygnujmy z ®(e,a) € {0,1}. Co to da?

e Niestety nic, gdy zbudujemy drzewo gry, to warto$¢ drzewa gry jest réwna lewej i prawej
stronie nieréwnosci, czyli gra jest zdeterminowana.

e Pozwolmy wiec na rownolegtos¢. Czy to cos da?



e Tak, mozna skonstruowac proste gry niezdeterminowane korzystajac z zatozenia, ze gracze
moga sie rusza¢ rownolegle. Jedna z takich gier jest gra papier-nozyce-kamien. Mozna
skonstruowaé zreszta jeszcze prostsza gre, w ktérej Adam ma dwie strategie a = 0 oraz
a = 1, Ewa ma dwie strategie e = 0 i e = 1, a wynikiem gry jest e & a. Wowczas lewa
strona to 0, a prawa 1 i gra jest niezdeterminowana. Wida¢, ze réwnolegto$é¢ daje bardzo
duzo.

Wracamy jednak do gier z naprzemiennymi ruchami.

3. Przyklad gry niezdeterminowanej. W tym zadaniu uzyjemy istnienia funkcji bedacej
,hieskonczonym xorem” , ktorej to istnienie jest trescig zadania domowego nr 3. Zaktadamy wiec,
ze istnieje funkcja f : {0,1}* — {0, 1} taka, ze samym zerom przyporzadkowuje wynik réwny
0 oraz, ze przy zmianie bitu argumentu zmienia sie wynik. Uzywajac tej funkcji skonstruuj gre
niezdeterminowang dla dwoch graczy ruszajacych sie na przemian.

Uwaga

Zazwyczaj naturalna propozycja tutaj jest nastepujaca gra. Adam i Ewa ruszaja sie na zmi-
ane i ich ruch polega na dopisaniu kolejnego bitu, wygrywa Adam, jesli wynik funkcji f na
stworzonym ciggu bitéw jest zero, w przeciwnym przypadku Ewa. Nie jest jednak jasne, ze
zaproponowana gra jest niezdeterminowana, ja przynajmniej nie umiem dowies¢, ze niezaleznie
od funkcji f (o ile ma ona wtasno$¢ bycia nieskoniczonym xorem) jest to prawda. Btedem, ktéry
tatwo tu popetnié¢ jest proba dowodzenia metoda strategy-stealing i skorzystanie implicite z
faktu, ze f(z) = f(0x), ktéry weale niekoniecznie jest prawda (jest on prawda dla xora skonc-
zonego liczacego ilosé jedynek).

Wskazowki
e Gracze musza jakos ustalac¢ bity.

e Jesli pada propozycja z uwagi powyzej to usitujemy skonstruowaé¢ dowodd, pokazuje jaki
jest haczyk.

e Ogolnie warto zastosowa¢ metode strategy-stealing, podobnie jak na wyktadzie w przyktadzie
dla ultrafiltrow.

e Problem jaki napotykamy jest taki, ze jesli powiedzmy Adam zrobit ruch, a po nim Ewa
zrobita ruch i doszta do pozycji p, to Adam nie mogt od razu zrobi¢ ruchu takiego, zeby
dojs¢ do pozycji p

e Sposobem w jaki mozemy to oming¢ jest pozwolenie na wybranie dowolnego skonczonego
ciggu bitow przez gracza. Taka gra jest niezdeterminowana co latwo pokaza¢ metoda
strategy-stealing.

4. Topologia Na tych ¢wiczeniach rozpoczatem wprowadzanie topologii w grach, jednak wigk-
sza czes¢ tego dziatu odbyta sie na szostych é¢wiczeniach, w zwiazku z czym opisz¢ na w odcinku
dotyczacym ¢éwiczen szostych.



