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1. Gra Ehrenfeuchta-Fraisse. Uwaga: Nie jest pewne, czy warto to robi¢ na ¢wiczeniach,
wychodzi z tego bardziej wyktad niz ¢wiczenie, a w dodatku niektorzy ludzie juz to znaja, jako,
ze pojawia si¢ czasem na logice na I roku.

W tym ¢éwiczeniu nie ma jednego konkretnego zadania, bedziemy szli po kolei przez zagad-
nienia dotyczace gier Ehrenfeuchta-Fraisse. Zobaczymy na tym przyktadzie, ze gry moga mieé
tez istotne zastosowanie w logice.

Ogolny problem jaki rozwazamy jest nastepujacy: Czy pewne dwie struktury A i B sa
rozrdznialne przy pomocy pewnej logiki, czyli, czy istnieje formuta tej logiki, ktéra w jednej z
tych struktur jest prawdziwa, a w drugiej falszywa.

Poniewaz tu chcemy pokazaé tylko ideg, to bedziemy rozwazac logike pierwszego rzedu z relacja
<, ezyli FO(K), a rozwazane struktury beda miaty postaé jedynie ((1,2,...,n), <) dla réznych
n € N, czyli innymi stowy liczby od 1 do n z naturalnym porzadkiem liniowym.

Rozwazmy przyktad, wezmy dwie struktury, A = (1,2,3) oraz B = (1,2,3,4), implicite
zaktadamy, ze sg one z liniowym porzadkiem <. Zadajmy pytanie, czy istnieje pewna formuta
FO(K) o randze kwantyfikatorowej (czyli intuicyjnie glebokosci najglebszego kwantyfikatora)
rownej 3, ktora rozroéznia podane struktury. Po chwili namystu dochodzimy do wniosku, ze
faktycznie, istnieje
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A czy istnieje formuta FO(K) o randze kwantyfikatorowej réwnej 2 rozrézniajaca te struktury?
Wydaje sig, ze nie. Ale jak to pokazac¢?

Zdefiniujmy gre Ehrenfeuchta-Fraisse. Zdefiniujemy ja tylko na przyktadzie logiki pierwszego
rzedu z liniowym porzadkiem, ale w bardzo podobny sposéb sa definiowane analogiczne gry dla
innych logik na innych strukturach. Gra dwéch graczy, Duplikator i Spoiler. Jak zwykle, Du-
plikator ma na celu pokazanie, ze co$ jest podobne, czyli w naszym przypadku bedzie chciat
pokazaé, ze struktury A i B sg nierozroznialne, Spoiler bedzie mu przeszkadzal i pokazywat,
ze jednak da si¢ rozrozni¢. Najpierw rusza si¢ Spoiler i ktadzie kamien na pewnym elemencie
ktérej$ ze struktur (intuicyjnie - méwiac - a takiego elementu to w tej drugiej strukturze nie
znajdziesz Duplikatorze). Potem rusza sie Duplikator. Musi potozy¢ kamien w tej strukturze, w
ktérej Spoiler nie potozyl swojego, na pewnym elemencie (intuicyjnie - méwiac - a wlasnie, ze
nie Spoilerze, ten element jest bardzo podobny do Twojego w tamtej strukturze). Tak Spoiler
i Duplikator graja przez n rund. Spoiler co tur¢ moze zmienia¢ strony, nie jest na state przy-
wiazany do ktadzenie kamieni w konkretnej strukturze. Duplikator ktadac swéj kamien musi
respektowaé porzadek, czyli jesli kiedys Spoiler potozyt swoj kamien na elemencie S; i Duplika-
tor odpowiedzial elementem D;, a teraz Spoiler potozyt kamien na S;, to odpowiedz Duplikatora

D; musi spetia¢ warunek
(5i < 8;) <= (D; < Dy),

jesli S; 1 S; sa w tej samej strukturze albo
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jesli S; 1 Dj sa w tej samej strukturze. Duplikator wygrywa gre, jesli przetrwa n rund i ciggle
bedzie miat gdzie potozy¢ kamien w odpowiedzi na ruch Spoilera. Spoiler wygrywa gre, gdy w
pewnym momencie Duplikator nie bedzie miat odpowiedzi.

Sformutujmy teraz twierdzenie o zdefiniowanej grze.

Twierdzenie Duplikator wygrywa gre Ehrenfeuchta-Fraisse o n rundach na strukturach A i
B wtedy i tylko wtedy, gdy struktury te sa nierozréznialne za pomoca formut gltebokosci n w
rozwazanej logice.

Przeprowadzimy teraz szkic dowodu tego twierdzenia, dla przypadku FO(<X) i porzadkéw
liniowych. Dlatego robimy to w tak uproszczonym przypadku, zeby zobaczy¢ ideg, a nie zamotac
sie w zbytnich szczegdtach technicznych.

Pokazemy réwnowazno$c:
istnieje formuta rozrézniajaca gtebokosci n <= Spoiler wygrywa w n rundach.

Najpierw pokazemy implikacje =. Pokazemy ja przez indukcje fakt, ze jesli mamy gre z by¢
moze juz jakimis kamykami potozonymi, to powyzszy fakt jest prawdziwy.

Dla gtebokosci réwnej 1 tatwo, formuta musi by¢ czyms$ postaci dx i ewidentnie jesli jest
prawdziwa w jednej strukturze, a w drugiej nie, to Spoiler wskaze ten element, ktory istnieje,
a w drugiej strukturze nie istnieje zaden.

Przypusémy, ze dla n mamy dowiedziona teze indukcji. Wiemy teraz, ze istnieje formuta
rozrozniajaca struktury glebokosci n + 1. Mozna ja rozbi¢ na boolowska kombinacje formut
gtebokosci n + 1, ktére zaczynaja sie od kwantyfikatora, jesli boolowska kombinacja takich
formut rozréznia struktury A i B, to ktéras z formul zaczynajacych sie od kwantyfikatora tez
musi je rozrozniac¢. Jesli formuta ta zaczyna sie od dzx, to Spoiler stawia kamyk w ten strukturze,
w ktorej istnieje taki x na tym wtasnie x, Duplikator sity rzeczy postawi w drugiej strukturze
kamyk na elemencie, ktéry nie spelnia tej wlasnosci (bo taki tam nie istnieje). Analogicznie,
gdy mamy formute zaczynajaca sie od Vz, to Spoiler stawia kamyk tam, gdzie nie kazdy z to
spetnia, na takim, ktory nie spetnia. Korzystajac z zalozenia indukcyjnego dostajemy teze (bo
warunek na z byl glebokosci n).

Teraz pokazmy przeciwng implikacje <=. Baza indukcji analogicznie jest prosta. Przypusémy,
ze z n rundowe]j strategii Spoilera umiemy stworzy¢ formute gtebokosci n. Jesli Spoiler stawia
kamyk na jakim$ elemencie, to zaczynamy formule - dx. Zauwazmy, ze teraz obie struk-
tury podzielone sg na 2 kawalki, po lewej stronie od potozonego kamyka i po prawej stronie.
Spoilerowi nie optaca si¢ gra¢ w obu, gdyz sa one niezalezne, mozemy wigc zatozy¢, ze dalsza gra
bedzie sie odbywaé tylko w jednej z nich. Poniewaz Spoiler jest w stanie wygra¢ w n rundach w
ktorejs z czesci, to istnieje formuta ¢ glebokosci n rozrézniajaca te czesci. Zatem nasza ogodlna
formuta ma (w zaleznosci od tego gdzie ¢ jest prawdziwa, a gdzie falszywa) postaé

oA (x<y) A A (< yn),
lub
Tz =(p A (@ <y) A A (T <)),

gdzie yy,...,y, to zmienne wystepujace w ¢ (zakladamy dla utatwienia, ze gra toczyta sie w
lewej poléwee). W ten sposéb dowiedlidémy twierdzenia (cho¢ nie do korica formalnie moze).
Uwaga: Blisko zwigzane z tym ¢wiczeniem jest zadanie domowe nr 2.

2. Gra Banacha-Mazura. Najpierw historia. Banach i Mazur nalezeli do bardzo aktywnego
srodowiska przedwojennych matematykow dziatajacych we Lwowie. Mieli oni zwyczaj spotykac



sie wieczorami w kawiarni i w atmosferze imprezy rozwigzywaé¢ zadania. Zapisywali je sobie
w tak zwanej Ksiedze Szkockiej, nierzadko z zakltadami typu - na tego, kto rozwiaze podane
zadanie czeka nagroda w postaci zywej gesi - badz inne podobne. Wiele probleméw podanych w
Ksiedze Szkockiej i rozwiazanych przez tamtych ludzi okazato si¢ bardzo wazne dla matematyki.
W ksiedze tej miedzy innymi pojawita sie (podobno pierwsza rozwazana) gra nieskonczona, tzn.
gra Banacha-Mazura, sformutowat jg Mazur, rozwiazal Banach.

Gra toczy si¢ pomiedzy dwoma graczami, ruszaja si¢ oni naprzemiennie, nazwijmy ich,
dla utatwienia, Banach i Mazur (cho¢ w oryginale oczywiscie tak nie byto). Gra odbywa sie na
odcinku [0, 1]. Dany jest pewien wyrézniony zbiér F' C [0, 1]. Pierwszy rusza sie Mazur i wybiera
pewien odcinek otwarty I; C [0,1]. Nastepnie rusza sie Banach i wybiera pewien odcinek
otwarty Iy zawarty w [;. Dalej gra toczy sie analogicznie, gracze wybieraja ciag odcinkow
I, I, ..., taki, ze dla kazdego k zachodzi [, C [ oraz zaden odcinek nie moze by¢ pusty.

Banach wygrywa, gdy przeciecie wszystkich odcinkow i zbioru F' jest niepuste, czyli < N In> N
n=1

F # (). Pytanie brzmi, jaki warunek musi spelnia¢ zbiér F, by Banach posiadal strategie

wygrywajaca?’

Wskazowki
e Czy Banachowi optaca sie, by zbior F' byt duzy, czy maly? Oczywiscie, by byt duzy.

e Rozwazmy najpierw proste przypadki. Czy gdy F' = [0, 1], to Banach posiada strategie
wygrywajaca?’

e Tak, posiada. Wystarczy, by w kazdy ruchu wybierat odcinek, ktory istotnie obcina oba
konce. Wowczas lewe konce I, beda dazy¢ do pewnej granicy L, prawe konce do pewnej
granicy P, oczywiscie L < P oraz dla kazdego n prawda bedzie, ze [L, P] C I, czyli

innymi stowy [L, P] C Oﬁ I,.
n=1

o0
e Zauwazmy przy okazji, ze Mazur moze zapewnic¢, ze () I, bedzie co najwyzej jednopunk-
n=1

towe, zwyczajnie na przyktad skracajac za kazdym swoim ruchem odcinek przynajmniej
2 razy.

e Czy Banach moze wygra¢, gdy F = [0,1] \ {¢}, gdzie ¢ jest pewnym punktem z [0, 1]?
Tak, wystarczy, ze stosuje poprzedniag zasade obcinania koncéw i za pierwszym ruchem
ruszy sie tak, by dalej rozwazany kawatek nie zawieral punktu q.

e A gdy F to [0, 1] bez skoniczonej liczby punktéw? Analogicznie skoriczona liczbe punktéw
mozna wyrzuci¢ za jednym ruchem.

e A gdy F to liczby niewymierne?

e Tez Banach moze wygra¢, ustawiamy liczby wymierne, czyli te, ktére Banach chce om-
ing¢, w ciag. Za pierwszym ruchem Banach rusza si¢ tak, by wyrzuci¢ pierwszg liczbe
wymierna, za drugim druga, za trzecim trzecig itd. W przecieciu nie pojawi sie zadna
liczba wymierna, bo kazda liczba wymierna stata na pewnym n-tym miejscu w ciggu,
wiec od ruchu n-tego w gore juz na pewno nie nalezata od odcinkéw I, czyli nie nalezy
tez do nieskonczonego przecigcia.



W ten sposdb mozemy wyrzucaé wszystkie zbiory przeliczane. Ale czy mozemy wyrzucaé
pewne zbiory nieprzeliczalne? Okazuje sie, ze tak.

Rozwazmy F' réwny [0,1] bez zbioru Cantora. Wowczas po pierwszym ruchu Mazura
Banach moze wybraé sobie taki przedzial, ktory juz w calodci siedzi w F' i wygral (o
ile stosuje swoja stala zasade, czyli obcinanie koncéw). Czyli w jednym ruchu mozna
wyrzuci¢ nawet zbior nieprzeliczalny!

Dalsza cze$¢ odbywala sie juz na pigtych ¢wiczeniach

Przyjrzyjmy sie jaka wlasno$¢ zbioru Cantora pozwolita na to, by Banach ominal go w
jednym ruchu.

Te wtasciwoscig jest to, ze w kazdym przedziale jest taki podprzedzial, ze w tym pod-
przedziale w ogole zbioru Cantora nie ma. Tu warto wprowadzi¢ definicje zbioru gestego,
zbior nazywamy gestym jesli w kazdym przedziale jest element tego zbioru. Zbiér Can-
tora ma wtasno$¢ w pewnym sensie przeciwng, nie jest on gesty, a co wiecej w zadnym
przedziale nie jest on gesty. Zbiory o tej wtasnosci, czyli takie, ze na zadnym przedziale
nie sa one geste nazywamy zbiorami nigdziegestymi.

A zatem Banach w jednym ruchu jest w stanie omina¢ zbior nigdziegesty. Czyli w ogélnosci
moze on omina¢ zbiory bedace przeliczalng suma zbiorow nigdziegestych. Takie zbiory
nazywane sa zbiorami [ kategorii.

Przyjrzyjmy sie dla jakich zbiorow F wygrywa Mazur. Co bedzie, gdy F = Q7

Wowcezas Mazur bedzie mogt zastosowac strategie Banacha dla liczb niewymiernych i
oming¢ po prostu caty zbioér liczby wymiernych - czyli dla F' = Q wygrywa Mazur.

Czy Mazur wygrywa jeszcze dla jakich$ wiekszych zbiorow?

Tak, gdy F jest zbiorem I kategorii to Mazur moze zastosowac strategie wyzej opisana i
omina¢ caty zbior F'.

Mamy wigc teraz pokazane, ze dla F' = [0,1] \ zbiér I kategorii wygrywa Banach, dla
F = zbiér 1 kategorii wygrywa Mazur. Jednak nie wszystkie podzbiory [0, 1] sa I kategorii
lub ich dopetnienie jest I kategorii, co woéwczas?

Okazuje sie, ze wowczas wygrywa Mazur, czyli Banach wygrywa gre wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér F jest calym odcinkiem [0, 1] z wyrzuconym zbiorem I kategorii. Ale tego ja
nie umiem dowies¢, moze komus si¢ uda. Cho¢ pytanie to byto w ksiedze Szkockiej, moze
jednak nie jest to tak trudne do dokonczenia.



