Algorytmiczne Aspekty Teorii Gier
Cwiczenia 3
2 marca 2009

1. Wartosé drzewa gry, algorytm zrandomizowany. Znalez¢ algorytm zrandomizowany,
ktéry dla pelnego drzewa binarnego o wysokosci h = 2k (wysoko$é¢ definiujemy jako ilosé
krawedzi na najdtuzszej $ciezce od korzenia) z warto$ciami zero i jeden w li§ciach oblicza wartosé
drzewa gry (definicja wartosci drzewa gry pod koniec poprzednich éwiczen) odwiedzajac rednio
nie wiecej niz 3% lisci.

Wskazowki

e Najpierw zaproponujmy jakis sensowny algorytm, a pézniej bedziemy si¢ martwi¢ oblicze-
niem czasu, w ktorym dziata. Najprawdopodobniej to bedzie ten algorytm o ktéry chodzi.

e ZastanOwmy sie, czy jesli wiemy co$ o pewnych poddrzewach, to by¢ moze nie musimy
oblicza¢ wartosci innych.

e Tak. Przyktadowo jesli w wezle max jedno z poddrzew wiemy, ze ma wartos¢ 1, to nie
musimy oblicza¢ wartosci drugiego, bo wiadomo, ze w ojcu tez bedzie wartosé 1. Analog-
icznie dla min i wartosci 0.

e Warto przypomnieé¢, oméwié¢ gtowng idee alfa-beta obcie¢ w algorytmie minimax. To ma
podobng idee jak u nas, tylko, ze w naszym przypadku, gdy sa wartosci tylko 0 i 1, to
mozemy wykonywaé¢ nawet prostsze obciecia.

e Algorytm jest zatem nastepujacy:
Bedac w danym wezle losujemy ktore z jego poddrzew obliczamy najpierw. Jak obliczymy
wartos¢ tego poddrzewa i wowczas wartos¢ ojca bedzie juz zdeterminowana, to nie obliczamy
wartodci drugiego poddrzewa. W ten sposéb postepujemy w kazdym wezle.

e Zastandéwmy si¢ teraz $rednia iloscig lisci, ktére musimy odwiedzi¢. Jak to obliczy¢?

e Niech drzewo dobre to takie drzewo, ktore jesli korzen to max, to ma wartos¢ 1, a jesli
korzen do min, to ma wartos¢ 0. Niech drzewo zle to takie drzewo, ktore nie jest dobre.
Niech Dy, i Zj, to srednia ilos¢ odwiedzen lisci odpowiednio w drzewie (pelnym, binarnym)
dobrym i ztym o gtebokoéci k. Chcemy zatem pokazaé, ze Doy, < 3% i Zy, < 3F.

e Zastosujmy rekurencje. Mamy oczywiscie Dy = 1, Zy = 1. Poza tym Z;.1 = Dy + Dy =
2Dy, gdyz jesli drzewo glebokosci k41 jest zte, to jego poddrzewa muszg by¢ dobre, czyli
nie ominiemy zadnego obliczenia. Mamy tez Dy, < %(Zk + (Dy + Zy)) = Zp + %Dk,
gdyz jesli drzewo glebokosci k£ + 1 jest dobre, to ktores jego poddrzewo jest zte i mamy co
najmniej % prawdopodobienstwa, ze najpierw policzymy jego wartos$¢ i nie bedzie trzeba
liczy¢ wartosci tego drugiego.

e Latwo teraz indukcyjnie wykazaé, ze Dy, < 3% 1 Zy, < 3¥ (przez indukcje dowodzimy oba
fakty razem).

e Gdy przyjrzymy sie doktadniej sytuacji, to wida¢, ze jest tu jeszcze troche luzu i asymp-
totycznie iloéé odwiedzonych lidci powinna by¢ mniejsza niz 3*. Mozna to rozwigzaé
rekurencyjnie. Korzystajac z napisanych wyzej rekurencji mozna otrzymaé, ze Djyio <



Zis1 + 3Dii1 = 3 Dgia + 2Dy, Rozwiazujac rekurencje otrzymujemy asymptotyczne os-
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zacowanie gorne na Dy, wynoszace (Liﬂ) k= (% V33) ~ 2, 84"

2. Pebbling game. Gra jest jednoosobowa. Gramy na DAG-u (Directed Acyclic Graph),
czyli grafie skierowanym acyklicznym o stopniu wejsciowym 2 (czyli do kazdego wierzchotka
wchodza co najwyzej 2 strzatki). Celem gry jest polozenie kamyka na pewnym wyr6znionym
wierzchotku v. Dostepne ruchy to:

e zdjecie kamyka, ktory lezy na pewnym wierzchotku

e potozenie kamyka na wierzchotku w, jest to jednak dozwolone o ile na wszystkich wierz-
chotkach, z ktérych wchodza strzatki do w leza juz kamyki (czyli w szczegdlnosci, jesli do
w nie wchodzi zadna strzatka, to od razu mozna klasé na w kamyk).

Naszym celem jest zminimalizowaé ilo$¢ uzytych w grze kamykow. Ile kamykéw potrzeba do
polozenia kamyka w korzeniu drzewa binarnego o wysokosci h (niekoniecznie pelnego)? A ile
potrzeba do polozenia kamyka w korzeniu drzewa binarnego o n wierzchotkach?

Uwaga: Dalsza czescia tego zadania jest zadanie domowe nr 1.

Wskazowki

e Sprawdzi¢ ile wychodzi dla maltych przypadkéw, na przyktad matego pelnego drzewa
binarnego.

e Udowodni¢, ze h + 2 dziala.

e Indukcyjnie po wysokosci (tatwo, dla jednego syna mam co najwyzej h + 1, zostawiam
kamyk w synie i mam jeszcze h + 1 na drugiego syna (o wysokosci by¢ moze mniejszej
nawet niz h — 1). Zatem faktycznie h + 2 wystarcza.

e Dla drzewa o n wierzchotkach podobnie.

e Mozna pokaza¢ indukcyjnie, ze [lgn]| wystarczy, najpierw do drzewa o syna o wiekszej
(Scidle rzecz biorac nie mniejszej) ilosci wierzchotkéw dajemy kamyk, a potem majac ten
jeden kamyk w wiekszym synu robimy mniejszego syna (ktéry ma przynajmniej 2 razy
mniej wierzchotkéw niz korzenl). W ten sposéb tatwo wychodzi.

3. Piony w rzedzie. Gra dwoch graczy, ruszaja sie naprzemiennie. Na poczatku w rzedzie
jest ustawiona pewna liczba pionéw, pomiedzy niektérymi sa przerwy. W pojedynczym ruchu
mozna zdjaé¢ z planszy badz 1 pion, badZ 2 sasiadujace piony. Przegrywa ten, kto nie moze
zrobié¢ ruchu. Napisa¢ program, ktéry odpowie na pytanie kto z danej pozycji poczatkowej (czyli
na przyklad ciagu spdjnych grup pionéw wielkosci odpowiednio 2,5, 3, 1,3) posiada strategie
wygrywajaca (gra ta jest w oczywisty sposob zdeterminowana, gdyz jest skoficzona, czyli dla
kazdej pozycji ktorys z graczy posiada strategie wygrywajaca z tej pozycji).

Wskazdéwki

e Skorzystac z czego$, co juz byto.



Spojrzec jak wygladaja mozliwe ruchy. Tak naprawde albo pojedynczy stupek zmniejszamy;,
albo rozdzielamy na dwa mniejsze stupki, na ktorych gry juz tocza sie rozdzielnie.

Zauwazmy, ze mozemy tu zastosowa¢ Grundy numbers, o ktérych byta mowa na pier-
wszych ¢wiczeniach. Zauwazmy, ze oprocz obserwacji powyzej - nasza gra ma taka wtas-
nos¢, ze gracze sa tu symetryczni, czyli kazdy z nich ruszajac sie z konkretnej planszy
moze zrobi¢ te same ruchy. Ta wtasnos¢ rowniez jest konieczna do skorzystania z Grundy
numbers.

Dlaczego tak naprawde Grundy numbers. Zobaczmy, ze jesli ze stupkiem diugosci n
zwiazemy liczbe G(n), to jest ona réwna najmniejszej liczbie catkowitej wiekszej lub
rownej zero, ktora nie wystepuje wérod G(i) ® G(n—1—1) oraz wérod G(i) @ G(n—2—1)
dlaz od 0 don — 1 lub n — 2 odpowiednio.

Schemat dziatania jest nastepujacy. Zwracamy xor wszystkich Grundy numberow dla
odpowiednich spéjnych grup pionéw. Wezesniej liczymy Grundy numbery dla wszystkich
liczb od 0 do M — 1 (zalézmy ze jest to maksymalna wielko$¢ stupka), metoda liczenia
najmniejszej liczby nie nalezacej do zbioru okreslonego wyzej.

PrzejdZzmy do napisanie kodu. Przyktadowy moze wyglada¢ nastepujaco:

// Uwaga, nie kompilowatem tego programu, wiec moze zawiera biedy

// Tu oczywiscie jakie$§ includy

#define M 1000

#define pb push_back

#define REP(i,n) for(i=0;i<n;i++) // moje ulubione makro, bardzo skraca napisy

int gnumbers([M];

int mex(vector<int> v) {

// minimum excludant

// napisatem go chamsko kwadratowo, cho¢ pewnie da sig¢ lepiej
int i, j;

REP(i,v.size()+1) {
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REP(j,v.size()) {

if (v[jl==1i) break;
return i;

}

int gnumber (int n) {

int i;

vector<int> v;

REP(i,n/2) {

// To n/2 jest tu z gérka i tak zwykle jedna, czy dwie pary
// posrodku zostana wrzucone dwa razy

v.pb(gnumbers [i] “gnumbers [n-1-i]);
v.pb(gnumbers [i] “gnumbers [n-2-i]);



}

return mex(v);
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int mainResult(vector<int> v) {
int i, ret;
REP(i,M) gnumbers[i]
REP(i,M) gnumbers[i]
ret = 0;
REP(i,v.size()) ret ~
return ret,;

0;
gnumber (i) ;

gnumbers [v[i]];



