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1. Gra czekolada, inaczej Chomp. Definicja problemu jak na poprzednich ¢wiczeniach.
Mamy prostokatng czekolade o rozmiarach nxm. W lewym dolnym rogu na kostce jest trucizna.
Jest dwoch graczy, ruszaja sie na zmiane. Ruch polega na wybraniu punktu kratowego i zjedze-
niu wszystkiego na prawo w gore od tego punktu (zjedzenie musi by¢ niepuste). Przegrywa ten,
kto zje trucizne. Pytanie brzmi - ktory gracz ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie

Rozwiazanie pokazuje laureat konkursu. Metoda jest niekonstruktywna, troche jak strategy-
stealing. Gra jest skonczona, wiec doktadnie jeden gracz ma strategie wygrywajaca z poczatkowej
pozycji. Przypusémy, ze strategie wygrywajaca ma gracz drugi. Wowczas wszystkie pozycje os-
iaggalne po pierwszym ruchu sg wygrywajace. Przypusémy, ze pierwszy gracz zje jedna kostke,
te narozna. Z zatozenia sytuacja ta jest wygrywajaca. Jednak po wykonaniu dowolnego ruchu
z tej pozycji otrzymujemy pozycje, ktora bylta osiggalna na samym poczatku, czyli pozycje
wygrywajaca. Sprzecznosc, bo zeby pozycja byta wygrywajaca, to musimy z niej méc osiggnaé
pozycje przegrywajaca.

2. NIM na liczbach porzadkowych. Zasady jak z NIM, tylko wysokosé¢ stupka to pewna
liczba porzadkowa mniejsza niz w“. Ruch gracza polega na zmniejszeniu liczby porzadkowej na
stupku. Rozstrzygnaé¢ ktory gracz ma strategie wygrywajaca i jak powinien grac.

Uwagi ogdlne

e Przypomnie¢ co to jest liczba porzadkowa. Dobry porzadek to porzadek liniowy taki,
ze kazdy podzbior niepusty ma element najmniejszy. Liczba porzadkowa to reprezentant
klasy izomorficznosci dobrych porzadkéow.

e W dobrym porzadku nie wystepuja nieskonczone ciagi zstepujace, gdyby istniaty, to zbior
ztozony z takiego ciggu nie miatby elementu najmniejszego. Zatem w liczbach porzad-
kowych rowniez nie ma nieskonczonego zstepujacego ciggu.

Wskazdéwki

e Trzeba zobaczy¢ jak wygladaja liczby porzadkowe mniejsze od w*. W ogole najpierw
zobaczmy, ze po koleiida 1, 2,3, ..., w, w+1, ..., 2w, .... Te liczby porzadkowe to jakby
wielomiany od w, czyli sg postaci a,w™ + a,_1w™ 1 +. ..+ ajw + ag. Warto zobaczy¢ kilka
przyktadow konkretnych liczb.

e Wzorowac si¢ na NIM-ie.
e Xor po pozycjach ma by¢ 0, wtedy pozycja jest przegrywajaca.

e Dowodzimy to analogicznie jak dla zwyklego NIM-a, jedyny problem jest, czy z xora nie
0 mozemy doj$¢ do 0, ale to robimy tak, ze znajdujemy maksymalng pozycje, na ktorej
xor wspotezynnikéw jest rézny od 0, analogicznie jak w NIM-ie zmniejszamy go do 0, a
mniejsze wspotczynniki mozemy ustawi¢ dowolnie (bo liczbe juz zmniejszyliSmy).



e Warto tez zauwazy¢, ze korzystamy implicite z tego, ze gra jest skoniczona, czyli, ze nie
ma tancuchéw nieskonczonych w liczbach porzadkowych.

3. Silver dollar game, gra w monety. Plansza gry to pasek wysokosci jeden, nieskonic-
zony w prawo (mozemy mysle¢ o tym jako o liczbach naturalnych na przyklad). Jest na nim
ustawiona skoniczona ilo$é¢ pionow. Gra dwoch graczy, ruszaja sie na zmiane. Ruch polega na
przesunieciu piona w lewo, ale tak, zeby nie przeskakiwa¢ ani nie najezdzaé¢ na zaden inny pion.
Przegrywa gracz nie majacy ruchu, czyli zastajacy na planszy sytuacje, w ktoérej wszystkie pi-
ony sg zepchniete maksymalnie w lewo. Rozstrzygnaé¢ kto posiada strategie wygrywajaca i jaka
ona jest.

Wskazowki

e Czy ta gra nam co$ przypomina?

e NIM!

e Starac sie sprowadzi¢ jakos do NIMa.

e Jak bySmy chcieli kazdg przerwe pomiedzy pionami traktowac jak stupek z NIMie, to pow-
staje problem, ze pojedynczy ruch moze zmodyfikowa¢ dwa stupki. Sprobujmy zaradzi¢
jako$ temu, zeby ruch modyfikowatl tylko jeden stupek. Jak zdefiniowac¢ zatem stupki?

e Rozwigzaniem jest powiedzenie, ze odpowiednikami stupkéw w NIMie bedzie co druga
przerwa miedzy pionami. Wéwcezas jeden ruch modyfikuje doktadnie jeden stupek. Wys-
tepuje problem, ze shupki mozna nie tylko zmniejszac, ale tez zwiekszac. Jest to jednak
pozorny problem, gdy ktos zwiekszy stupek, to zmniejszamy go do poprzedniej wartosci.
Poniewaz gra jest skonczona, to nie moze to trwaé zbyt dtugo. Checac wygraé¢ utrzymu-
jemy jak w NIMie niezmiennik, ze po naszym ruchu xor wszystkich stupkéw (czyli u nas
dtugosci co drugiej przerwy) ma by¢ rowny 0.

4. Warto$¢ drzewa gry. Najpierw zdefiniujmy wartos¢ drzewa gry. Rysujemy drzewo gry,
w kazdym lidciu jesli wygrywa w nim Ewa, to piszemy 1, a jesli Adam, to 0. W kazdym wierz-
chotku, jesli tam rusza si¢ Ewa, to oczywiscie chce wybra¢ wigksza z wartosci poddrzew, jesli
Adam, to mniejsza, czyli w wierzchotkach zaleznie od wtasciciela piszemy odpowiednio max lub
min z wartos$ci poddrzew. W ten sposob w kazdym wierzchotku napiszemy liczbe, ktéra bedzie
rowna 1 wtedy i tylko wtedy, gdy Ewa posiada z niego strategie wygrywajaca. Wartos¢ drzewa
gry to liczba w korzeniu.

Warto przy okazji przypomnie¢ algorytm minimax.

Uwaga: Podobnie mozemy zdefiniowa¢ wartos¢ drzewa gry, gdyby gra bytaby bardziej skom-
plikowana, tzn. nie konczyta sie po prostu wygrang ktéregos z graczy, ale powiedzmy Adam
ptacitby Ewie = ztotych. Wéwcezas réwniez Ewa chcialaby zmaksymalizowaé, a Adam zmini-
malizowa¢ wyptate, a wartos¢ obliczona jak wczesniej, czyli wartos¢ drzewa gry oznaczataby
wartos¢, co do ktorej Adam moze sobie zapewnié, ze co najwyzej tyle zaptaci, a Ewa, ze co
najmniej tyle dostanie.



Zadanie Pokaza¢, ze dla kazdego deterministycznego algorytmu obliczajacego wartos¢ drzewa
gry dla pelnego drzewa binarnego istnieje takie etykietowanie lisci liczbami 0 i 1, dla ktérego
algorytm bedzie musiat zajrze¢ do wszystkich lisci.

Wskazdéwki

e Mozna na tym zadaniu pokazaé fajny trik, zastosowanie gier do udowadniania czegos (tu
o drzewie gry akurat). To jest do$é¢ popularny schemat. Ogolnie, jesli chcemy pokazaé, ze
czego$ nie da sie zrobi¢ (tu - obliczy¢ wartosé drzewa przed obejrzeniem wszystkich lisci),
to definiujemy gre pomiedzy dwoma graczami, jednym, ktory stara sie to jednak zrobié¢
(u nas nazwany Algorytmem), drugim, ktéry mu przeszkadza, nazywany standardowo
Spoilerem.

e Zrobimy nastepujaco. Ruch Algorytmu to wybranie konkretnego liscia i spytanie o niego.
Ruch Spoilera to wybranie wartosci 0 lub 1 i powiedzenie, ze ten lis¢ ma te wlasnie
wartos¢. Spoiler stara si¢ utrzymac sytuacje, w ktoérej przy znanych juz odpowiedziach
warto$¢ drzewa gry nadal jeszcze nie jest ustalona.

e Dos¢ standardowe jest przy pisaniu programow na drzewa, ze uzywamy rekurencji. Uzyjmy
jej dowodowego odpowiednika - indukcji.

e Robimy indukcyjnie po wysokosci poddrzewa. Zaktadamy, ze dla wysokosci h Spoiler
moze gra¢ tak, ze warto$¢ ustala sie dopiero na koniec. Dla drzewa petnego wysokosci
h + 1 gramy Spoilerem w kazdym drzewie odpowiednio, a gdy w ktéryms zostaje zadane
pytanie o ostatni lis¢ w tym drzewie, to odpowiadamy tak, by wartos¢ tego poddrzewa
wyniosta 0, jesli korzen to wierzchotek max, a 1, jesli korzen to min. W drugim poddrzewie
grami do konca, wiec faktycznie trzeba sprawdzi¢ wszystkie liscie.

e I[stnieja inne rozwigzania, analizujace co tak naprawde dzieje sic w tym drzewie i wskazu-
jace explicite strategie Spoilera. Generalnie Spoiler stara si¢ w kazdym wierzchotku pod
ktorym jest niespytany lis¢ zachowywacé niepewnosé, a jesli juz pytamy o ostatni lis¢ pod
danym wierzchotkiem, to odpowiadamy tak, by otrzymana wartosé nic nie wniosta (czyli
wynosita 0 w synach wierzchotkéw max i 1 w synach wierzchotkéw min).



