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1. Hex. Plansza gry jest rombem o polach bedacych szesciokatami, bok rombu wynosi w
tradycyjnej wersji n = 11, ale mozna rozwazac gre dla dowolnego n. Gra dwoch graczy. Stawiaja
swoje piony na polach naprzemiennie, jeden powiedzmy biale, drugi czarne. Cel gry kazdego z
nich polega na polaczeniu pary naprzeciwlegtych bokéw $ciezka swoich pionéow (jeden gracz ma
pare bokéw poziomych, drugi ukosnych).

Strona o grze: http://pl.wikipedia.org/wiki/Hex_(gra)

Ktéry gracz ma strategie wygrywajaca i czy ktéry$ ma?

Uwagi ogdélne

Ogdélna uwaga o tym, kiedy gracz posiada strategie wygrywajaca, ze pozycja jest wygry-
wajaca, gdy z niej moge pojs¢ do przegrywajacej, a pozycja jest przegrywajaca, gdy z niej
gdziekolwiek nie pdjde, to sa wygrywajace (oczywiscie to dziata tylko dla naprzemiennych
ruchow).

Komentarz do gry, wymyslona w 1942 przez jakiego$ goscia, 5 lat pdzniej J. Nash, ten on
Pieknego Umystu ponownie ja wymyslit i spopularyzowat.

Warto powiedzie¢, ze da sie w te gre gra¢ na kratkowanej kartce, robimy wtedy kwadrat
n X n i méwimy, ze z konkretnym polem sasiaduja pola: na lewo, na prawo, do gory, do
dotu, na skos lewo-gora oraz na skos prawo-doét. Gracz musi potaczy¢ naprzeciwlegte boki
kwadratu.

Wskazdéwki

Pokazac, ze w tej grze nie ma remiséw. Robi sie to nastepujaco. Bierzemy spojna sktadowa
dolnego boku (w wersji z szesciokatami). Jesli dochodzi ona do gérnego boku, to gracz
taczacy te boki wygrat. W przeciwnym przypadku, idac granica tej spojnej sktadowej,
otrzymujemy Sciezke taczaca druga pare naprzeciwlegtych bokdow.

Zauwazmy, ze skoro gra jest skonczona (kazda rozgrywka skonczona i o dtugosci ogranic-
zonej przez pewne M), to na pewno ktérys$ gracz ma strategie wygrywajaca, mozna to
latwo pokazaé idac od dotu po drzewie gry (przy okazji pokazemy drzewo gry).

Sprobowaé niekonstruktywnie.

Nie wprost. Robi sie tak. Przypusémy, ze jestem drugi i mam strategie wygrywajaca.
Wtedy postawie gdzie$ i bede grat tak, jak bym byl pierwszy. Jesli musze, zgodnie ze
strategia pierwszego tam, gdzie stoi mdj zapomniany pion, to przypominam sobie o nim,
stawiam gdzie$ indziej pion i zapominam o nim. W ten sposéb mam zawsze jeden zapom-
niany pion, ale poniewaz zaden mdéj pion mi nie przeszkadza, wiec to przechodzi. Ogdlnie
taka metoda jest czesto stosowana i nazywa sie strategy-stealing.

Najwicksze n, dla ktorego znana jest strategia, to n = 9.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Hex_(gra)

2. NIM Mamy kilka rzedéw, w kazdym rzedzie po kilka pionow. Jest dwoch graczy, ruszaja
sie na przemian. W jednym ruchu mozna wybrac¢ konkretny rzad i zdja¢ z niego kilka pionow.
Zdejmujac ostatni pion wygrywam. Kto ma strategie wygrywajaca i jaka ona jest?

Uwagi ogdélne

Gramy sobie w to na tablicy.

Wskazéwki

Sprobowaé rozwiaza¢ mate szczegdlne przypadki.

Jak jest dla 2 rzedow. Wychodzi tatwo, ze gdy sa réwne, to jest to pozycja przegrywajaca,
w przeciwnym przypadku wygrywajaca.

Jak jest dla 3 rzedow?

Pokaza¢, ze dla a,b € N istnieje takie f(a,b), ze przy trzech rzedach, dtugosci a, b oraz
f(a,b) przegrywamy, a dla dowolnej innej wielkosci tego trzeciego stupka wygrywamy.
Zmalez¢ konkretnie to f.

Sprawdzi¢ dla matych liczb i probowacé zgadnaé co to jest. Sprawdzi¢ dla 0, 1, 2, 3, zrobi¢
sobie tabelke.

Mozna zauwazy¢, ze to jest xor bitowy, tzn. f(a,b) = a @ b, gdzie xor rozumiemy po
wspOlrzednych. (Zauwazmy, ze wtedy f(a,b) @ a @ b = 0.) Teraz juz chcemy dowodzi¢,
ze to dziata ogolnie.

Trzeba wykazaé, ze z xora wszystkich n rzedéw réwnego 0, czyli pozycji przegrywajacej
zawsze dochodzimy do pozycji wygrywajacej, czyli xora réznego od 0 oraz, ze z Xora
roznego od 0, czyli pozycji wygrywajacej zawsze mozemy dojs¢ do pozycji przegrywajace;j,
czyli xora réwnego 0.

To, ze z 0 nie dojdziemy do 0 jest jasne, bo zmieniamy liczbe w pewnej kolumnie i xor
nie bedzie rowny ponownie 0.

Gorzej, ze z nie 0 mozemy dojs$¢ do 0. Robi to sie nastepujaco. Niech x4, ..., z, to liczby
pionéw w poszczegdlnych rzedach. Niech © = x1 G 29 & ... & z,. Spodjrzmy na indeks
wiodacej jedynki w x, niech bedzie to k-ta pozycja. Z wlasnosci xora wynika, ze dla
pewnego i liczba z; ma na k-tej pozycji réwniez 1-ke. Wowczas zmniejszamy te liczbe x;
zmieniajac te jedynke na zero, a mniejsze liczby odpowiednio, tak, zeby xor wszystkiego
wyszedl same zero (mozemy te mniejsze cyfry dowolnie dopasowaé, bo juz wiodaca 1-ke
zmienilismy na 0). Czyli innymi stowy x; zmieniamy na z; ® x i korzystamy z tego, ze
T > T, Dx.

3. NIM misere. NIM, tylko z drobng modyfikacjg, ten, kto zbierze ostatni pion przegrywa.

Wskazowki

Podobnie jak poprzednio.



e Identycznie jak poprzednio, tylko dla matych przypadkéw inaczej.
e Tylko dla rzedéw dtugosci jeden inaczej.

e Gramy tak, jak dawniej, tylko w momencie, gdy mamy zostawi¢ same rzedy dtugosci jeden
zostawiamy nie tak, jak w poprzednim przypadku parzysta ilosé¢ rzedoéw, ale nieparzysta.
Prosto pokaza¢, ze to wlasnie gracz utrzymujacy xor rowny 0 po swoim ruchu moze
dokonac¢ tej decyzji i ze faktycznie zawsze moze zmienié¢ te parzystosc.

4. Grundy numbers (nimbers). Najpierw wstep. Czasem mamy do czynienia z (mozna
tak powiedzie¢) produktem gier skonczonych. Co wiecej, gry te musza mie¢ taka wtasnosé, ze
dla kazdej pozycji kazdy z graczy moze zrobi¢ te same ruchy (przyktadowo NIM jest taka gra,
ale szachy juz nie, tam jest gracz bialy, ktory rusza biatymi i czarny, ktéry rusza czarnymi
figurami). Konkretnie, gramy w na przyktad dwdch grach i nasz ruch polega na wykonaniu
jednego ruchu w doktadnie jednej z tych dwoch gier. Przegrywamy, gdy nie mozemy zrobic¢
ruchu w zadnej z gier. Tak na przyktad NIM z trzema rzedami dtugosci 3, 4 oraz 6 to produkt
trzech gier: ||| & [||| @ ||||||, jesli przez gre z n znakami | oznaczmy gre w jednym rzedzie o n
zapaltkach, czy tez pionach (skadinad niespecjalnie ciekawa).

Chcemy umieé rozwigzywaé takie gry, to znaczy méwi¢ kto ma strategie i jaka ona jest.
Produkt gier A i B oznaczmy przez A ® B. Chcemy znalezé taka informacje inf o grze, zeby z
tej informacji dato sie odczytaé, czy dana pozycja jest wygrywajaca, czy przegrywajaca, zeby
inf(A® B) dalo sie nietrudno obliczy¢ majac inf(A) oraz inf(B). A przy tym chcemy dosé
prosto umie¢ obliczy¢ te informacje dla gier sktadowych.

Uwagi ogoélne

e To si¢ przydaje w topcoderze, czesto zadanie za 1000 punktéw w DIV 1 jest wlasnie na
jakies gry, nie trzeba duzo kodowa¢, tylko takie rzeczy umiec.

e Grundy to nie nazwa, tylko nazwisko (chyba).

Wskazowki
e Opierajmy sie na NIM-ie, zobaczmy jak tam to dziala.
e Wystarczy jedna liczba.

e To jest xor i podobnie jak w NIM-ie jesli xor wynosi 0, to jest to pozycja przegrywajaca,
a jedli jest rozny od 0, to jest to pozycja wygrywajaca.

e Pokazujemy jak w dowolnej grze skonczonej obliczy¢ inf dla niej. Rysujemy drzewo gry.
W lisciach piszemy 0, bo sa to pozycje przegrywajace. W dowolnym wezle wewnetrznym
piszemy najmniejszg liczbe nie wystepujaca wsrod synow.

e To jest dobra definicja, udowodnimy, ze granie tak, zeby xor na wszystkich grach byt 0
po ruchu jest ok. Gramy jak wczesniej. Jesli kto$ zwiekszyt liczbe idac do syna, to my
mozemy ja zmniejszy¢ w tej samej grze. W przeciwnym wypadku gramy jak w NIM-ie.
Tak ze jest ok.
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e Zauwazmy, ze produkt dwdch identycznych gier jest jak gra pusta H @ H = ()

e Produkt przegrywajacej gry H i dowolnej gry G jest rownowazny grze G, H @ G = G

5. Gra czekolada. Mamy prostokatna czekolade o rozmiarach n x m. W lewym dolnym rogu
na kostce jest trucizna. Jest dwoch graczy, ruszaja sie na zmiane. Ruch polega na wybraniu
punktu kratowego i zjedzeniu wszystkiego na prawo i w gére od tego punktu (zjedzenie musi
by¢ niepuste). Przegrywa ten, kto zje trucizne. Pytanie brzmi - ktory gracza ma strategie

WYygrywajaca.

Za to zadanie jest konkurs, kto pierwszy po zajeciach przesle rozwigzanie wygrywa konkurs i
na nastepnych zajeciach otrzymuje czekolade. Rozwiazanie tez na nastepnych zajeciach. Umaw-
iamy sie, ze nie przeszukujemy sieci, jest to do znalezienia na sieci.



