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Algorytmiczne Aspekty Teorii Gier

Cwiczenia 1

16 lutego 2009

1. Hex. Plansza gry jest rombem o polach bedacych szesciokatami, bok rombu wynosi w
tradycyjnej wersji n = 11, ale mozna rozwazac gre dla dowolnego n. Gra dwoch graczy. Stawiaja
swoje piony na polach naprzemiennie, jeden powiedzmy biate, drugi czarne. Cel gry kazdego z
nich polega na potaczeniu pary naprzeciwleglych bokéw sciezka swoich pionéw (jeden gracz ma

pare

bokéw poziomych, drugi ukosnych).

Strona o grze: http://pl.wikipedia.org/wiki/Hex_(gra)

Ktory gracz ma strategie wygrywajaca i czy ktory$ ma?

Uwagi ogdélne

Ogdélna uwaga o tym, kiedy gracz posiada strategie wygrywajaca, ze pozycja jest wygry-
wajaca, gdy z niej moge pojs¢ do przegrywajacej, a pozycja jest przegrywajaca, gdy z niej
gdziekolwiek nie p6jde, to sa wygrywajace (oczywiscie to dziata tylko dla naprzemiennych
ruchow).

Komentarz do gry, wymyslona w 1942 przez jakiego$ goscia, 5 lat pdzniej J. Nash, ten on
Pieknego Umystu ponownie ja wymyslit i spopularyzowat.

Warto powiedzie¢, ze da si¢ w te gre gra¢ na kratkowanej kartce, robimy wtedy kwadrat
n X n i méwimy, ze z konkretnym polem sasiadujg pola: na lewo, na prawo, do gory, do
dotu, na skos lewo-gora oraz na skos prawo-dét. Gracz musi potaczy¢ naprzeciwlegte boki
kwadratu.

Wskazdéwki

Pokazac, ze w tej grze nie ma remiséw. Robi sie to nastepujaco. Bierzemy spojna sktadowa
dolnego boku (w wersji z szesciokatami). Jesli dochodzi ona do gérnego boku, to gracz
taczacy te boki wygrat. W przeciwnym przypadku, idac granica tej spojnej sktadowej,
otrzymujemy $ciezke taczaca druga pare naprzeciwlegtych bokow.

Zauwazmy, ze skoro gra jest skonczona (kazda rozgrywka skonczona i o dtugosci ogranic-
zonej przez pewne M), to na pewno ktérys$ gracz ma strategie wygrywajaca, mozna to
latwo pokazaé idac od dotu po drzewie gry (przy okazji pokazemy drzewo gry).

Sprobowaé niekonstruktywnie.

Nie wprost. Robi si¢ tak. Przypusémy, ze jestem drugi i mam strategie wygrywajaca.
Wtedy postawie gdzie$ i bede grat tak, jak bym byl pierwszy. Jesli musze, zgodnie ze
strategia pierwszego tam, gdzie stoi méj zapomniany pion, to przypominam sobie o nim,
stawiam gdzie$ indziej pion i zapominam o nim. W ten spos6b mam zawsze jeden zapom-
niany pion, ale poniewaz zaden méj pion mi nie przeszkadza, wiec to przechodzi. Ogoélnie
taka metoda jest czesto stosowana i nazywa sie strategy-stealing.

Najwieksze n, dla ktorego znana jest strategia, to n = 9.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Hex_(gra)

2. NIM Mamy kilka rzedéw, w kazdym rzedzie po kilka pionow. Jest dwoch graczy, ruszaja
sie na przemian. W jednym ruchu mozna wybrac¢ konkretny rzad i zdja¢ z niego kilka pionow.
Zdejmujac ostatni pion wygrywam. Kto ma strategie wygrywajaca i jaka ona jest?

Uwagi ogdélne

Gramy sobie w to na tablicy.

Wskazéwki

Sprobowaé rozwiaza¢ mate szczegdlne przypadki.

Jak jest dla 2 rzedow. Wychodzi tatwo, ze gdy sa réwne, to jest to pozycja przegrywajaca,
w przeciwnym przypadku wygrywajaca.

Jak jest dla 3 rzedow?

Pokaza¢, ze dla a,b € N istnieje takie f(a,b), ze przy trzech rzedach, dtugosci a, b oraz
f(a,b) przegrywamy, a dla dowolnej innej wielkosci tego trzeciego stupka wygrywamy.
Zmalez¢ konkretnie to f.

Sprawdzi¢ dla matych liczb i probowacé zgadnaé co to jest. Sprawdzi¢ dla 0, 1, 2, 3, zrobi¢
sobie tabelke.

Mozna zauwazy¢, ze to jest xor bitowy, tzn. f(a,b) = a @ b, gdzie xor rozumiemy po
wspOlrzednych. (Zauwazmy, ze wtedy f(a,b) @ a @ b = 0.) Teraz juz chcemy dowodzi¢,
ze to dziata ogolnie.

Trzeba wykazaé, ze z xora wszystkich n rzedéw réwnego 0, czyli pozycji przegrywajacej
zawsze dochodzimy do pozycji wygrywajacej, czyli xora réznego od 0 oraz, ze z Xora
roznego od 0, czyli pozycji wygrywajacej zawsze mozemy dojs¢ do pozycji przegrywajace;j,
czyli xora réwnego 0.

To, ze z 0 nie dojdziemy do 0 jest jasne, bo zmieniamy liczbe w pewnej kolumnie i xor
nie bedzie rowny ponownie 0.

Gorzej, ze z nie 0 mozemy dojs$¢ do 0. Robi to sie nastepujaco. Niech x4, ..., z, to liczby
pionéw w poszczegdlnych rzedach. Niech © = x1 G 29 & ... & z,. Spodjrzmy na indeks
wiodacej jedynki w x, niech bedzie to k-ta pozycja. Z wlasnosci xora wynika, ze dla
pewnego i liczba z; ma na k-tej pozycji réwniez 1-ke. Wowczas zmniejszamy te liczbe x;
zmieniajac te jedynke na zero, a mniejsze liczby odpowiednio, tak, zeby xor wszystkiego
wyszedl same zero (mozemy te mniejsze cyfry dowolnie dopasowaé, bo juz wiodaca 1-ke
zmienilismy na 0). Czyli innymi stowy x; zmieniamy na z; ® x i korzystamy z tego, ze
T > T, Dx.

3. NIM misere. NIM, tylko z drobng modyfikacjg, ten, kto zbierze ostatni pion przegrywa.

Wskazowki

Podobnie jak poprzednio.



e Identycznie jak poprzednio, tylko dla matych przypadkéw inaczej.
e Tylko dla rzedéw dtugosci jeden inaczej.

e Gramy tak, jak dawniej, tylko w momencie, gdy mamy zostawi¢ same rzedy dtugosci jeden
zostawiamy nie tak, jak w poprzednim przypadku parzysta ilosé¢ rzedoéw, ale nieparzysta.
Prosto pokaza¢, ze to wlasnie gracz utrzymujacy xor rowny 0 po swoim ruchu moze
dokonac¢ tej decyzji i ze faktycznie zawsze moze zmienié¢ te parzystosc.

4. Grundy numbers (nimbers). Najpierw wstep. Czasem mamy do czynienia z (mozna
tak powiedzie¢) produktem gier skonczonych. Co wiecej, gry te musza mie¢ taka wtasnosé, ze
dla kazdej pozycji kazdy z graczy moze zrobi¢ te same ruchy (przyktadowo NIM jest taka gra,
ale szachy juz nie, tam jest gracz bialy, ktory rusza biatymi i czarny, ktéry rusza czarnymi
figurami). Konkretnie, gramy w na przyktad dwdch grach i nasz ruch polega na wykonaniu
jednego ruchu w doktadnie jednej z tych dwoch gier. Przegrywamy, gdy nie mozemy zrobic¢
ruchu w zadnej z gier. Tak na przyktad NIM z trzema rzedami dtugosci 3, 4 oraz 6 to produkt
trzech gier: ||| & [||| @ ||||||, jesli przez gre z n znakami | oznaczmy gre w jednym rzedzie o n
zapaltkach, czy tez pionach (skadinad niespecjalnie ciekawa).

Chcemy umieé rozwigzywaé takie gry, to znaczy méwi¢ kto ma strategie i jaka ona jest.
Produkt gier A i B oznaczmy przez A ® B. Chcemy znalezé taka informacje inf o grze, zeby z
tej informacji dato sie odczytaé, czy dana pozycja jest wygrywajaca, czy przegrywajaca, zeby
inf(A® B) dalo sie nietrudno obliczy¢ majac inf(A) oraz inf(B). A przy tym chcemy dosé
prosto umie¢ obliczy¢ te informacje dla gier sktadowych.

Uwagi ogoélne

e To si¢ przydaje w topcoderze, czesto zadanie za 1000 punktéw w DIV 1 jest wlasnie na
jakies gry, nie trzeba duzo kodowa¢, tylko takie rzeczy umiec.

e Grundy to nie nazwa, tylko nazwisko (chyba).

Wskazowki
e Opierajmy sie na NIM-ie, zobaczmy jak tam to dziala.
e Wystarczy jedna liczba.

e To jest xor i podobnie jak w NIM-ie jesli xor wynosi 0, to jest to pozycja przegrywajaca,
a jedli jest rozny od 0, to jest to pozycja wygrywajaca.

e Pokazujemy jak w dowolnej grze skonczonej obliczy¢ inf dla niej. Rysujemy drzewo gry.
W lisciach piszemy 0, bo sa to pozycje przegrywajace. W dowolnym wezle wewnetrznym
piszemy najmniejszg liczbe nie wystepujaca wsrod synow.

e To jest dobra definicja, udowodnimy, ze granie tak, zeby xor na wszystkich grach byt 0
po ruchu jest ok. Gramy jak wczesniej. Jesli kto$ zwiekszyt liczbe idac do syna, to my
mozemy ja zmniejszy¢ w tej samej grze. W przeciwnym wypadku gramy jak w NIM-ie.
Tak ze jest ok.

Obserwacje



e Zauwazmy, ze produkt dwdch identycznych gier jest jak gra pusta H @ H = ()

e Produkt przegrywajacej gry H i dowolnej gry G jest rownowazny grze G, H @ G = G

5. Gra czekolada. Mamy prostokatna czekolade o rozmiarach n x m. W lewym dolnym rogu
na kostce jest trucizna. Jest dwoch graczy, ruszaja sie na zmiane. Ruch polega na wybraniu
punktu kratowego i zjedzeniu wszystkiego na prawo i w gére od tego punktu (zjedzenie musi
by¢ niepuste). Przegrywa ten, kto zje trucizne. Pytanie brzmi - ktory gracza ma strategie

WYygrywajaca.

Za to zadanie jest konkurs, kto pierwszy po zajeciach przesle rozwigzanie wygrywa konkurs i
na nastepnych zajeciach otrzymuje czekolade. Rozwiazanie tez na nastepnych zajeciach. Umaw-
iamy sie, ze nie przeszukujemy sieci, jest to do znalezienia na sieci.

2 Cwiczenia 2

23 lutego 2009

1. Gra czekolada, inaczej Chomp. Definicja problemu jak na poprzednich ¢wiczeniach.
Mamy prostokatna czekolade o rozmiarach nxm. W lewym dolnym rogu na kostce jest trucizna.
Jest dwoch graczy, ruszaja sie na zmiane. Ruch polega na wybraniu punktu kratowego i zjedze-
niu wszystkiego na prawo w gore od tego punktu (zjedzenie musi by¢ niepuste). Przegrywa ten,
kto zje trucizne. Pytanie brzmi - ktory gracz ma strategie wygrywajaca.

Rozwigzanie

Rozwigzanie pokazuje laureat konkursu. Metoda jest niekonstruktywna, troche jak strategy-
stealing. Gra jest skoniczona, wiec doktadnie jeden gracz ma strategie wygrywajaca z poczatkowej
pozycji. Przypusémy, ze strategie wygrywajaca ma gracz drugi. Wowczas wszystkie pozycje os-
iggalne po pierwszym ruchu sg wygrywajace. Przypuéémy, ze pierwszy gracz zje jedna kostke,
te narozna. Z zatozenia sytuacja ta jest wygrywajaca. Jednak po wykonaniu dowolnego ruchu
z tej pozycji otrzymujemy pozycje, ktora byla osiggalna na samym poczatku, czyli pozycje
wygrywajaca. Sprzecznosé, bo zeby pozycja byta wygrywajaca, to musimy z niej moc osiggnaé
pozycje przegrywajaca.

2. NIM na liczbach porzadkowych. Zasady jak z NIM, tylko wysoko$¢ stupka to pewna
liczba porzadkowa mniejsza niz w“. Ruch gracza polega na zmniejszeniu liczby porzadkowej na
stupku. Rozstrzygnaé¢ ktory gracz ma strategie wygrywajaca i jak powinien grac.

Uwagi ogdélne

e Przypomnie¢ co to jest liczba porzadkowa. Dobry porzadek to porzadek liniowy taki,
ze kazdy podzbior niepusty ma element najmniejszy. Liczba porzadkowa to reprezentant
klasy izomorficznoséci dobrych porzadkdow.

e W dobrym porzadku nie wystepuja nieskonczone ciagi zstepujace, gdyby istniaty, to zbior
ztozony z takiego ciagu nie miatby elementu najmniejszego. Zatem w liczbach porzad-
kowych rowniez nie ma nieskonczonego zstepujacego ciagu.



Wskazowki

Trzeba zobaczy¢ jak wygladaja liczby porzadkowe mniejsze od w“. W ogdle najpierw
zobaczmy, ze po koleiida 1, 2,3, ..., w, w+1, ..., 2w, .... Te liczby porzadkowe to jakby
wielomiany od w, czyli sg postaci a,w™ + a,_1w™ ' +. ..+ ajw + ag. Warto zobaczy¢ kilka
przyktadow konkretnych liczb.

Wzorowac sie na NIM-ie.
Xor po pozycjach ma by¢ 0, wtedy pozycja jest przegrywajaca.

Dowodzimy to analogicznie jak dla zwyktego NIM-a, jedyny problem jest, czy z xora nie
0 mozemy doj$¢ do 0, ale to robimy tak, ze znajdujemy maksymalng pozycje, na ktorej
xor wspotezynnikéw jest rézny od 0, analogicznie jak w NIM-ie zmniejszamy go do 0, a
mniejsze wspotezynniki mozemy ustawi¢ dowolnie (bo liczbe juz zmniejszyliSmy).

Warto tez zauwazy¢, ze korzystamy implicite z tego, ze gra jest skonczona, czyli, ze nie
ma tancuchéw nieskonczonych w liczbach porzadkowych.

3. Silver dollar game, gra w monety. Plansza gry to pasek wysokosci jeden, nieskoric-
zony w prawo (mozemy mysle¢ o tym jako o liczbach naturalnych na przykltad). Jest na nim
ustawiona skoniczona ilo$¢ pionow. Gra dwoch graczy, ruszaja sie na zmiane. Ruch polega na
przesunieciu piona w lewo, ale tak, zeby nie przeskakiwa¢ ani nie najezdza¢ na zaden inny pion.
Przegrywa gracz nie majacy ruchu, czyli zastajacy na planszy sytuacje, w ktoérej wszystkie pi-
ony sg zepchniete maksymalnie w lewo. Rozstrzygnaé¢ kto posiada strategie wygrywajaca i jaka
ona jest.

Wskazdéwki

Czy ta gra nam co$ przypomina?
NIM!
Starac¢ sie sprowadzi¢ jakos do NIMa.

Jak bysmy chcieli kazda przerwe pomiedzy pionami traktowaé jak stupek z NIMie, to pow-
staje problem, ze pojedynczy ruch moze zmodyfikowaé¢ dwa stupki. Sprobujmy zaradzié
jakos temu, zeby ruch modyfikowal tylko jeden stupek. Jak zdefiniowaé¢ zatem stupki?

Rozwigzaniem jest powiedzenie, ze odpowiednikami stupkéw w NIMie bedzie co druga
przerwa miedzy pionami. Wowczas jeden ruch modyfikuje doktadnie jeden stupek. Wys-
tepuje problem, ze stupki mozna nie tylko zmniejszac, ale tez zwigksza¢. Jest to jednak
pozorny problem, gdy ktos zwiekszy stupek, to zmniejszamy go do poprzedniej wartosci.
Poniewaz gra jest skonczona, to nie moze to trwa¢ zbyt dtugo. Chcac wygraé¢ utrzymu-
jemy jak w NIMie niezmiennik, Ze po naszym ruchu xor wszystkich stupkéw (czyli u nas
dhugosci co drugiej przerwy) ma by¢ rowny 0.



4. Wartos$¢ drzewa gry. Najpierw zdefiniujmy wartos¢ drzewa gry. Rysujemy drzewo gry,
w kazdym lisciu jedli wygrywa w nim Ewa, to piszemy 1, a jesli Adam, to 0. W kazdym wierz-
chotku, jesli tam rusza si¢ Ewa, to oczywiscie chce wybraé¢ wicksza z wartosci poddrzew, jesli
Adam, to mniejsza, czyli w wierzchotkach zaleznie od wtasciciela piszemy odpowiednio max lub
min z warto$ci poddrzew. W ten sposéb w kazdym wierzchotku napiszemy liczbe, ktora bedzie
rowna 1 wtedy i tylko wtedy, gdy Ewa posiada z niego strategi¢ wygrywajaca. Wartosé¢ drzewa
gry to liczba w korzeniu.

Warto przy okazji przypomnie¢ algorytm minimax.

Uwaga: Podobnie mozemy zdefiniowa¢ wartos¢ drzewa gry, gdyby gra bytaby bardziej skom-
plikowana, tzn. nie konczyta sie po prostu wygrana ktéregos z graczy, ale powiedzmy Adam
ptacitby Ewie x ztotych. Wowczas rowniez Ewa chciataby zmaksymalizowaé, a Adam zmini-
malizowa¢ wyptate, a wartos¢ obliczona jak wczes$niej, czyli warto$¢ drzewa gry oznaczataby
wartos¢, co do ktorej Adam moze sobie zapewnié, ze co najwyzej tyle zaptaci, a Ewa, ze co
najmniej tyle dostanie.

Zadanie Pokaza¢, ze dla kazdego deterministycznego algorytmu obliczajacego wartos¢ drzewa
gry dla pelnego drzewa binarnego istnieje takie etykietowanie lisci liczbami 0 i 1, dla ktérego
algorytm bedzie musiat zajrze¢ do wszystkich lisci.

Wskazowki

e Mozna na tym zadaniu pokazaé fajny trik, zastosowanie gier do udowadniania czegos (tu
o drzewie gry akurat). To jest do$é¢ popularny schemat. Ogdlnie, jesli chcemy pokazaé, ze
czego$ nie da sie zrobi¢ (tu - obliczy¢ wartosé drzewa przed obejrzeniem wszystkich lisci),
to definiujemy gre pomiedzy dwoma graczami, jednym, ktory stara sie to jednak zrobié¢
(u nas nazwany Algorytmem), drugim, ktéry mu przeszkadza, nazywany standardowo
Spoilerem.

e Zrobimy nastepujaco. Ruch Algorytmu to wybranie konkretnego liscia i spytanie o niego.
Ruch Spoilera to wybranie wartosci 0 lub 1 i powiedzenie, ze ten liS$¢ ma t¢ wtasnie
warto$¢. Spoiler stara sie utrzymac sytuacje, w ktorej przy znanych juz odpowiedziach
wartos¢ drzewa gry nadal jeszcze nie jest ustalona.

e Dos¢ standardowe jest przy pisaniu programow na drzewa, ze uzywamy rekurencji. Uzyjmy
jej dowodowego odpowiednika - indukcji.

e Robimy indukcyjnie po wysokosci poddrzewa. Zaktadamy, ze dla wysokosci h Spoiler
moze gra¢ tak, ze warto$¢ ustala sie dopiero na koniec. Dla drzewa petnego wysokosci
h + 1 gramy Spoilerem w kazdym drzewie odpowiednio, a gdy w ktéryms zostaje zadane
pytanie o ostatni lis¢ w tym drzewie, to odpowiadamy tak, by wartos¢ tego poddrzewa
wyniosta 0, jesli korzen to wierzchotek max, a 1, jesli korzen to min. W drugim poddrzewie
grami do konca, wiec faktycznie trzeba sprawdzi¢ wszystkie liscie.

e [stnieja inne rozwigzania, analizujace co tak naprawde dzieje sic w tym drzewie i wskazu-
jace explicite strategie Spoilera. Generalnie Spoiler stara sie w kazdym wierzchotku pod
ktorym jest niespytany lis¢ zachowywaé niepewnosé, a jesli juz pytamy o ostatni lis¢ pod
danym wierzchotkiem, to odpowiadamy tak, by otrzymana wartosé nic nie wniosta (czyli
wynosita 0 w synach wierzchotkéw max i 1 w synach wierzchotkéw min).



3 Cwiczenia 3

2 marca 2009

1. Wartosé drzewa gry, algorytm zrandomizowany. Znalez¢ algorytm zrandomizowany,
ktéry dla pelnego drzewa binarnego o wysokosci h = 2k (wysoko$é¢ definiujemy jako ilo§é
krawedzi na najdtuzszej $ciezce od korzenia) z warto$ciami zero i jeden w lisciach oblicza wartosé
drzewa gry (definicja wartosci drzewa gry pod koniec poprzednich éwiczen) odwiedzajac rednio
nie wiecej niz 3% lisci.

Wskazowki

e Najpierw zaproponujmy jakis sensowny algorytm, a pézniej bedziemy si¢ martwi¢ oblicze-
niem czasu, w ktorym dziata. Najprawdopodobniej to bedzie ten algorytm o ktéry chodzi.

e Zastanowmy sie, czy jesli wiemy cos o pewnych poddrzewach, to by¢ moze nie musimy
oblicza¢ wartosci innych.

e Tak. Przyktadowo jesli w wezle max jedno z poddrzew wiemy, ze ma wartos¢ 1, to nie
musimy oblicza¢ wartosci drugiego, bo wiadomo, ze w ojcu tez bedzie wartosé 1. Analog-
icznie dla min i wartosci 0.

e Warto przypomnie¢, oméwié¢ gtowng idee alfa-beta obcig¢ w algorytmie minimax. To ma
podobng idee jak u nas, tylko, ze w naszym przypadku, gdy sa wartosci tylko 0 i 1, to
mozemy wykonywa¢ nawet, prostsze obcigcia.

e Algorytm jest zatem nastepujacy:
Bedac w danym wezle losujemy ktore z jego poddrzew obliczamy najpierw. Jak obliczymy
wartos$¢ tego poddrzewa i wowcezas wartosc¢ ojca bedzie juz zdeterminowana, to nie obliczamy
wartosci drugiego poddrzewa. W ten sposéb postepujemy w kazdym wezle.

e ZastanOwmy sie teraz $rednig iloscig lisci, ktére musimy odwiedzié. Jak to obliczy¢?

e Niech drzewo dobre to takie drzewo, ktore jesli korzen to max, to ma wartos¢ 1, a jesli
korzenn do min, to ma warto$¢ 0. Niech drzewo zle to takie drzewo, ktore nie jest dobre.
Niech Dy i Zj, to srednia ilosé¢ odwiedzen lisci odpowiednio w drzewie (pelnym, binarnym)
dobrym i ztym o glebokosci k. Chcemy zatem pokazaé, ze Dy, < 3% 1 Zy, < 3.

e Zastosujmy rekurencje. Mamy oczywiscie Dy = 1, Zy = 1. Poza tym Z;1 = Dy + Dy =
2Dy, gdyz jesli drzewo glebokosci k41 jest zte, to jego poddrzewa muszg by¢ dobre, czyli
nie ominiemy zadnego obliczenia. Mamy tez Dy < %(Zk + (Dy + Zy)) = Zp + %Dk,
gdyz jesli drzewo glebokosci k41 jest dobre, to ktores jego poddrzewo jest zte i mamy co
najmniej % prawdopodobienstwa, ze najpierw policzymy jego wartos$¢ i nie bedzie trzeba
liczy¢ wartosci tego drugiego.

e Latwo teraz indukcyjnie wykazaé, ze Dy, < 3% 1 Zy, < 3¥ (przez indukcje dowodzimy oba
fakty razem).

e Gdy przyjrzymy sie doktadniej sytuacji, to wida¢, ze jest tu jeszcze troche luzu i asymp-
totycznie iloéé odwiedzonych lidci powinna byé mniejsza niz 3*. Mozna to rozwigzaé
rekurencyjnie. Korzystajac z napisanych wyzej rekurencji mozna otrzymaé, ze Djyio <



Zis1 + 3Dii1 = 3 Dgia + 2Dy, Rozwiazujac rekurencje otrzymujemy asymptotyczne os-

2 k
zacowanie gorne na Dy, wynoszace (Liﬂ) k= (% V33) ~ 2, 84"

2. Pebbling game. Gra jest jednoosobowa. Gramy na DAG-u (Directed Acyclic Graph),
czyli grafie skierowanym acyklicznym o stopniu wejsciowym 2 (czyli do kazdego wierzchotka
wchodza co najwyzej 2 strzatki). Celem gry jest polozenie kamyka na pewnym wyr6znionym
wierzchotku v. Dostepne ruchy to:

e zdjecie kamyka, ktory lezy na pewnym wierzchotku

e potozenie kamyka na wierzchotku w, jest to jednak dozwolone o ile na wszystkich wierz-
chotkach, z ktérych wchodza strzatki do w leza juz kamyki (czyli w szczegdlnosci, jesli do
w nie wchodzi zadna strzatka, to od razu mozna klasé na w kamyk).

Naszym celem jest zminimalizowaé ilo$¢ uzytych w grze kamykow. Ile kamykéw potrzeba do
polozenia kamyka w korzeniu drzewa binarnego o wysokosci h (niekoniecznie pelnego)? A ile
potrzeba do polozenia kamyka w korzeniu drzewa binarnego o n wierzchotkach?

Uwaga: Dalsza czescia tego zadania jest zadanie domowe nr 1.

Wskazowki

e Sprawdzi¢ ile wychodzi dla maltych przypadkéw, na przyktad matego pelnego drzewa
binarnego.

e Udowodni¢, ze h + 2 dziala.

e Indukcyjnie po wysokosci (tatwo, dla jednego syna mam co najwyzej h + 1, zostawiam
kamyk w synie i mam jeszcze h + 1 na drugiego syna (o wysokosci by¢ moze mniejszej
nawet niz h — 1). Zatem faktycznie h + 2 wystarcza.

e Dla drzewa o n wierzchotkach podobnie.

e Mozna pokaza¢ indukcyjnie, ze [lgn]| wystarczy, najpierw do drzewa o syna o wiekszej
(Scidle rzecz biorac nie mniejszej) ilosci wierzchotkéw dajemy kamyk, a potem majac ten
jeden kamyk w wiekszym synu robimy mniejszego syna (ktéry ma przynajmniej 2 razy
mniej wierzchotkéw niz korzenl). W ten sposéb tatwo wychodzi.

3. Piony w rzedzie. Gra dwoch graczy, ruszaja sie naprzemiennie. Na poczatku w rzedzie
jest ustawiona pewna liczba pionéw, pomiedzy niektérymi sa przerwy. W pojedynczym ruchu
mozna zdjaé¢ z planszy badz 1 pion, badZ 2 sasiadujace piony. Przegrywa ten, kto nie moze
zrobié¢ ruchu. Napisa¢ program, ktéry odpowie na pytanie kto z danej pozycji poczatkowej (czyli
na przyklad ciagu spdjnych grup pionéw wielkosci odpowiednio 2,5, 3, 1,3) posiada strategie
wygrywajaca (gra ta jest w oczywisty sposob zdeterminowana, gdyz jest skoficzona, czyli dla
kazdej pozycji ktorys z graczy posiada strategie wygrywajaca z tej pozycji).

Wskazdéwki

e Skorzystac z czego$, co juz byto.



Spojrzec jak wygladaja mozliwe ruchy. Tak naprawde albo pojedynczy stupek zmniejszamy;,
albo rozdzielamy na dwa mniejsze stupki, na ktorych gry juz tocza sie rozdzielnie.

Zauwazmy, ze mozemy tu zastosowa¢ Grundy numbers, o ktérych byta mowa na pier-
wszych ¢wiczeniach. Zauwazmy, ze oprocz obserwacji powyzej - nasza gra ma taka wtas-
nos¢, ze gracze sa tu symetryczni, czyli kazdy z nich ruszajac sie z konkretnej planszy
moze zrobi¢ te same ruchy. Ta wtasnos¢ rowniez jest konieczna do skorzystania z Grundy
numbers.

Dlaczego tak naprawde Grundy numbers. Zobaczmy, ze jesli ze stupkiem diugosci n
zwiazemy liczbe G(n), to jest ona réwna najmniejszej liczbie catkowitej wiekszej lub
rownej zero, ktora nie wystepuje wérod G(i) ® G(n—1—1) oraz wérod G(i) @ G(n—2—1)
dlaz od 0 don — 1 lub n — 2 odpowiednio.

Schemat dziatania jest nastepujacy. Zwracamy xor wszystkich Grundy numberow dla
odpowiednich spéjnych grup pionéw. Wezesniej liczymy Grundy numbery dla wszystkich
liczb od 0 do M — 1 (zalézmy ze jest to maksymalna wielko$¢ stupka), metoda liczenia
najmniejszej liczby nie nalezacej do zbioru okreslonego wyzej.

PrzejdZzmy do napisanie kodu. Przyktadowy moze wyglada¢ nastepujaco:

// Uwaga, nie kompilowatem tego programu, wiec moze zawiera biedy

// Tu oczywiscie jakie$§ includy

#define M 1000

#define pb push_back

#define REP(i,n) for(i=0;i<n;i++) // moje ulubione makro, bardzo skraca napisy

int gnumbers([M];

int mex(vector<int> v) {

// minimum excludant

// napisatem go chamsko kwadratowo, cho¢ pewnie da sig¢ lepiej
int i, j;

REP(i,v.size()+1) {

3

¥

REP(j,v.size()) {

if (v[jl==1i) break;
return i;

}

int gnumber (int n) {

int i;

vector<int> v;

REP(i,n/2) {

// To n/2 jest tu z gérka i tak zwykle jedna, czy dwie pary
// posrodku zostana wrzucone dwa razy

v.pb(gnumbers [i] “gnumbers [n-1-i]);
v.pb(gnumbers [i] “gnumbers [n-2-i]);



}

return mex(v);

3

int mainResult(vector<int> v) {
int i, ret;
REP(i,M) gnumbers[i]
REP(i,M) gnumbers[i]
ret = 0;
REP(i,v.size()) ret ~= gnumbers[v[il];
return ret;

0;
gnumber (i) ;

4 Cwiczenia 4

9 marca 2009

1. Gra Ehrenfeuchta-Fraisse. Uwaga: Nie jest pewne, czy warto to robi¢ na ¢wiczeniach,
wychodzi z tego bardziej wyktad niz ¢wiczenie, a w dodatku niektorzy ludzie juz to znaja, jako,
ze pojawia sie czasem na logice na I roku.

W tym ¢wiczeniu nie ma jednego konkretnego zadania, bedziemy szli po kolei przez zagad-
nienia dotyczace gier Ehrenfeuchta-Fraisse. Zobaczymy na tym przyktadzie, ze gry moga miec¢
tez istotne zastosowanie w logice.

Ogolny problem jaki rozwazamy jest nastepujacy: Czy pewne dwie struktury A i B sa
rozroznialne przy pomocy pewnej logiki, czyli, czy istnieje formuta tej logiki, ktora w jednej z
tych struktur jest prawdziwa, a w drugiej fatszywa.

Poniewaz tu chcemy pokazaé tylko idee, to bedziemy rozwazaé logike pierwszego rzedu z relacja
<, ezyli FO(K), a rozwazane struktury beda miaty postaé jedynie ((1,2,...,n), <) dla réznych
n € N, czyli innymi stowy liczby od 1 do n z naturalnym porzadkiem liniowym.

Rozwazmy przyklad, wezmy dwie struktury, A = (1,2,3) oraz B = (1,2,3,4), implicite
zaktadamy, ze sg one z liniowym porzadkiem <. Zadajmy pytanie, czy istnieje pewna formuta
FO(K) o randze kwantyfikatorowej (czyli intuicyjnie glebokosci najglebszego kwantyfikatora)
rownej 3, ktora rozroéznia podane struktury. Po chwili namystu dochodzimy do wniosku, ze
faktycznie, istnieje

EIx((HyEIZ <YAE<)A@<2))A(Fy (y< l’)))

A czy istnieje formuta FO(K) o randze kwantyfikatorowej réwnej 2 rozrézniajaca te struktury?
Wydaje sig, ze nie. Ale jak to pokazac¢?

Zdefiniujmy gre Ehrenfeuchta-Fraisse. Zdefiniujemy ja tylko na przyktadzie logiki pierwszego
rzedu z liniowym porzadkiem, ale w bardzo podobny sposéb sa definiowane analogiczne gry dla
innych logik na innych strukturach. Gra dwoch graczy, Duplikator i Spoiler. Jak zwykle, Du-
plikator ma na celu pokazanie, ze co$ jest podobne, czyli w naszym przypadku bedzie chciat
pokazaé, ze struktury A i B sg nierozroznialne, Spoiler bedzie mu przeszkadzal i pokazywat,
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ze jednak da sie rozrozni¢. Najpierw rusza sie Spoiler i ktadzie kamien na pewnym elemencie
ktérej$ ze struktur (intuicyjnie - méwiac - a takiego elementu to w tej drugiej strukturze nie
znajdziesz Duplikatorze). Potem rusza si¢ Duplikator. Musi polozy¢ kamien w tej strukturze, w
ktorej Spoiler nie potozyt swojego, na pewnym elemencie (intuicyjnie - méwiac - a wlasnie, ze
nie Spoilerze, ten element jest bardzo podobny do Twojego w tamtej strukturze). Tak Spoiler
i Duplikator graja przez n rund. Spoiler co ture moze zmieniaé¢ strony, nie jest na state przy-
wigzany do ktadzenie kamieni w konkretnej strukturze. Duplikator ktadac swoj kamien musi
respektowac porzadek, czyli jesli kiedys Spoiler potozyt swdj kamien na elemencie .S; i Duplika-
tor odpowiedziat elementem D;, a teraz Spoiler potozyl kamien na 5}, to odpowiedZ Duplikatora
D; musi spelnia¢ warunek
(5i < 5j) <= (Di < Dy),

jesli S; 1S sa w tej samej strukturze albo
(S; < Dj) <= (D; < 5}),

jesli S; 1 D; sa w tej samej strukturze. Duplikator wygrywa gre, jesli przetrwa n rund i ciggle
bedzie miat gdzie potozy¢ kamien w odpowiedzi na ruch Spoilera. Spoiler wygrywa gre, gdy w
pewnym momencie Duplikator nie bedzie miat odpowiedzi.

Sformutujmy teraz twierdzenie o zdefiniowanej grze.

Twierdzenie Duplikator wygrywa gre Ehrenfeuchta-Fraisse o n rundach na strukturach A i
B wtedy i tylko wtedy, gdy struktury te sg nierozréznialne za pomocy formut gtebokosci n w
rozwazanej logice.

Przeprowadzimy teraz szkic dowodu tego twierdzenia, dla przypadku FO(<X) i porzadkéw
liniowych. Dlatego robimy to w tak uproszczonym przypadku, zeby zobaczy¢ idee, a nie zamotac
sie¢ w zbytnich szczegdtach technicznych.

Pokazemy rownowaznoscé:
istnieje formuta rozrézniajaca gtebokosci n <= Spoiler wygrywa w n rundach.

Najpierw pokazemy implikacje =. Pokazemy ja przez indukcje fakt, ze jesli mamy gre z by¢
moze juz jakimis kamykami potozonymi, to powyzszy fakt jest prawdziwy.

Dla gtebokosci réwnej 1 tatwo, formuta musi by¢ czyms$ postaci dx i ewidentnie jesli jest
prawdziwa w jednej strukturze, a w drugiej nie, to Spoiler wskaze ten element, ktory istnieje,
a w drugiej strukturze nie istnieje zaden.

Przypusémy, ze dla n mamy dowiedziona teze indukcji. Wiemy teraz, ze istnieje formuta
rozrézniajaca struktury gtebokosci n 4+ 1. Mozna ja rozbi¢ na boolowska kombinacje formut
gtebokosci n + 1, ktére zaczynajg sie od kwantyfikatora, jesli boolowska kombinacja takich
formut rozréznia struktury A i B, to ktéras z formul zaczynajacych sie od kwantyfikatora tez
musi je rozrozniac¢. Jesli formuta ta zaczyna sie od Jx, to Spoiler stawia kamyk w ten strukturze,
w ktorej istnieje taki x na tym wtasnie x, Duplikator sita rzeczy postawi w drugiej strukturze
kamyk na elemencie, ktéry nie spetnia tej wlasnosci (bo taki tam nie istnieje). Analogicznie,
gdy mamy formule zaczynajaca sie od Vx, to Spoiler stawia kamyk tam, gdzie nie kazdy z to
spehia, na takim, ktéry nie spetnia. Korzystajac z zatozenia indukcyjnego dostajemy teze (bo
warunek na z byt gtebokosci n).

Teraz pokazmy przeciwng implikacje <=. Baza indukcji analogicznie jest prosta. Przypusémy,
ze z n rundowe]j strategii Spoilera umiemy stworzy¢ formute gtebokosci n. Jesli Spoiler stawia
kamyk na jakim$ elemencie, to zaczynamy formule - dx. Zauwazmy, ze teraz obie struk-
tury podzielone sa na 2 kawatki, po lewej stronie od potozonego kamyka i po prawej stronie.
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Spoilerowi nie optaca sie gra¢ w obu, gdyz sg one niezalezne, mozemy wiec zatozy¢, ze dalsza gra
bedzie si¢ odbywa¢ tylko w jednej z nich. Poniewaz Spoiler jest w stanie wygra¢ w n rundach w
ktorejs z czedci, to istnieje formuta ¢ gtebokosci n rozrdzniajaca te czesci. Zatem nasza ogdlna
formuta ma (w zaleznosci od tego gdzie ¢ jest prawdziwa, a gdzie falszywa) postaé

oAz <y) A A (< yn),

lub
dr —(pA(x<y) Ao A (T < Yn)),

gdzie yi, ..., y, to zmienne wystepujace w ¢ (zakltadamy dla utatwienia, ze gra toczyla sie w
lewej potéwcee). W ten sposéb dowiedlidmy twierdzenia (choé nie do konica formalnie moze).
Uwaga: Blisko zwigzane z tym ¢wiczeniem jest zadanie domowe nr 2.

2. Gra Banacha-Mazura. Najpierw historia. Banach i Mazur nalezeli do bardzo aktywnego
srodowiska przedwojennych matematykow dziatajacych we Lwowie. Mieli oni zwyczaj spotykac
si¢ wieczorami w kawiarni i w atmosferze imprezy rozwiazywaé¢ zadania. Zapisywali je sobie
w tak zwanej Ksiedze Szkockiej, nierzadko z zaktadami typu - na tego, kto rozwiaze podane
zadanie czeka nagroda w postaci zywej gesi - badz inne podobne. Wiele probleméw podanych w
Ksiedze Szkockiej i rozwiazanych przez tamtych ludzi okazato sie bardzo wazne dla matematyki.
W ksiedze tej miedzy innymi pojawita sie (podobno pierwsza rozwazana) gra nieskonczona, tzn.
gra Banacha-Mazura, sformutowat ja Mazur, rozwigzat Banach.

Gra toczy sie pomiedzy dwoma graczami, ruszajg sie oni naprzemiennie, nazwijmy ich,
dla utatwienia, Banach i Mazur (cho¢ w oryginale oczywiscie tak nie byto). Gra odbywa sie na
odcinku [0, 1]. Dany jest pewien wyrézniony zbiér F' C [0, 1]. Pierwszy rusza sie Mazur i wybiera
pewien odcinek otwarty I; C [0, 1]. Nastepnie rusza sie Banach i wybiera pewien odcinek
otwarty I, zawarty w I;. Dalej gra toczy sie analogicznie, gracze wybieraja cigg odcinkow
Iy, I, ..., taki, ze dla kazdego k zachodzi [, C [ oraz zaden odcinek nie moze by¢ pusty.

o
Banach wygrywa, gdy przeciecie wszystkich odcinkow i zbioru F' jest niepuste, czyli < N In) N
n=1
F # (). Pytanie brzmi, jaki warunek musi spelniaé¢ zbiér F, by Banach posiadal strategie
wygrywajaca?

Wskazowki

e Czy Banachowi optaca sie, by zbior F' byt duzy, czy maty? Oczywiscie, by byt duzy.

e Rozwazmy najpierw proste przypadki. Czy gdy F = [0, 1], to Banach posiada strategie
wygrywajaca?

e Tak, posiada. Wystarczy, by w kazdy ruchu wybieral odcinek, ktéry istotnie obcina oba
konce. Wowczas lewe konce I,, beda dazy¢ do pewnej granicy L, prawe konce do pewnej
granicy P, oczywiscie L < P oraz dla kazdego n prawda bedzie, ze [L, P] C I, czyli

innymi stowy [L, P] C oﬁ I,.
n=1

e Zauwazmy przy okazji, ze Mazur moze zapewnic¢, ze () I, bedzie co najwyzej jednopunk-
n=1
towe, zwyczajnie na przyktad skracajac za kazdym swoim ruchem odcinek przynajmniej

2 razy.
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Czy Banach moze wygra¢, gdy F = [0,1] \ {¢}, gdzie ¢ jest pewnym punktem z [0, 1]?
Tak, wystarczy, ze stosuje poprzednia zasade obcinania koncéw i za pierwszym ruchem
ruszy sie tak, by dalej rozwazany kawatek nie zawieral punktu q.

A gdy F to [0, 1] bez skonczonej liczby punktéw? Analogicznie skoriczona liczbe punktéw
mozna wyrzuci¢ za jednym ruchem.

A gdy F to liczby niewymierne?

Tez Banach moze wygrac, ustawiamy liczby wymierne, czyli te, ktére Banach chce om-
ina¢, w ciag. Za pierwszym ruchem Banach rusza si¢ tak, by wyrzuci¢ pierwszg liczbe
wymierng, za drugim druga, za trzecim trzecig itd. W przecieciu nie pojawi si¢ zadna
liczba wymierna, bo kazda liczba wymierna stata na pewnym n-tym miejscu w ciggu,
wiec od ruchu n-tego w gore juz na pewno nie nalezata od odcinkow I, czyli nie nalezy
tez do nieskonczonego przeciecia.

W ten sposdb mozemy wyrzucaé wszystkie zbiory przeliczane. Ale czy mozemy wyrzucaé
pewne zbiory nieprzeliczalne? Okazuje sie, ze tak.

Rozwazmy F réwny [0, 1] bez zbioru Cantora. Wowczas po pierwszym ruchu Mazura
Banach moze wybraé sobie taki przedzial, ktéry juz w caltosci siedzi w F' i wygral (o
ile stosuje swoja stala zasade, czyli obcinanie koncéw). Czyli w jednym ruchu mozna
wyrzuci¢ nawet zbior nieprzeliczalny!

Dalsza cze$¢ odbywala sie juz na pigtych ¢wiczeniach

Przyjrzyjmy sie jaka wlasno$¢ zbioru Cantora pozwolita na to, by Banach ominagl go w
jednym ruchu.

Te wtasciwoscig jest to, ze w kazdym przedziale jest taki podprzedziat, ze w tym pod-
przedziale w ogdle zbioru Cantora nie ma. Tu warto wprowadzi¢ definicje zbioru gestego,
zbiér nazywamy gestym jesli w kazdym przedziale jest element tego zbioru. Zbiér Can-
tora ma wtasno$¢ w pewnym sensie przeciwna, nie jest on gesty, a co wiecej w zadnym
przedziale nie jest on gesty. Zbiory o tej wlasnosci, czyli takie, ze na zadnym przedziale
nie sa one geste nazywamy zbiorami nigdziegestymi.

A zatem Banach w jednym ruchu jest w stanie omina¢ zbiér nigdziegesty. Czyli w ogblnosci
moze on omingé zbiory bedace przeliczalng sumag zbiorow nigdziegestych. Takie zbiory
nazywane sg zbiorami I kategorii.

Przyjrzyjmy sie dla jakich zbiorow I wygrywa Mazur. Co bedzie, gdy F' = Q7

Wowczas Mazur bedzie mogt zastosowac strategie Banacha dla liczb niewymiernych i
oming¢ po prostu caty zbioér liczby wymiernych - czyli dla F' = Q wygrywa Mazur.

Czy Mazur wygrywa jeszcze dla jakich$ wiekszych zbiorow?

Tak, gdy F' jest zbiorem I kategorii to Mazur moze zastosowacé strategie wyzej opisang i
omingé caty zbiér F.

Mamy wiec teraz pokazane, ze dla F' = [0,1] \ zbiér I kategorii wygrywa Banach, dla
F = zbiér 1 kategorii wygrywa Mazur. Jednak nie wszystkie podzbiory [0, 1] sa I kategorii
lub ich dopetnienie jest I kategorii, co woéwczas?
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e Okazuje sie, ze wowczas wygrywa Mazur, czyli Banach wygrywa gre wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér F jest calym odcinkiem [0, 1] z wyrzuconym zbiorem I kategorii. Ale tego ja
nie umiem dowies¢, moze komus sie uda. Cho¢ pytanie to byto w ksiedze Szkockiej, moze
jednak nie jest to tak trudne do dokonczenia.

5 Cwiczenia 5

16 marca 2009

1. Pebbling game. Ktos pokazuje rozwiagzanie zadania domowego Pebbling game. W tym
roku nikt nie znalazt jak na razie lepszego wyniku niz n kamieni potrzebnych do grafu o ©( "72)
wierzchotkach.

2. Determinacja gier. Najpierw przypomnienie faktu z wyktadu o tym, kiedy w ogdlnosci
moéwimy, ze gra jest zdeterminowana. Niech Sy zbioér strategii Adama, Sg zbidr strategii Ewy.
Zakladamy, ze Adam chce zmaksymalizowa¢ wynik gry, Ewa chce zminimalizowaé. Zawsze
prawdziwa jest nieréwnosé

max min ®(e, a) < min max ®(e, a).

a€ES4 eESE e€SE aeSp
Jesli odpowiednio spojrzymy na te nieréwno$é¢, to wyda sie ona oczywista. Zauwazmy, ze
prawa strona jest wartoscig gry, jaka moze sobie zapewni¢ Adam, wybiera strategie a € Sy
taka, ze przy tym wyborze najgorsza (dla Adama) strategia Ewy e € Sg daje w efekcie na-
jwieksza warto$¢ ®(e,a). Czyli Adam moze zapewnié, ze wynik gry bedzie nie mniejszy niz
lewa strona nieréwno$ci. Analogicznie mozemy pokazaé, ze Ewa moze zapewnié¢, ze wynik gry
bedzie nie wigkszy niz prawa strona nieréwnosci. Zatem mamy L < wynik gry < P co dowodzi
nieréwnosci. Usprawiedliwia to réwniez rozszerzona definicje determinacji gry, gdy

max min ®(e, a) = min max ®(e, a),

a€ES A eESE e€ESE aESy
to méwimy, ze gra jest zdeterminowana. Jasne - wtedy po prostu wynik gry ma tylko jedng
opcje (gdy gracze graja optymalnie), by¢ réwny lewej i prawej stronie.

Rozpatrywalismy do tej pory caly czas gry z pelna informacja, takie, gdzie
e wynik gry nalezal do zbioru {0, 1} (gracz wygral, badz przegrat)
e ruchy wykonywane byty naprzemiennie przez graczy, nigdy naraz

Wowczas przyktad gry niezdeterminowanej byt bardzo skomplikowany, a gry skonczone w oczy-
wisty sposob byly zdeterminowane. Czy ustapienie z ktérego$ z powyzszych zatozen pozwoli
nam na skonstruowanie prostej (w szczegélnosci moze skonczonej) gry niezdeterminowanej (w
nowym sensie, ktory jest spdjny ze starym zreszta)?

Wskazowki
e Najpierw zrezygnujmy z ®(e,a) € {0,1}. Co to da?

e Niestety nic, gdy zbudujemy drzewo gry, to warto$¢ drzewa gry jest réwna lewej i prawej
stronie nieréwnosci, czyli gra jest zdeterminowana.
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e Pozwolmy wiec na rownolegtosé. Czy to cos da?

e Tak, mozna skonstruowac proste gry niezdeterminowane korzystajac z zatozenia, ze gracze
moga si¢ rusza¢ rownolegle. Jedna z takich gier jest gra papier-nozyce-kamien. Mozna
skonstruowaé zreszta jeszcze prostszag gre, w ktorej Adam ma dwie strategie a = 0 oraz
a = 1, Ewa ma dwie strategie e = 0 i e = 1, a wynikiem gry jest e & a. Wowczas lewa
strona to 0, a prawa 1 i gra jest niezdeterminowana. Wida¢, ze rownolegtos¢ daje bardzo
duzo.

Wracamy jednak do gier z naprzemiennymi ruchami.

3. Przyklad gry niezdeterminowanej. W tym zadaniu uzyjemy istnienia funkcji bedacej
,hieskonczonym xorem”, ktérej to istnienie jest trescia zadania domowego nr 3. Zaktadamy wiec,
ze istnieje funkcja f: {0,1}* — {0, 1} taka, ze samym zerom przyporzadkowuje wynik rowny
0 oraz, ze przy zmianie bitu argumentu zmienia sie wynik. Uzywajac tej funkcji skonstruuj gre
niezdeterminowang dla dwoch graczy ruszajacych si¢ na przemian.

Uwaga

Zazwyczaj naturalng propozycja tutaj jest nastepujgca gra. Adam i Ewa ruszaja sie na zmi-
ane i ich ruch polega na dopisaniu kolejnego bitu, wygrywa Adam, jesli wynik funkcji f na
stworzonym ciaggu bitéw jest zero, w przeciwnym przypadku Ewa. Nie jest jednak jasne, ze
zaproponowana gra jest niezdeterminowana, ja przynajmniej nie umiem dowies¢, ze niezaleznie
od funkcji f (o ile ma ona wtasno$¢ bycia nieskonczonym xorem) jest to prawda. Btedem, ktéry
tatwo tu popeié¢ jest proba dowodzenia metoda strategy-stealing i skorzystanie implicite z
faktu, ze f(z) = f(0x), ktéry wecale niekoniecznie jest prawda (jest on prawda dla xora skonc-
zonego liczacego iloéé jedynek).

Wskazowki
e Gracze musza jako$ ustalaé¢ bity.

e Jedli pada propozycja z uwagi powyzej to usitujemy skonstruowaé¢ dowdd, pokazuje jaki
jest haczyk.

e Ogolnie warto zastosowa¢ metode strategy-stealing, podobnie jak na wyktadzie w przyktadzie
dla ultrafiltrow.

e Problem jaki napotykamy jest taki, ze jesli powiedzmy Adam zrobit ruch, a po nim Ewa
zrobita ruch i doszta do pozycji p, to Adam nie mogt od razu zrobi¢ ruchu takiego, zeby
dojs¢ do pozycji p

e Sposobem w jaki mozemy to omina¢ jest pozwolenie na wybranie dowolnego skonczonego
ciagu bitow przez gracza. Taka gra jest niezdeterminowana co latwo pokaza¢ metoda
strategy-stealing.

4. Topologia Na tych ¢wiczeniach rozpoczatem wprowadzanie topologii w grach, jednak wiek-
sza czesé tego dziatu odbyla si¢ na szostych ¢wiczeniach, w zwigzku z czym opisze na w odcinku
dotyczacym ¢wiczen szostych.
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6 Cwiczenia 6

23 marca 2009

1. Rozstrzygalnosé problemu dla FO(<). Kto$ pokazuje rozwiazanie zadania domowego
Rozstrzygalno$é problemu dla FO(<). W skrécie chodzi o to, ze dla konkretnego k aby
sprawdzi¢ czy formuta @ jest spetlniona w ((1,2, ..., k), <) wystarczy brutalnie przeszukaé¢ cata
przestrzen mozliwosci. Drugie spostrzezenie to fakt, ze dla formuty ¢ o randze kwantyfikatorowej
m wystarczy sprawdzi¢ modele dla k od 1 do okoto 2™, dalej juz jest tak samo.

2. Topologia, teoria. Najpierw wstep. Gry maja duzo wspdlnego z topologia, w szczegdl-
nosci uzywajac topologii mozemy pokazywac, ze pewne gry sa z pewnoscig zdeterminowane. 7
do$wiadczenia wiemy, ze gry (dla ruchéw naprzemiennych) niezdeterminowane sa zwykle jakies
skomplikowane, a proste gry sa zwykle zdeterminowane. By sformalizowa¢ te intuicje siegniemy
do topologii.

Najpierw trzeba zdefiniowaé¢ przestrzen. Rozwazmy gre nieskoniczona na arenie X (arena
to zbiér mozliwych pozycji). Zauwazmy, ze kazda gre skonczonag mozemy przeformutowaé do
rownowaznej gry nieskonczonej po prostu dodajac dwa zapetlone stany: przegrana Ewy i prze-
grana Adama i ze stanow, z ktérych nie ma juz wyjscia dodaé przejscia do odpowiedniego z
tych stanow. Mozemy wiec zaktadac, ze wszystkie rozgrywki sa nieskonczone, czyli sa nieskonc-
zonymi ciggami pozycji z X, czyli innymi stowy nalezg do zbioru X¢. Tak, jak to w grach
nieskonczonych, aby powiedzie¢ kiedy ktory gracz wygrywa musimy okresli¢ zbior W rozgry-
wek wygrywajacych dla (powiedzmy) Ewy. Okreslamy zatem W C X“. Zauwazmy, ze w tej
sytuacji zbior W moéwi wszystko o warunku wygrywajacym. Bedziemy mowié, ze gra jest skom-
plikowana, jesli zbiér W jest skomplikowany i przeciwnie. W tym celu jednak, aby powiedzie¢
kiedy zbiér W jest skomplikowany musimy zdefiniowaé topologie (czyli powiedzieé¢ ktére zbiory
uwazamy za otwarte w X“), a wezesniej w tym celu zdefiniowaé odlegtosé na rozgrywkach, czyli
elementach X“. Zauwazmy, ze to, co my teraz robimy to tak naprawde sg rozwazania dotyczace
jezykow stow nieskonczonych nad alfabetem X, wtasciwie lepiej bytoby nawet tymi pojeciami
operowac.

Niech s,t € X“. Wowezas definiujemy odleglos¢ miedzy s i ¢ jako (s, t) = 5, gdzie k to in-

deks pierwszej réznicy w ciggach s i t. Czyli na przyktad 6(0100...,0101...) = & = %. Gdy juz

L —
mamy odlegto$é¢ (metryke), to mozemy zdefiniowaé co uwazamy za zbiory otwarzte i domkniete.
Zbior G jest otwarty, gdy dla dowolnego = € G istnieje takie r > 0, ze kula o $rodku w z i
promieniu r jest zawarta w G (innymi stowy jesli jakis punkt lezy w zbiorze otwartym, to lezy
tam réwniez pewne jego otoczenie, jest to zgodne z nasza intuicja z prostej rzeczywistej). Zbior
F jest domkniety, gdy dla dowolnego ciggu zbieznego i, xo, ... jesli dla kazdego ¢ punkt x;
lezy w F', to réwniez granica tego ciagu lezy w F'. Zbiory domkni¢te sa dopelieniami zbiorow

otwartych. Zbiory otwarte i domkniete to w pewnym sensie przyzwoite zbiory.

Pytanie pomocnicze: czym w rozwazanej metryce bedzie kula o sSrodku w xgz 25 . . . i promie-
niu réwnym 2% Odpowiedz: bedzie ona zawierata wszystkie ciagi o prefiksie xgz; ... z,.

Przyjrzyjmy sie troche doktadniej strukturze przyzwoitych zbioréw. Suma (dowolna) zbior6w
otwartych jest zbiorem otwartym, podobnie przeciecie zbiorow domknietych. Przecigcie skonc-
zone zbioréw otwartych jest otwarte, jednak juz przeciecie przeliczalne zbioréw otwartych moze

otwarte nie by¢ (przyktadem niech bedzie rodzina odcinkéw (—21, 1), ktérych przecigciem jest
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{0}). Przecigcie przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych nazwiemy zbiorem typu G, inaczej I19,
sume przeliczalnej rodziny zbioréw domknietych zbiorem typu F,, inaczej ¥9. Mozna i$¢ dalej,
przeliczalne przeciecia zbioréw typu I3 sa I19, ale sumy juz nie, sa to zbiory 39. Idac dalej
po pewnej liczbie krokéw (réwnej pewnej liczbie porzadkowej) otrzymamy wszystkie zbiory
borelowskie. Powiemy, ze klasa zbiorow borelowskich to najmniejsza klasa zbioréw zawierajaca
zbiory otwarte oraz zamknieta na przeliczalne sumy i dopekienie (z tego juz wynika zamknietosé
na przeliczalne przeciecia). Wlasnie zbiory borelowskie beda naszymi zbiorami przyzwoitymi.
Cala te teorie wprowadzaliSmy, by méc sformutowaé twierdzenie Martina (udowodnione w roku
1975), mowiace, ze

Twierdzenie Martina (1975)
Kazda gra borelowska (czyli z borelowskim zbiorem W definiujacym warunek wygrywajacy)
jest zdeterminowana.

Dowodzi¢ tego twierdzenia nie bedziemy, dowdd jest zapewne porzadnie skomplikowany,
jednak korzystajac z niego mozemy latwo pokazywaé determinacje (bedaca bardzo przydatna
cechg gier) dla naprawde wielu gier.

PrzejdZzmy do zadan.

3. Czy zbiory domkniete sg G5 Rozstrzygnij, czy w rozwazanej przestrzeni z rozwazang
metryka kazdy zbiér domkniety jest typu Gs.

Wskazowki
e Przypomnijmy sobie przyktad z odcinkami, ktérych przeciecie byto punktem {0}
e Czy mozna podobng konstrukcje zrobi¢ z dowolnym zbiorem domknietym?

e Tak.

Oznaczymy d(z, F) = 12£ d(z,y). Niech F. = {x : 6(x, F') < e}. Zbiér F, jest otwarty dla
y

dowolnego ¢. Zauwazmy, ze F' = ),y F1. Zatem dowolny zbidér domkniety jest przecie-
ciem przeliczalnej rodziny zbiorow otwartych, czyli zbiorem typu Gj.

A gdzie tu bylta wykorzystana domknietos¢ zbioru F'?

W tym, ze F' = ,en £1, bo jesli pewien punkt jest dowolnie blisko zbioru domknigtego,
to jest tez w nim.

4. Charakteryzacja zbioréw otwartych. Udowodni¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne
dla jezyka L C X“

e [ jest otwarty

e istnieje zbior M C X* (gdzie przez X* rozumiemy zbior wszystkich stéw skonczonych nad
X) taki, ze L = Uyen vX¥, przy czym mozemy M wybraé tak, by byt antytancuchem
(antytancuchem nazywamy zbiér, w ktérym zadne dwa elementy nie sa poréwnywalne, tu
wzgledem relacji bycia prefiksem). Przez v X* rozumiemy wszystkie stowa rozpoczynajace
sie prefiksem v.
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Wskazowki

Najpierw zrobmy implikacje w lewo.

Zauwazmy, ze kazdy zbiér vX* jest otwarty (latwo pokazaé¢ wprost, lub argumentujac, ze
jest kula). Zatem zbior L jest otwarty jako suma kul.

Teraz implikacja w prawo, nieco trudniejsza, trzeba jakos zdefiniowaé ten zbior M.

Zauwazmy, ze poniewaz zbior L jest otwarty, to dla kazdego stowa u istnieje pewne otocze-
nie, z ktérym on razem siedzi w L. Czyli istnieje taki indeks n,, ze (u|n,)X*¥ C L, gdzie
przez u|n oznaczymy obciecie stowa u do pierwszych n liter.

Gdy wysumujemy te stowa po wszystkich u, to otrzymamy zadany zbior M, czyli M =
{uln, : u € L}. Gdy jeszcze wezmiemy minimalne takie n, dla kazdego u, to otrzymamy
M bedace antytancuchem.

5. Gra n-ty stan ustalony. Rozwazmy gre miedzy Adamem, a Ewg na grafie gry, rozmiaru
co najwyzej przeliczalnego, w ktorej Ewa wygrywa rozgrywke, gdy rozgrywka w n-tym ruchu
bedzie w stanie ¢, gdzie n oraz ¢ € X sa ustalone. Czy rozwazana gra jest zdeterminowana?
Rozstrzygnaé to opisywanymi wyzej metodami.

Wskazowki

Sprobujmy rozstrzygnaé, czy rozwazany warunek wygrywajacy jest borelowski.
Pokazmy, ze jest on otwarty.

Jest on tak naprawde suma kul - dowolny prefiks n—1 literowy, na n-tej wspotrzednej litera
q, a potem wszystko jedno. Jako suma kul jest to zbiér otwarty, czyli gra z twierdzenia
Martina jest zdeterminowana.

6. Gra przechodzaca przez ustalony stan. Rozwazmy gre miedzy Adamem, a Ewa na
grafie gry podobnie jak poprzednio. Ewa wygrywa, gdy rozgrywka kiedykolwiek przejdzie przez
ustalony stan q. Rozstrzygnaé, czy rozwazana gra jest zdeterminowana.

Wskazdéwki

Skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

Niech @, - zbiér okreslajacy, ze n-ty stan to q. Wiemy, ze @,, otwarty. My rozwazamy
zbior Q) = Upen @n, méwiacy, ze nasza rozgrywka w pewnym stanie jest w ¢, czyli nalezy
do pewnego @,. Zatem () jako suma zbioréw otwartych jest otwarty, czyli gra jest zde-
terminowana.
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7. Gra przechodzaca nieskonczenie wiele razy przez ustalony stan. Rozwazmy gre
miedzy Adamem, a Ewg na grafie gry podobnie jak poprzednio. Ewa wygrywa, gdy rozgrywka
przechodzi nieskonczenie wiele razy przez pewien ustalony stan q. Rozstrzygnaé, czy rozwazana
gra jest zdeterminowana.

Wskazowki

e Skorzystaé¢ z poprzedniego zadania.

e Zapisa¢ warunek wygrywajacy w postaci kwantyfikatoréw.

e Formuta bedzie miata posta¢ Vipend,»r W n-tym ruchu jesteSmy w q.
e Przerobi¢ formute na przecigcia i sumy zbioréw.

e Dla kazdego przerabiamy na przeciecie, istnieje na sume, wiec otrzymujemy rexy Upsi @ns
czyli przeliczalne przeciecie sum zbioréw otwartych, czyli zbiér typu Gy, w kazdym razie
borelowski, czyli gra jest zdeterminowana.

e W oczywisty sposob jesli powiemy, ze gra ma przechodzi¢ nie przez ustalony stan ¢
nieskonczenie wiele razy, ale przez ktorys ze zbioru dobrych stanéw F' nieskonczenie wiele
razy, to dostajemy alternatywe rozwazanych warunkéw, czyli sume zbiorow Gs, czyli zbior
rowniez borelowski. Tak jest zdefiniowana znana gra Biichiego - jeden z graczy wygrywa,
gdy rozgrywka przechodzi nieskonczenie wiele razy przez ktorys z . dobrych” stanéw, mowi
sie na ten warunek warunek Biichiego (zauwazmy, ze tu trzeba wykorzystac¢ przeliczalnosé
zbioru stanéw, bo inaczej suma mogtaby by¢ nieprzeliczalna).

8. Gra parzystosci. Zdefiniujmy gre parzystosci. Klasa tych gier jest bardzo znana i bardzo
szeroko rozwazana, w szczegblnosci wielkim problemem otwartym jest, czy istnieje wielomi-
anowy algorytm rozstrzygajacy dla danej pozycji w grze parzystosci, ktory gracz posiada strate-
gle wygrywajaca.

Gra odbywa sie na grafie skierowanym G = (V| F), zalézmy, ze |G| < oo, cho¢ nie trzeba
az tak mocnego zatozenia zawsze. Graja gracze Odd i Even, ruszaja si¢ na przemian zgodnie z
dozwolonymi przejsciami w tym grafie. Dodatkowo dana jest funkcja rank : V' — N przyporzad-
kowujaca kazdemu wierzchotkowi pewng liczbe naturalng. Gracz Even wygrywa rozgrywke, jesli
najwiekszy rank powtarzajacy sie nieskonczenie wiele razy na tej rozgrywce jest parzysty, w
przeciwnym wypadku wygrywa gracz Odd. Czyli innymi stowy patrzymy, czy lim sup rank(v)
dla v wystepujacych na rozgrywce jest parzysty, czy nieparzysty. Rozstrzygnaé, czy gra ta jest
zdeterminowana.

Wskazdéwki

e Dzialamy metoda podobna jak poprzednio. Okreslmy najpierw zbior, w ktérym najwiek-
szym wystepujacym rankiem bedzie ustalone j.

e Dzielimy zbiér V' na zbiory Vi, Vs, ..., V, dla odpowiednich rankéw. Niech formuta M;
moéwi, ze przechodziliémy nieskonczenie wiele razy przez pewien wierzchotek z Vj, a dla
wierzchotkéw z Vi dla k > j nie przechodziliémy przez nie nieskonczenie wiele razy. Taka
formuta przektada sie na zbioér borelowski.

e Nastepnie wystarczy powiedzie¢, ze poszukiwany zbior to suma U <pcn o Mi.-

19



7 Cwiczenia 7

30 marca 2009

1. Nieskonczony xor. Ktos pokazuje rozwiazanie zadania domowego Nieskonczony xor.
Istnieja dwie metody rozwiazywania tego zadania, przez lemat Kuratowskiego-Zorna oraz przez
zdefiniowanie pewnej relacji. Niech X = {0,1}¥. Jest to relacja ~C X x X, xz ~ y, gdy
roznig o skonczong ilos¢ elementow. Nastepnie na kazdej klasie abstrakeji relacji ~ okreslamy
f oddzielnie.

Warto zauwazy¢, ze metoda przez relacje ~ jest prostsza, ale metoda przez lemat K.-Z.
jest w pewnym sensie ogélniejsza. Da sie ta metoda pokazaé, ze istnieja funkcje f spelniajace
dodatkowo warunek f(x @ y) = f(z) @ f(y) (nakladamy ten warunek na definiowana relacje
porzadku).

Ciekawym ¢wiczeniem jest policzenie mocy zbioru funkcji typu xor nieskonczony, wychodzi
2¢ (na kazdej klasie abstrakcji ~ mozemy okresli¢ na dwa sposoby) oraz policzenie mocy zbioru
funkeji typu xor nieskonczony z dodatkowym warunkiem (z powyzszego akapitu), co zostalto
wpisane jako zadanie domowe nr 4.

2. Atraktory. Ten paragraf to wprowadzenie pojecia. Rozwazmy gre na arenie V. Niech
X C V. Zdefiniujmy attrg(X) (odp. attr4(X)) jako zbiér wierzchotkéw = € V' takich, ze bedac
w z Ewa (odp. Adam) moze zmusi¢ rozgrywke do wkroczenia (przynajmniej raz) do X.

Warto zrobi¢ ¢éwiczenie, ktore pokazuje, ze attrgp(X UY) moze by¢ istotnie wigkszy od
attrg(X) Uattrg(Y'). Po prostu moze by¢ wierzchotek, w ktérym Ewa moze zmusi¢ rozgrywke
do wejscia do X UY, ale do zadnego z nich osobno nie moze.

3. Obliczanie atraktora. Warto zrobi¢ takie ¢wiczenie, cho¢ nie bylo ono explicite na
¢wiczeniach. Znalez¢ algorytm wielomianowy obliczajacy atraktor.

Wskazowki
e Najpierw myslimy.
e Zastanowmy sie na poczatek co na pewno nalezy do atraktora.

e Trzymajmy na pewnej zmiennej to, co nalezy do atraktora i uaktualniajmy ja. Powiedzmy,
ze liczymy attrg(X). Zrobmy na poczatek A := X, to, co lezy w A to juz na pewno bedzie
w atraktorze. Do atraktora na pewno naleza wszystkie wierzchotki x takie, ze jesli naleza
do Ewy, to istnieje z nich krawedz do A, a jesli naleza do Adama, to wszystkie krawedzie
ida do A. Taki zbiér zsumowany z A nazwijmy exp(A). Wiemy wiec, ze do atraktora
attrp(X) na pewno nalezy exp(A), mozemy wiec napisaé¢ A := exp(A).

e Mozemy tak robi¢ az do osiggniecia punktu statego, czyli piszemy tak naprawde
A:=X;
while (A sie zmienia) {
A:=exp(A);
}

return A;
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Nalezy si¢ zastanowic¢ dlaczego ten algorytm jest dobry. Na pewno wszystkie wierzchotki
w zwroconym A bedg naleze¢ do atraktora Ewy od X. Zastanowmy sie dlaczego zaden
inny wierzchotek nie bedzie naleze¢ do atraktora Ewy.

Pokazemy jak Adam moze z dopetnienia A w nieskonczonosé unikaé wejscia do A, czyli
w efekcie nigdy tam nie wejéé. W kazdym wierzchotku Ewy z A wszystkie krawedzie
prowadzg do A, czyli tam rozgrywka nie wejdzie do A. W kazdym wierzchotku Adama
z A istnieje krawedZ nie wchodzaca do A, tam wtasnie bedzie ruszal sie Adam i w ten
spos6b uniknie wejécia do A. Czyli faktycznie algorytm jest poprawny.

Policzmy w jakim dziata on czasie. Faz jest maksymalnie n = |V|, bo w kazdej dochodzi do
A nowy wierzchotek. Kazda z nich wymaga sprawdzenia, czy nowy wierzchotek wchodzi
do atraktora, czyli de facto przejrzenia wszystkich krawedzi wszystkich wierzchotkow,
czyli O(m = |E|) czasu. Czyli algorytm dziata w czasie O(nm).

Zmajdzmy szybszy algorytm. Bedzie on dziatal na podobnej zasadzie, tylko implementacja
bedzie inna.

Mozna zrealizowa¢ to samo odwracajac strzatki w grafie i przej$¢ potrzebne wierzchotki
jednym BFS-em, czyli czas wyniesie O(m).

4. Gra Biichiego. Zdefiniujmy gre Biichiego, jest to tak naprawde definiowana juz gra
parzystosci, tylko dla dwoch rankéw, 0 oraz 1. Mozna to powiedzie¢ nieco inaczej. Na skonc-
zonym grafie graja Adam i Ewa, jest pewien zbior F' C V' wierzchotkéw dobrych. Ewa wygrywa
rozgrywke, jesli ta rozgrywka przechodzi nieskonczenie wiele razy przez pewien wierzchotek do-
bry (co dla skoniczonej ilosci tych wierzchotkow jest rownowazne temu, ze przechodzi nieskoncze-
nie wiele razy przez F'), w przeciwnym wypadku wygrywa Adam. Zadanie polega na znalezie-
niu wielomianowego algorytmu rozwiazujacego gry Biichiego, czyli dla kazdego wierzchotka
odpowiadajacego na pytanie, ktory z graczy posiada strategic wygrywajaca z tego wierzchotka
(ktorys ma, bo gra jest zdeterminowana, co zostalo udowodnione na jednych z poprzednich
¢wiczen).

Wskazowki

Najpierw si¢ zastanawiamy, testujemy rozne opcje. Jesli kto$ proponuje algorytm, to
patrzymy, czy jest dobry, a jesli nie, to prébujemy go obalic.

Sprobujmy wziaé pewien zbidr, ktéry na pewno bedzie zawieral wszystkie punkty, z
ktorych wygrywa Ewa, a potem go zmniejsza¢, do odpowiedniego.

Na pewno, jesli z ktoregos wierzchotka wygrywa Ewa, to musi z niego méc dojs¢é do zbioru
F, czyli zbiér wierzchotkow wygrywajacych dla Ewy zawiera sie w zbiorze attrg(F).
attrg(F') to zbiér wierzchotkéw, z ktoérych moge sobie zapewnié¢ przynajmniej jedna je-
dynke na $ciezce.

Jak go teraz zmniejszac?

Sprébujmy jakos znalezé te wierzchotki, z ktérych moge (jako Ewa) zapewni¢ sobie przy-
najmniej dwie jedynki na $ciezce. To bedg te wierzchotki, z ktorych bede mogt przechodzac
przez F doj$¢ w niezerowej liczbie ruchéw do wierzchotkow, z ktorych moge uzyskaé przy-
najmniej jedng jedynke.
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e Potrzebuje zatem czegos, co zachowuje si¢ jak atraktor, ale wymusza zrobienie przyna-
jmniej jednego ruchu (do bycia w attrg(X) wystarcza bycie w X, u nas nie chcemy, zeby
tak byto). Zdefiniujmy wiec attry;(X) jako zbiér tych wierzchotkéw, z ktérych Ewa moze
zmusi¢ rozgrywke, zeby robigc przynajmniej jeden ruch doszta do X. Liczymy to podob-
nie, jak poprzednio, tylko nie wrzucamy za darmo X do dobrych wierzchotkéw (mozna
sie zastanowi¢ jak doktadnie).

e Zatem zbior tych wierzchotkéw, z ktorych jestem w stanie osiggnaé¢ minimum dwie jedynki
to attr(FNattri(F)) (nie wystarczy attry,(FNattrg(F)), ktory rézni sie od poprzedniego
brakiem wewnetrznego plusa, gdyz tu mozemy te sama jedynke policzy¢ dwukrotnie, bycie
w attry(F) zapewnia bycie w tym).

e Gdy chcemy uzyska¢ kolejng jedynke po prostu jeszcze raz aplikujemy funkcje X +—
attr;(X NF).

e Algorytm zatem bedzie wyglada¢ nastepujaco

R:=attr_E~+(F);

while (R sie zmienia) {
R:=attr_E"+(R \cap F);

}

return R;

e Czyli tak naprawde nasz algorytm znalazt najwigkszy punkt staly przeksztalcenia X +—
attri(X NF).

e Dlaczego ten algorytm jest poprawny?

e 7 pewnoscia z tych wierzchotkéw da si¢ osiagnac¢ dowolnie wiele jedynek, czyli sa wygrane
dla Ewy.

e Dlaczego jednak z pozostalych wygrywa Adam?

e Dlatego, ze dla pewnego k nie da sie z nich zapewni¢ sobie przynajmniej k& jedynek (w
ktéryms kroku ten wierzcholtek odpadl), czyli Adam moze graé tak, ze bedzie jedynie k—1
jedynek, czyli wygra.

e W jakim czasie dziata algorytm?

e Krokow jest co najwyzej n = |V|. W kazdym z nich obliczamy atraktor (z plusem, ale to
niewiele zmienia), ktéry moze by¢ liczony w czasie O(m = |E|), zatem algorytm dziala w
czasie O(nm). By¢ moze nie jest najszybszy, tego nie twierdze.

8 C(Cwiczenia 8

6 kwietnia 2009
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1. Barman. Mozna opowiedzie¢ histori¢ zadania. Marcin Jurdzinski bodajze opowiedziat ja
kiedys na Gamesach przy okazji zaktadajac sig¢, obiecal temu, kto zgadnie rozwiazanie 2 drinki.
Michat Strojnowski zgadt. Ja zrobitem podobne zaktady, kazdy mogt obstawi¢ jeden wynik, z
tych jeszcze nie zajetych.

Barman proponuje klientowi zaktad. Barman obstawia jedna z dwoch liczb 1 lub 2. Podobnie
klient. Jesli klient trafi t¢ sama liczbe k, ktora obstawia barman, to barman stawia klientowi
k drinkéw (czyli jeden albo dwa). W przeciwnym razie klient nie dostaje zadnego drinka, ale
ptaci za x drinkow. Pytanie brzmi: dla jakiego = ta gra jest sprawiedliwa.

Wskazowki

Mozna zrobi¢ tak, ze teraz rozpoczaé obstawianie, a w miedzyczasie zrobi¢ zadania 2 oraz
3. Dopiero potem rozwigzac¢ to zadanie. Ja tak zrobitem.

Trzeba sie zastanowi¢ co to znaczy, ze gra jest sprawiedliwa.

Powinno by¢ tak, ze srednia wyptata wynosi 0. Pytanie - w jakiej sytuacji. Sensownie jest
zalozy¢, ze ta sytuacja to rownowaga Nasha. Raczej nie ma co wdawac sie w dyskusje,
czy to jest naprawde naturalna sytuacja do ktérej zbiegamy i w jakim sensie.

Kazdy z graczy ma dwie strategie, pierwsza - obstawianie 1 oraz druga - ostawianie 2.
Niech Barman obstawia 1 z prawdopodobienstwem p, a klient z prawdopodobienstwem g¢.

Zauwazmy, ze jesli ((p,1—p), (¢, 1—q)) to rownowaga Nasha (niekoniecznie w strategiach
czystych), to kazdy z graczy moze zmienié¢ swoja strategie na ktoras ze strategii czystych
wystepujacych z niezerowym prawdopodobienstwem w jego aktualnej strategii mieszane;
i wowczas wynik gry bedzie taki sam. Oczywidcie moze nie by¢ to rownowaga Nasha i
potem moze gra poj$¢ w jakims dziwnym kierunku. Jest to fakcik z wyktadu.

Chcemy wiec, zeby wartos¢ gry, gdy klient obstawi pierwsza strategie byta réwna wartodci,
gdy klient obstawi druga. Prowadzi to do réwnania 1-p+(—z)-(1—p) = (—z)-p+2-(1—p).

Czy mamy jeszcze jakies réwnanie?

Tak, wartos¢ gry ma by¢ réwna 0, bo gra jest sprawiedliwa, czyli do powyzszych réwnosci
dopisujemy = 0.

Wychodzi z tego, ze = /2.
A co bytoby w ogoélnosci, gdy zamiast 11 2 wstawimy a i b7
Wyjdzie podobnie v/ab, mozna to nietrudno pokazaé, bo musi byé
—zp+b(1—p)=ap—x(l—p)=0 (1)
(1)

z czego wynika 0 = ap — (1 —p) = (ap—z(1—p)) - = +p(L —2) =0+ p(2 — ), czyli
ab = 22, co daje = = Vab.
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2. Gra trzech graczy. Niech Pos = PosyU Pos; U Posy, gdzie Pos; sa roztaczne. Rozwazamy
gre trzech graczy, ktorzy nazywaja sie 0, 1 i 2. Pos; to pozycje gracza ¢ dla ¢ = 0,1, 2. Z kazdego
wierzchotka istnieje przynajmniej jeden ruch, czyli kazda rozgrywka jest nieskonczona. Gracz @
wygrywa rozgrywke m = (po, p1, D2, - -.), gdy limsup,,_, . rank(p,) = i (mod 3), czyli gdy na-
jwiekszy rank wystepujacy nieskonczenie czesto daje reszte ¢ modulo 3. Rozstrzygnaé, czy jest
prawda, ze dla kazdej pozycji jeden z graczy posiada z tej pozycji strategie wygrywajaca (czyli,
czy gra jest zdeterminowana).

Wskazdéwki

e Trzeba sprawdzi¢, czy gracz moze wygrac¢ jesli pozostali dwaj sprzymierza sie przeciwko
niemu.

e To nie jest gra zdeterminowana, sprobowac znalez¢ kontrprzyktad.

e Moze by¢ na przyktad taki: 3 wierzchotki, z kazdego da sie przejs¢ do kazdego innego, ale
do siebie nie, pierwszy jest gracza nr 0 i ma rank 0, drugi jest gracza nr 1 i ma rank 1, a
trzeci jest gracza nr 2 i ma rank 2. Wowczas zaden z graczy nie jest w stanie zatrzymac
gry w swoim wierzchotku, a wtedy przegrywa.

3. Algorytm dla gry trzech graczy. Zaprojektowac algorytm, ktéry rozstrzyga dla kazdego
wierzchotka, czy ktoéry$ gracz posiada z niego strategie wygrywajaca, a jesli tak, to ktory.
Zaltézmy, ze mozemy uzywaé jako podalgorytmu algorytmu rozwigzywania gry parzystosci.

Wskazdéwki

e Trzeba si¢ zastanowi¢ kiedy gracz ma strategie przeciwko dwém pozostaltym graczom
grajacym wspoOlnie.

e Mozna polaczy¢ pozostatych graczy w jednego gracza.
e Zredukowa¢ do gry parzystosci.

e Dla kazdego wierzchotka sprawdzamy, czy gracz ¢ moze z niego wygrac, gdzie ¢ przebiega
zbior {0,1,2}. Dla gracza i taczymy pozostatych dwdch i modyfikujemy ranki. Konkret-
nie - wierzchotki gracza ¢ dajemy graczowi Odd, wierzchotki pozostatych graczy dajemy
graczowi Even. Ranki zmieniamy nastepujaco 3n+i +— 2n+1oraz 3n+j — 2n+2- 13-
dla j € {0,1,2} \ {i}, czyli dla pozostalych graczy (gdzie 1x to funkcja zwracajaca 1 na
zbiorze X, a 0 wpp.). Wéwczas w pierwotnej grze wygrywal gracz ¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy w drugiej grze, grze parzystoéci wygrywa gracz Odd.

4. Czyste ré6wnowagi Nasha. Rozwazmy gre dwoch graczy dana w formie macierzowej,
gdzie kazdy z graczy posiada n strategii czystych. Zalézmy, ze wyptaty dla kazdego gracza w
kazdej z n? pol macierzy sa wybrane niezaleznie z rozktadem jednostajnym na [0, 1]. Oszacowaé
od dotu prawdopodobienstwo, ze ta losowa gra bedzie miata rownowage Nasha w strategiach
czystych.

Kontynuacja tego zadania moze by¢ zadanie, ktore zostato zapisane jako zadanie domowe
numer 6.
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Wskazowki

e Najpierw mozna postrzelaé¢ ile to mniej wiecej bedzie dla n = 1000. Ciekawie bedzie
pozniej porownaé¢ wynik ze strzatami.

Zastandéwmy si¢ co wystarczy, zeby byto spetnione, by istniata czysta rownowaga Nasha.

Oznaczmy strategie gracza A przez aq,...,a,, a gracza B przez by,...,b,. Wystarczy
zeby istnialy dwie strategie a; oraz b;, ktore sa wzajemnie dla siebie najlepsze. Czyli
falai,b;) > fa(ag,b;) dla dowolnego k oraz fg(a;,b;) > fg(ai, by) dla dowolnego k, gdzie
przez fa 1 fp oznaczamy zyski odpowiednio graczy A i B przy ustalonych strategiach.

e Spdjrzmy na sytuacje z punktu widzenia gracza A (zalézmy, ze wybiera on wiersze).
Spojrzmy na pierwszy wiersz od gory, czyli strategie a;. Przy ustalonej strategii a; pewna
strategia b;, jest najlepsza dla gracza B. Jesli jeszcze strategia a; jest najlepsza dla
gracza A przy ustalonej strategii b;, gracza B, to mamy czysta rownowage Nasha. Praw-
dopodobienstwo tego wynosi % Zatem prawdopodobienstwo, ze nie znalezliSmy jeszcze
rownowagi wynosi 1 — %

e Spojrzmy teraz na drugi wiersz. Przy ustalonej strategii ay pewna strategia b;, jest na-
jlepsza dla gracza B, pytanie, czy as jest najlepsza dla A przy ustalonej b;,. Policzmy
prawdopodobienstwo, ze tak jest. Moze by¢ tak, ze b;, # b;, 1 wowczas wynosi ono %, w
przeciwnym wypadku, gdy b;, = b;,, to wiemy, ze a; nie jest najlepsza dla A przy ustalone;
strategii gracza B b;, = b;,, czyli prawdopodobienstwo, ze b, jest najlepsza wynosi ﬁ
My jednak nie chcemy doktadnie liczy¢ tego prawdopodobienstwa, wystarczy, ze jest ono
nie mniejsze niz %, czyli po drugim rzedzie zostajemy bez znalezionej rownowagi Nasha

w strategiach czystych z prawdopodobienistwem nie wigkszym niz (1 — %)2

e Podobnie jest dla kazdego nastepnego wiersza, jesli strategie gracza B powtarzaja sie, to
wiemy, ze te rozwazane juz wczesniej strategie gracza A nie byty najlepsze, wiec zwieksza
sie prawdopodobienstwo, ze aktualna jest najlepsza. Zatem po rozwazeniu wszystkich
n wierszy prawdopodobienstwo, ze nie mamy réwnowagi Nasha wynosi nie wiecej niz
(1— %)” Liczba ta dazy przy n dazacym do nieskonczonosci do % Zatem dla duzych n
dolne oszacowanie na znalezienie rownowagi w strategiach czystych dazy do 1 — % (choé
by¢ moze nie jest to najlepsza stata).

9 C(Cwiczenia 9

20 kwietnia 2009

1. Moc zbioru funkcji. Ktos pokazuje rozwigzanie zadania domowego Moc zbioru funkcji.
Wynikiem jest 2¢. Najpierw dzielimy zbiér {0,1}* na klasy abstrakcji ~, gdzie ~ utozsamia
elementy roznigce si¢ na skonczenie wielu bitach. Pézniej patrzymy na ilu klasach abstrakcji
mozemy niezaleznie zadaé¢ wartos$é (0 lub 1). Wychodzi, ze na € klasach, czyli ilosé dobrych
funkcji xor jest réwna 2¢.

Postaram si¢ tutaj wrzuci¢ link do dobrego rozwigzania.
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2. Gry parzystosci o skonczonej liczbie rankéw. Ktos pokazuje rozwigzania zadania do-
mowego Gry parzystosci o skonczonej liczbie rankéw. Znalezienie szukanego algorytmu
jest dalece niebanalne. Rozwiazania bazuja zwykle na wykorzystywaniu atraktorow, eliminowa-
niu kolejno najwiekszych rankoéw i rozwazaniu mniejszych gier.

Postaram sie réwniez tutaj wrzuci¢ link do dobrego rozwiazania.

3. Gra o sumie zerowej. Przy okazji zadania z ¢wiczen nr 8 wyszed! nastepujacy problem.

Rozstrzygnaé, czy dla gier dwoch gracz o sumie zerowej istnieje doktadnie jedna réwnowaga
Nasha.

Dla kazdej pary strategii naturalnie definiuje sie warto$¢ gry przy tej parze strategii (oczeki-
wany zysk dla powiedzmy gracza pierwszego). Gdy pierwsze zostanie rozstrzygniete dodajemy
pytanie: czy moze si¢ zdarzy¢, ze istniejg dwie réwnowagi Nasha, ktére daja rozne wartosci gry.

Pewnym nawigzaniem do tego zadania jest zadanie domowe nr 7, ktory analizuje troche
podobna sytuacje dla ogdlnych gier dwoch graczy (nie tylko o sumie zerowej).

Wskazdéwki

e Nie, to nieprawda, chociazby w grze, w ktorej gracz pierwszy zawsze wygrywa stalg
wartos¢ C' € R dowolny wybor strategii jest rownowaga Nasha.

e Dodajemy pytanie drugie - czy moga by¢ dwie réwnowagi, ktére daja rézne wartosci gry.

e Sprébujmy najpierw rozwiazac to pytanie w wersji uproszczonej, czy moze si¢ zdarzy¢, ze
istnieja dwie rownowagi Nasha w strategiach czystych o tej wtasnosci.

e Nie, nie moze si¢ zdarzyé. Przypusémy, ze sa to rownowagi (aq,b;) oraz (as,bs), gdzie
a1, as to strategie gracza A, analogicznie by, by strategie gracza B. Przez f(a,b) oznaczmy
wartos¢ gry dla strategii a oraz b. Niech A chce zmaksymalizowa¢ wyptate, B zminimali-
zowal (tak jakby B ptlacit A te kwote). Aby punkty (a,b1) i (ag,b2) byly réwnowagami
Nasha musza by¢ spelione odpowiednio nieréwnosci: f(ay,bs) = f(a,b1) = f(az,b1)
oraz f(ag,b1) > f(az,b2) > f(a1,bs). Zauwazmy, ze po polaczeniu te cztery nieréwnosci
ukladaja sie w kotko, wiec musza by¢ rownosciami, z czego otrzymujemy f(ay,by) =

f(a27 b2)
e Teraz pytanie jak to uogélni¢ na strategie mieszane.

e Doktladnie to samo piszemy dla strategii mieszanych, zamienmy tylko powiedzmy strategie
gracza A na oy,09, a strategie gracza B na 71,7, by wygladalo bardziej na strategie
mieszane.

e Pokazanie, ze wszystkie réwnowagi Nasha w grze o sumie zerowej daja te sama wartosé
gry usprawiedliwia troche to, co zrobiliSmy w zadaniu z Barmanem - wzigliSmy pewna
rownowage Nasha i na niej prowadziliSmy obliczenia.
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