
Zadanie 3. Niech dany b¦dzie deterministyczny VASS A o d licznikach.
Niech f(i) oznacza warto±¢ i-tego licznika w kon�guracji akceptuj¡cej. Mo»-
liwe jest pi¦¢ sytuacji, w których A nie akceptuje sªowa.

A Automat zawiesza si¦, bo nie ma przej±cia z aktualnego stanu po wczy-
tanej literze.

B Automat zawiesza si¦, bo przej±cie po wczytanej literze spowodowaªoby
spadek którego± licznika poni»ej 0.

C Automat wczytuje caªe sªowo, ale zostaje w stanie, który nie jest ak-
ceptuj¡cy.

D Automat wczytuje caªe sªowo, ale dla pewnego i warto±¢ i-tego licznika
na ko«cu wynosi mniej ni» f(i).

E Automat wczytuje caªe sªowo, ale dla pewnego i warto±¢ i-tego licznika
na ko«cu wynosi wi¦cej ni» f(i).

Stworzymy kilka komponentów sprawdzaj¡cych, czy powy»sze sytuacje za-
chodz¡. Ich poª¡czenie b¦dzie stanowi¢ automat z jednym licznikiem, któ-
rego j¦zykiem jest dokªadnie dopeªnienie j¦zyka rozpoznawanego przez A.
Stwórzmy najpierw nowy stan F oraz ustalmy, »e jedyn¡ kon�guracj¡ ak-
ceptuj¡c¡ b¦dzie (F, 0). Dodajmy te» stan stan F ′ oraz tranzycje z F ′ do F
i z F ′ do F ′ po ka»dej literze alfabetu (nie zmieniaj¡ce licznika).

A Tworzymy kopi¦ A automatu A ale z jednym licznikiem, który b¦dzie
stale równy 0. To znaczy stany s¡ takie jak w A oraz tranzycje takie
jak w A, ale nie zmieniaj¡ce licznika. Stan pocz¡tkowy jest jak w A.
Teraz dodatkowo, je±li ze stanu s w A nie prowadzi »adna tranzycja
po literze a z alfabetu, to dodajemy tranzycj¦ po literze a ze stanu s
do F oraz tranzycj¦ po literze a ze stanu s do F ′ (dla sytuacji, gdy
zostaªo do wczytania jeszcze wi¦cej liter). Zauwa»my, »e automat A
akceptuje sªowo wtedy i tylko wtedy, gdy A zawiesza si¦ z powodu
braku tranzycji.

B Dla ka»dego i = 1, . . . , d tworzymy automat Bi z jednym licznikiem,
który jest kopi¡ automatu A, ale tylko z licznikiem o numerze i (to
znaczy stany s¡ takie same oraz tranzycje s¡ takie same, ale zmieniaj¡
licznik automatu dokªadnie tak jak i-ty licznik A). Dla ka»dego Bi
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dodajemy jeszcze jeden stan p, który b¦dzie jedyny pocz¡tkowy w Bi.
Tranzycje wychodz¡ce z p maj¡ by¢ kopiami tranzycji wychodz¡cych ze
stanu pocz¡tkowego A, ale je±li taka tranzycja zwi¦kszaªa i-ty licznik
o w, to kopia wychodz¡ca z p ma zwi¦ksza¢ licznik o w + 1.

Dla ka»dej tranzycji w Bi z s1 do s2 dodaj¡cej do licznika w < 0,
dodajemy |w| nowych tranzycji z s1 do s2 dodaj¡cych do licznika w +
1, w + 2, . . . , 0.

Dodatkowo, teraz dla ka»dej tranzycji w automacie Bi z s1 do s2 po
literze a, która dodaje w do licznika, dodajemy te» tranzycje z s1 do F
i z s1 do F ′, które s¡ po literze a oraz dodaj¡ do licznika w.

Tak skonstruowany komponent akceptuje sªowo wtedy i tylko wtedy,
gdy podczas wczytywania sªowa, dla pewnego i, i-ty licznik automatu
A spadª poni»ej 0. Istotnie, je±li tak byªo, to w komponentcie Bi mo»-
liwe jest u»ywanie tranzycji, które b¦d¡ zmniejsza¢ licznik o dowoln¡
mniejsz¡ warto±¢, wi¦c b¦dzie mo»liwe sko«czenie w stanie F z warto-
±ci¡ licznika 0, aby w »adnym kroku licznik nie spadª poni»ej 0. Z dru-
giej strony, je±li i-ty licznik automatu A podczas wczytywania sªowa
jest zawsze nieujemny, to podczas wczytywania tego sªowa warto±¢ licz-
nika Bi b¦dzie w ka»dym kroku wynosiªa co najmniej 1 (bo po przej±ciu
ze stanu p zwi¦kszyli±my licznik o 1 wi¦cej ni» automat A).

C Tworzymy kopi¦ C automatu A, która b¦dzie miaªa jeden licznik stale
równy 0 (tak jak w A). Stan pocz¡tkowy odpowiada stanowi pocz¡t-
kowemu z A. Je±li s jest stanem, który odpowiada stanowi ró»nemu
od akceptuj¡cego z A, to dla ka»dej tranzycji prowadz¡cej do s, do-
dajemy kopi¦ tej tranzycji prowadz¡c¡ do F . Zauwa»my, »e automat
C akceptuje wtedy i tylko wtedy, gdy A ko«czy w stanie ró»nym od
akceptuj¡cego, o ile wczyta caªe sªowo.

D Dla ka»dego i = 1, . . . , d oraz ka»dego j = 0, 1, . . . , f(i) − 1 tworzymy
kopi¦ Dij automatu A tylko z i-tym licznikiem (podobnie jak w B).
Stany pocz¡tkowe odpowiadaj¡ stanowi pocz¡tkowemu z A. Tym ra-
zem jedyna mody�kacja b¦dzie taka, »e je±li f odpowiada stanowi ak-
ceptuj¡cemu z A w Dij, to dla ka»dej tranzycji prowadz¡cej do f i do-
daj¡cej do licznika w, tworzymy jej kopi¦ prowadz¡c¡ do F i dodaj¡c¡
do licznika w − j. Dla ustalonego i, komponent zªo»ony z automatów
Dij akceptuje sªowo, wtedy i tylko wtedy, gdy automat A wczytaª to
sªowo oraz stan i-tego licznika na koniec wyniósª mniej ni» f(i).
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E Dla ka»dego i = 1, . . . , d tworzymy kopi¦ Ei automatu A tylko z i-tym
licznikiem (podobnie jak w B). Stany pocz¡tkowe odpowiadaj¡ stanowi
pocz¡tkowemu z A.

Dla ka»dej tranzycji w Ei z s1 do s2 dodaj¡cej do licznika w > 0,
dodajemy |w| nowych tranzycji z s1 do s2 dodaj¡cych do licznika w −
1, w − 2, . . . , 0. Co wi¦cej, je±li f odpowiada stanowi akceptuj¡cemu
z A w Ei, to dla ka»dej tranzycji prowadz¡cej do f i dodaj¡cej do
licznika w, tworzymy jej kopi¦ prowadz¡c¡ do F i dodaj¡c¡ do licznika
w − f(i)− 1.

Komponent zªo»ony z automatów Ei akceptuje sªowo, wtedy i tylko
wtedy, gdy automat A wczytaª to sªowo oraz stan i-tego licznika na
koniec wyniósª wi¦cej ni» f(i). Wynika to z faktu, »e w Ei ostatnia
tranzycja odejmuje jeszcze f(i) + 1. Z drugiej strony nowe tranzycje
pozwalaj¡ na zwi¦kszanie licznika tak, aby nie byª �zbyt du»y"(aby
mo»liwe byªo otrzymanie zerowej warto±ci licznika na koniec).

Z poª¡czenia komponentów z powy»szych podpunktów powstaje wi¦c au-
tomat z jednym licznikiem, który rozpoznaje dopeªnienie j¦zyka A (niedeter-
ministyczny, ale bez ε-przej±¢).
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