Uniwersalno$¢ deterministycznego VASS-a

Witalis Domitrz

Spostrzezenie

Mozna sie ograniczy¢ do stanéw osiggalnych

Mozna ograniczy¢ zbiér stanéw do standéw osiagalnych ze stanu poczatkowego w
grafie, w ktérym wierzcholki stanowia stany VASS-u, a krawedzie (skierowane)
to tranzycje (ale pozbawione informacji o literce i wektorze).

Przez stany bede od teraz rozumial tylko stany osiagalne.

Jak to obliczyé¢?

Na opisanym powyzej grafie uzywamy algorytmu DFS i znajdujemy wszystkie
stany osiagalne.

Warunki konieczne i wystarczajace

Wszystkie stany muszg by¢é akceptujace

Jedli jezyk ma by¢ uniwersalny, to wszystkie stany musza by¢ akceptujace.
Jedli ¢ nie bylby akceptujacy to, z zalozenia o determinizmie danego VASS-a,
stowo powstale z literek na tranzycjach bedacych na Sciezce z p do ¢ (ignorujac
wektory) nie bylo by w jezyku L.

Jak to sprawdzic¢?

Iterujemy sie po wszystkich stanach i sprawdzamy, czy dany stan jest akceptujacy.

Wszystkie stany muszg mieé¢ tranzycje ze wszystkimi
literkami

Jedli jezyk ma by¢ uniwersalny, to dla kazdego stanu ¢ i kazdej literki a musi
istnie¢ tranzycja wychodzaca z g z literka a.

Zalézmy, ze istnieje stan ¢ i literka a, ze nie ma tranzycji wychodzacej z q z
literka a. Oznaczmy przez w stowo powstale z literek na tranzycjach bedacych



na $ciezce z p do q. Teraz z determinizmu VASS-a wynika, ze stowo wa nie moze
naleze¢ do L.

Jak to sprawdzic¢?

Iterujemy sie po wszystkich stanach i po wszystkich literkach i sprawdzamy, czy
jest tranzycja wychodzaca z danego stanu z taka literka.

Wszystkie tranzycje zawsze muszg byé aktywne (nie pa-
trzac na literki)

Jedli jezyk ma byé uniwersalny, to patrzac na dany VASS, ignorujac literki na
tranzycjach, nie powinno si¢ daé osiagnaé¢ stanu (g,v’), ze istnieje tranzycja
wychodzaca z ¢ nie bedaca aktywna (ktérej nie mozemy aktywowac) z wektorem

v

Jesli zbior tranzycji takich, jak opisane powyzej jest niepusty, to wezmy dowolng

z tych, ktore wystepuja najblizej stanu poczatkowego w jakim$ biegu. To znaczy

- wezmy taka tranzycje t = ¢ — ¢/, ze istniej bieg z (p,v) do (g,v") w danym
u

VASS-ie (nie patrzac na literki), a ¢ nie jest aktywna w konfiguracji (g, v’).

Oznaczmy przez w stowo powstale z literek na tranzycjach biegu z (p,v) do

(q,v"). Teraz z determinizmu VASS-a wynika, ze stowo wa nie moze nalezeé¢ do
L.

Jak to sprawdzié¢?

Dla kazdego wymiaru 7 z d wymiaréw z VASS-a tworzymy graf taki, ze stany to
wierzcholki, a tranzycje to krawedzie i majg wagi takie jak i-ta pozycja wektora
z tej tranzycji. To znaczy tranzycja t = q %) ¢’ daje krawedz ¢ = ¢’. Na
takim grafie uzywamy algorytmu Bellmana-Forda zaczynajac z wierzchotka p i
sprawdzamy, czy istnieje wierzchotek, ktéry mozemy osiagnaé¢ z waga mniejsza
niz —wv;, albo czy istnieje ujemny cykl, co tez sprawdzamy tym algorytmem. Jesli
istnieje taki wierzcholek, albo ujemy cykl, to odpowiadamy, ze istnieje tranzycja,
ktora moze byé¢ nieaktywna.

Jesli dla kazdego ¢ z d wymiaréw nie ma wierzchotka osiggalnego z waga mniejsza
niz —v; ani ujemnego cyklu, to odpowiadamy, ze wszystkie tranzycje beda zawsze
aktywne.

Dlaczego jest réwnowaznosé

Jedli istnieje wymiar ¢ i wierzcholek ¢, ze istnieje Sciezka z p do ¢ o sumie wag
mniejszej od —v;, to po przejsciu ktoras tranzycja z tej Sciezki zejdziemy ponizej
0 na i tej pozycji idac w VASS-ie, wiec ta tranzycja nie moze by¢ aktywna.

Jesli istnieje ¢, ze istnieje ujemy cykl, to istnieje wierzchotek, ktéry mozemy

osiagnac¢ z dowolnie mala wartoscia na i tej pozycji, wiec argument z poprzedniego
akapitu réwniez dziala.



Jedli istnieje tranzycja, ktéra moze byé nieaktywna, to wezmy taka Sciezke z (p, v)
do (q,v"), ze t = ¢ % ¢’ nie jest aktywna z powodu wartoéci na wspéirzednej .
u

Teraz w grafie dla wspoélrzednej ¢ mozemy osiggnaé ¢’ z wagg mniejsza niz —v;,
bo z waga v'; — u; — v; (a v'; —u; < 0), co zostanie wykryte jako $ciezka do ¢’ o
sumie wag mniejszej niz —v;, lub ujemy cykl przez algorytm Bellmana-Forda.

Jesli wszystkie powyzsze warunki bedg spelnione,
to VASS jest uniwersalny

Zalézmy, ze wszystkie powyzsze warunki sg spetnione. Teraz z indukcji po
dtugosci stowa dostajemy uniwersalnosc L.

Jesli w = ¢ nalezy do L, bo wszystkie stany, w tym stan poczatkowy p maja by¢
akceptujace.

Jesli wezmy w = w’a. WeZmy bieg po stowie w’ w danym VASS-ie, ktéry koniczy

sie w konfiguracji (¢,v’"). Teraz wiemy, ze z ¢ wychodzi tranzycja z literka a.

Niech bedzie to t = ¢ = ¢/. Wiemy tez, ze ¢’ jest akceptujacy oraz, ze t jest
u

aktywne, wiec istnieje bieg akceptujacy po w = w'a i jest to bieg z (p,v) do

(g,v"), a potem tranzycja t do stanu ¢'.
Algorytm
Wystarczy sprawdzi¢ wszystkie opisane warunki tak, jak jest to opisane powyze;j.

Zlozonosé

Sprawdzenie kazdego z powyzszych warunkéw jest wielomianowe, wiec caly
algorytm tez jest wielomianowy.
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