Zadania przygotowawcze do 11
kolokwium z MD

Nizej znajduja sie wskazowki i rozwigzania. Wskazoéwki i rozwiazania do kazdego z zadan
umiescitem na oddzielnych stronach. Gdy nie wiecie jak zacza¢ polecam spojrzenie na pierwsza
(kolejne) wskazowke i probe dalszego samodzielnego rozwiazania.

1. Pokaz, ze w grafie planarnym, 4-regularnym istnieje co najmniej 8 Scian tréjkatnych.

2. Niech G* bedzie grafem, w ktérym wierzchotki s te same co w grafie G, a krawedzie
sa zdefiniowane nastepujaco: (u,v) € E wtedy i tylko wtedy, gdy u i v sa koficami $ciezki
dtugosci nie wickszej niz k w G. Wykaz, ze jedli G jest spojny, to G® jest hamiltonowski, ale
G? niekoniecznie.

3. W turnieju o n wierzchotkach dla kazdego wierzchotka stopien wejsciowy jest rowny
wyjsciowemu. Wyrdzniony wierzchotek vy ma te wlasnosé, ze dla kazdego innego wierzchotka v
istnieje Sciezka z vy do v. Pokaz, ze dla kazdego v istnieje Sciezka z v do vy.

4. Udowodnij, ze dla liczby pierwszej p jesli p | a? — bP, to p? | a? — .
5. Pokaz, ze jesli 7| k? + 12, to 7 | k oraz 7 | I.

6. Udowodnij, ze liczb pierwszych postaci 4k + 3 jest nieskonczenie wiele.



Rozwigzanie 1

zastosuj zliczanie krawedzi po wierzchotkach oraz po $cianach
dodatkowo uzyj wzoru Eulera n —m + f > 2

zliczajac krawedzie po wierzchotkach dostajemy 2m = 4n
oznaczmy przez k liczbe Scian trojkatnych

zliczajac krawedzie po $cianach otrzymujemy 2m > 3k +4(f — k) = 4f — k, czyli 4f <
2m+k

mamy wiec 4n —4dm +4f > 8, czyli 4f —2m > 8

taczac z ostatnim wynikiem dostajemy 8 < 4f — 2m < 2m + k — 2m = k, czyli to, co
chcielismy



Rozwigzanie 2

dla G? po prostu podamy kontrprzyktad

przyjrzyjmy sie najpierw jak wyglada mozliwy cykl Hamiltona w G? dla G réwnego $ciezce
o 4 krawedziach

zmodyfikujmy troche te éciezke, by dostaé graf G, dla ktérego w G? nie ma cyklu Hamil-
tona

do srodkowego punktu Sciezki doczepmy dodatkowa Sciezke dlugosci 2 (powstaje taka
gwiazda o trzech ramionach dtugosci 2), wéwcezas proste rozwazenie przypadkéw pokazuje,
ze w G? nie ma cyklu Hamiltona

teraz pokazemy, ze w G zawsze jest cykl Hamiltona
zrobimy to indukcyjnie po rozmiarze grafu (liczbie wierzchotkéw)

teza indukcyjna bedzie jednak mocniejsza - ze dla dowolnej krawedzi (u,v) € G istnieje
cykl Hamiltona w G2, ktéry zawiera te krawedz

wyroznijmy konkretny wierzchotek v, niech jego sasiedzi to vy, ve, ..., v

dla kazdego wierzchotka v € G istnieje Sciezka z v do wu, pierwszy krok tej Sciezki to
krawedz z v do v;. Niech wierzchotki, dla ktérych pierwszy krok to krawedz z v do v;
tworza graf GG;. Graf G; jest spdjny.

bedziemy korzysta¢ z zatozenia indukcyjnego dla Gy, G, ..., Gk

tworzymy cykl Hamiltona w G2, ktéry zawiera wybrang krawedz (v,v;). Wiemy, ze ist-
nieja cykle Hamiltona w G2, z wybrang krawedzia (v;,v}), gdzie v} to pewien sgsiad v;.
Jesli G; jest réwny {v;}, to bedzie tylko proéciej. Cykl Hamiltona w G® wyglada nastepu-
jaco: v — vy — cykl Hamiltona w G$ — v} — vy — cykl Hamiltona w G5 — v — ... — v}, —
cykl Hamiltona w G% — v}, — v. Zauwazmy, ze zaczeliSmy od wybranej krawedzi (v, v;),
moglismy ja wybra¢ dowolnie.



Rozwigzanie 3

spéjrzmy na wyrozniony wierzchotek vy, oznaczmy zbioér wierzchotkéw v takich, ze kra-
wedz idzie z v do vy jako U, a takich, ze krawedz idzie z vy do v jako W. Przyjrzyjmy sie
temu podzialowi.

dla kazdego wierzchotka z U teza zadania jest jasna, problemem pozostaja wierzchotki z
w

wiemy, ze |U| = |W| = k dla pewnego k € N

niech v € W. Gdyby v mial krawedz prowadzaca do jakiegos wierzchotka z U, to sprawa
jest rozwigzana

zat6zmy nie wprost, ze nie ma

wowcezas z v moga wychodzi¢ krawedzie jedynie do pozostatych wierzchotkéw z W, czyli
maksymalnie k£ — 1

wowcezas krawedzi wchodzacych do v jest minimum £ + 1, sprzecznosé



Rozwigzanie 4

skorzystamy z matego twierdzenia Fermata, ze a”? = a mod p
podobnie dla b
mamy wowczas, ze p | a — b

niech wieca = b+ kp dla k € N
P ) ) p—1 ) )
wowezas a? — b = (b+ kp)? — b = 3 (2)bi(kp)r =t — 0 = % () bi(kp)»?
=0 i=0

w rozwazanej sumie kazdy ze sktadnikéow dzieli sie przez p?

sktadniki dla i > 0 zawieraja czynnik (’Z) dla 0 < i < p oraz (kp)P~* dla p —i > 0.
Sktadnik dla ¢ = 0 réwniez dzieli si¢ przez p?, bo zawiera czynnik (kp)?. Zatem zadanie
jest udowodnione.



Rozwigzanie 5
e rozwazmy mozliwe reszty k? modulo 7
e mozliwe reszty to 0,1,4,2, bo k* = (7 — k)? mod 7

e osiggniecie sumy k% + 12 réwnej 0 modulo 7 jest mozliwe tylko poprzez zsumowanie dwéch
zer

e zatem 7 | ki 7|l



Rozwigzanie 6

udowodnij to podobnie jak pokazuje sie, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele (przy-
pomnienie tego dowodu w nastepnej wskazdwce)

dowdd, ze liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele: zat6zmy nie wprost, ze jest ich skon-
czenie wiele, sa to: pi, po, . . ., pr. WoOwczas liczba py-ps-. . .-pr+1 nie dzieli si¢ przez zadna z
liczb pierwszych, wiec jest pierwsza. Jednak jest wicksza od wszystkich pozostatych, czyli
nie wypisalismy wszystkich, sprzecznosc.

teraz dowiedziemy, ze liczb pierwszych postaci 4k 4+ 3 jest nieskonczenie wiele

niech py, pa, ..., pr to wszystkie takie liczby
ozZnaczmy n = pi - P - ... - Pk, N jest nieparzysta
jeslin =1 mod 4, to rozwazmy liczbe n + 2, ona nie dzieli si¢ przez zadna z p;, jednak

ma reszte 3 z dzielenia przez 4, czyli nie moze mie¢ rozkltadu na same liczby pierwsze
postaci 4k + 1. Sprzecznosé.

gdy n =3 mod 4, to rozwazamy analogicznie liczbe n + 4, ktéra okazuje sie nowa liczba
pierwsza postaci 4k + 3, sprzecznosé

Zadania tu omowione nie sa wymyslone przeze mnie, a jedynie wziete ze znanych zrodel.



