Algorytmy i Struktury Danych, 2. ¢wiczenia

2025-10-15 (wersja 1.0.1)

Zadanie 2.1

Zaproponuj iteracyjny algorytm, ktory w czasie O(logn) oblicza |v/n] dla danej
nieujemnej liczby catkowitej n. Udowodnij poprawnosé swojego algorytmu.

Algorytm 1: Sqrt(n)

Input: n >0

Output: |/n]

l=1,r=n

while | < r do

/* niezmiennik 2<n i (r+1)2>n x/
m = L%J //l<m<r
if m?2 < n then

l=m

else
Lr=m-1

return |/ // 1= |y/n]

Zadanie 2.2

Algorytm 7

begin
{ x <= 100 - liczba catkowita}
y :=x; z :=1;

while (y <= 100) or (z != 1) do begin
if y <= 100 then
begin y := y+11; z := z+1 end
else
begin y := y-10; z := z-1 end
end

end

Udowodnij, ze Algorytm ? ma wtasno$é stopu.:

Wskazowka: pokaz stan algorytmu na wykresie gdzie kolejne punkty wyznaczone
sa przez wartosé (z,y). Przeanalizuj jak zachowuje sie algorytm w zakresie
90 <y < 111.



Algorytm 7
begin
{ x <= 100 - liczba catkowita}
y :=x; z :=1;
while (y <= 100) or (z != 1) do begin
if 91 <= y < 100 then

begin y :=y + 1; end { ztozenie dwéch krokdw }

else if y == 100 then
begin y := 91; z := z - 1; end { ztozenie trzech krokéw }

else if y <= 100 then
begin y := y+11; z := z+1 end

else
begin y := y-10; z := z-1 end

end
end

Zadanie 2.3

Algorytm 2: Sortowanie Szymka R.

X ={z1,x2,...,2,}

Zainicjuj stos S jako pusty

while Not Empty(X ) do
Wez dowolny element z ze zbioru X
X =X —{z}
Usuni ze stosu S wszystkie elementy wieksze od x i wstaw je z

powrotem do zbioru X

Umies$¢ x na wierzchotku stosu S

wypisz kolejno elementy ze stosu .S

Przyjmijmy, ze operacjami dominujacymi sa operacje stosowe Topr, PUsH, Pop.

a) Jaka jest pesymistyczna ztozZonosé sortowania algorytmem Szymka R.?

Rozwigzanie: Bez straty ogolnosci mozemy potraktowaé ciag {z1,...,2,} jako
permutacje {1,...,n}.

Jesli potraktujemy zawartosé stosu jako licznik binarny (1 jesli element jest
na stosie, 0 wpp, przy czym najstarszy bit odpowiada 1, a najmltodszy bit
odpowiada n), to mozemy zauwazy¢, ze kazdy obrot petli zwieksza licznik. Czyli
jesli na stos zostanie element minimalny, to juz tam zostaje.

Niech T'(n) oznacza pesymistyczna zlozonosé czasu sortowania dla n elemen-
tow. Najgorszym scenariuszem, jest ten w ktérym element 1 zostanie wylosowany
dopiero wtedy, gdy nie bedzie juz innych elementéw do wyboru, czyli na stosie
znajda sie wszystkie pozostate n — 1 elementéw. W momencie gdy wylosujemy
element 1 musimy wykona¢ n — 1 operacji ToP, n — 1 operacji POP i 1 opera-
cje PUSH (razem 2n — 1 operacji). Nastepnie problem zostaje zredukownay do
posortowania pozostatych n — 1 elementow.

Taka sytuacje mozemy wyrazi¢ wzorem:

Tn)=Tn—-1)+2n—-14+T(n—-1)=2T(n—-1)+2n—-1



n T(n)

1 1

2 5

315

4 37

5 83
k—1

T(n) =2"T(n—k)+ > _ 2'(2n— 1 — 2i)

=0

n—1
T(n)=(@2n—1)-(2"=1)—=2> (i-2")
i=1
Korzystajac z wzoru Y ;- i-2" =2+ 2" (p —1):

T(n)=2n—-1)-(2" —1) = 2(2+2"(n — 2))
T(n) =n2"™ —2n —2" 41 -4 2" (n —2)

T(n)=2""?-2n—-2" -3
Czyli T(n) = O(2™).

b) Zalézimy teraz, ze element x wybieramy losowo ze zbioru X z rozktadem
jednostajnym - kazdy element moze zostaé wylosowany z prawdopodobienstwem
1//X]. Udowodnij, ze oczekiwana liczba losowari elementu x w algorytmie wynosi

O(n?).

Rozwiazanie:

e udowodnijmy, ze po O(n) losowania element maksymalny trafi na spod
stosu

Niech Y to zmienna losowa oznaczajaca liczbe losowann w algorytmie do
momentu w ktérym zostanie wylosowane MAX. Dodatkowo wprowadzmy
zmienng losowa Y’ oznaczajaca liczbe losowani w procesie Bernoulliego do
pierwszego sukcesu przy zaltozeniu, ze pojedynczym losowaniu prawdopo-
dobienstwo sukcesu to p = %

Chcemy oszacowaé (z gory) E[Y], jednak ze wzgledu na stopien ztozono-
§ci algorytmu policzenie doktadnej wartosci E[Y] nie jest tatwe. Mozemy
natomiast zauwazy¢, ze E[Y] < E[Y’] — w kazdej turze algorytmu pra-
wodpodobieristwo wylosowania MAX moze sie zmieniaé¢, jednak zawsze
> %L stad “latwiej/szybcie]” osiagnaé¢ sukces w Y niz Y.

Poniewaz E[Y'] =1/p = n stad E[Y] < n.

Fakt 1. E[Y']=1/p

EYT=p+2(1-pp+31-p)p+...
(1-pEN=010-pp+2(1—p°p+3(1-p)°p+...



po odjeciu stronami:

pEY'|=p+(1—pp+(1—p)°p+...
n_ oy b1

e poniewaz po n wyborach minimum cigg zostanie posortowany, stad oczeki-
wana liczba losowan to O(n?).

¢) Dokonaj analizy oczekiwanej liczby operacji dominujgeych w algorytmie Szymka
R. w opisanym wyzej modelu probabilistycznym.
Rozwigzanie: Niech #Pop, #PuUsH, #ToP odpowiednie liczby operacji:

e #PUSH jest rowna liczbie losowan, wiec z punktu b) wynika, ze oczekiwana
liczba operacji wynosi O(n?),

e #PoP < #PUSH poniewaz, zeby zdja¢ element ze stosu, to trzeba go tam
wczesniej wlozyé,

o #Topr < #Pop + #PusH,
e stad oczekiwania warto$é #POP + #PUSH + #ToP jest rzedu O(n?).

Zadanie 2.4 - sortowanie ciagéw k-dobrych

Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Dla dodatniej liczby calkowitej k
powiemy, ze ciag liczb a[l],...,a[n] jest k-dobry, jesli kazda inwersja (i,7),
1<i<j<n,spemiaj <i+k.

a) [8 punktow| zaproponuj asymptotycznie optymalny ze wzgledu na porow-
nania algorytm sortujacy ciagi k-dobre. Uzasadnij asymptotyczna opty-
malnos¢ swojego algorytmu. Uwaga: w tym zadaniu argumentami funkcji
zlozonosci sa k i n.

b) [56 punktéw| zaproponuj efektywny czasowo i pamieciowo algorytm, ktory

sprawdza czy ciag liczb a[l],...,a[n] dla zadanej liczby catkowitej k, jest
k-dobry. Uzasadnij poprawnos¢ algorytmu i dokonaj analizy czasowej i
pamieciowej

Rozwigzanie: (a) Dowolny algorytm sortujacy oparty o poréwniania musi
wykona¢ Q(nlogk) poréwnan.
Rozwazmy permutacje postaci 7 = (Bi, Ba, ..., By i), gdzie B; to dowolna
permutacja liczb {(¢ —1)k+1,. .., ik} (w szczegélnosci By = 1.k, By = k+1..2k).
Oczywiscie wszystkie takie permutacje sa k-dobre (inwersje wystepuja tylko
wewnatrz blokow). Tego typu permutacii jest (k!)"/*.

Algorytm (dla dowolnych ciagéw k-dobrych):
sortuj kolejno bloki dtugosci 2k zaczynajace sie na pozycjach 1, k+1,2k+1,.. ..



(b) Niech pmaz[i] oznacza maxa[l..i) (maksymalne wartosci dla wszystkich
prefiksow tablicy, uwaga! pmax[i] nie zawiera a[é]). Tablica a jest k-dobra, jesli

Vi<j<npmaz[j — k] < alj]

Zadanie 2.5 - przesuniecie cykliczne

Funkcja CyclicLeftShift(a, k)

n :=len(a)

Reverse(a, 1, n — k)
Reverse(a, n —k+ 1, n)
Reverse(a, 1, n)

Zadanie 2.6 - stabilne sortowanie ciagéw 0/1

Algorytm 3: StableMergeSort01(A)

Input: array A[l..n]

Output: number of elements with value 0

if n =1 then

| return (1 if A[1] =0 else 0)

else

m=|5]

¢1 = StableMergeSort01(A[L, ..., m])

¢o = StableMergeSort01(A[m + 1,...,n])

if ¢y <m and ¢y > 0 then

L Swap(Afer +1,...,m], Ajm +1,...,m + ¢3]) — przy uzyciu

CyclicShift
| return c; + co

Ztozonosé czasowa: T'(n) = 2T (n/2) + O(n) = O(nlogn). Ztozonos¢ pamie-
ciowa: O(logn) (ale mozna to tez zapisa¢ w pamieci O(1)).
Problem sortowania stabilnego i w miejscu dla ciagéw binarnych, mozna

rozwiaza¢ w czasie O(n) jednak takie rozwiazanie jest dosy¢ skomplikowane |2]
https://hjemmesider.diku.dk/~ jyrki/Paper/KP1992bJ.pdf|


https://hjemmesider.diku.dk/~jyrki/Paper/KP1992bJ.pdf

Zadanie 2.7, 2.8 i 2.9 - merge w miejscu

Scalanie w miejscu dla ciggéw dtugosci \/n i n—+/n

Algorytm 4: Merge(A)
Dana jest tablica A zawierajaca dwa uporzadkowane rosnaco ciagi:
l.n—+y/nin—+/n+1l.n.
Posortuj (uzywajac alg. insertion sort) ciag n — 2¢/n+ 1..n
Scal ciag 1..n — 2y/n i n — 24/n + 1..n — y/n uzywajac obszaru
n —+/n + 1..n jako bufor
Posortuj (uzywajac alg. insertion sort) ciag n — /n+ 1..n

Scalanie dwoch uporzadkowanych w ciaggu przy uzycia bufora:

def merge(A, nl, QC):

"""scalanie uporzadkowanych A[0..nl1) i A[nl..]

przy uzyciu bufora C (dlugosci >= min(nl, |[A|-nl))"""
assert len(C) >= min(nl, len(A) — nl)

n = len(A)

if nl > n — nl:

# zamien A[0..n1) i A[nl..] — wersja uproszczona!
reverse = lambda arr: arr[::—1] # to nie jest O(1)

A[:n1], A[nl:] = reverse(A[:nl1]), reverse(A[nl:])
A[:n] = reverse(A[:n])
nl = n — nl

# zamien A[0..n1) i C
for i in range(nl):
A[i], C[i] = C[i], A[i]

i, i1, i2 = 0, 0, nl

while il < nl:

# fragment A[0:4i) jest juz uporzadkowany

# pozostale elementy sa w Cl[il:nl) i A[i2:n)
if i2 == n or C[il] <= A[i2]:

A[i], C[il1l] = C[il], AT[i]

il += 1

else:

A[i], A[i2] = A[i2], A[i]
i2 += 1

i +=1

Uwaga! W tym kodzie dla uproszczenia zapisu uzytem do odwracania listy
konstrukeji [::-1], ktora uzywa dodatkowej pamieci, jednak latwo to zastapié
prosta petla odwracajaca dany zakres.

Scalanie w miejscu
Knuth, Tom III, strona 698.

e podziel tablice na bloki rozmiaru [\/n], — Z1, Za, ..., Zmy2, (blok Zpio
moze byé mniejszy,



Rysunek 1: Przykladowy stan w trakcie uruchomienia algorytmu MERGE

e zamien blok lezacy na potaczeniu dwoch ciagéw, z blokiem Z,, 41, teraz
kazdy z blokow Z1, ..., Z,, jest uporzadkowany,

e posortuj uzywajac selection—sort bloki, wg. pierwszego elementu z blokdéw
(jesli dwa bloki maja ten sam element poczatkowy, to poréwnaj elementy
konicowe)

e scal Zy, ..., Z,, uzywajac Z,+1 jako bufora pomocniczego,

Algorytm 5: Z-Merge(Z)

foreachie1,....m—1do
L SimpleMerge(Z;,Zi1,Zm+1)

(nalezy jeszcze pokazaé, ze taka procedura daje dobre uporzadkowanie) —
wskazowka: przed tym krokiem kazdy element jest w inwersji z co najwyzej
\ﬂn) innymi elementami blokéw 71, .., Z,, 11

e dzielimy tablice na trzy czesci: A, B, C, |B| = |C| = 2[y/n]

e posortuj ostatnie 4 - [\/n| elementéw (bloki B, C') uzywajac InsertionSort
(w rezultacie w bloku C' znajduja sie najwicksze elementy w tablicy)

e scal bloki A i B uzywajac C' jako bufora

e posortuj blok C' uzywajac InsertionSort

Cwiczenie: dlaczego uzywajac selection-sort trzeba uwzglednia¢ poczatki i konce
blokéw?

Na przyktad dla ciagow (111,123),(111,145) (rozmiar bloku 3), sortujac
jedynie po poczatkach mogliby$my otrzymac: (123,145,111,111), ktory przy
scalaniu metoda opisana w algorytmie nie da uporzadkowanego ciagu.

Inne wyniki: istnieje rowniez troche bardziej skomplikowany algorytm, ktory
pozwala na scalanie dwoch uporzadkowanych ciagdéw w czasie liniowym, w stalej
pamieci i dodatkowo stabilnie (|1]).
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