Algorytmy i Struktury Danych, 1. ¢wiczenia

2025-10-08 (wersja 1.01)

Zadanie 1.1

Algorytm A
begin
s*x := 0;
for i in [1..n] do
for j in [i..n] do begin

s := 0;
for k in [i..j] do
s := s + al[k]; {operacja dominujaca}
s* := MAX(s*, s)
end

end

lle doktadnie operacji dominujgcych zostanie wykonanych w algorytmie A?
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https://en.wikipedia.org/wiki/Square_pyramidal_number

Algorytm B
begin
s* := 0;
for i in [1..n] do begin
s :=0;
for j in [i..n] do begin
s := s + al[jl; {operacja dominujgcal}
s*x := MAX(s*, s)
end;
end
end


https://en.wikipedia.org/wiki/Square_pyramidal_number

Ile doktadnie operacji dominujgcych zostanie wykonanych w algorytmie B?
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Algorytm C
begin
s¥ := 0; p := 0;
for i in [1..n] do begin
p := p + al[il; {operacja dominujaca}
s*x := MAX(s*, p);
if p < 0 thenp :=0
end
end

Udowodnij poprawnosé Algorytmu C podajgc stosowny niezmiennik petli “for”.
Na poczatku kazdego obrotu petli, zmienna p zawiera maksymalng sume
sposrod wszystkich sufiksow A[l..(i — 1)] (réwniez pustego).

Jak dtugo bedzie trwato wykonanie algorytmdw dla n = 1000% przy zatozeniu, ze
w 1 seknudzie jest wykonywanych 1000® dodawar (operacji dominujacych,).

alg. A) %3, czyli % ~ 166 mln. sekund ~ 5 lat
alg. B) %2, czyli % = 500 sekund ~ 8 minut

alg. C) n, czyli 18882 = 0.001 sekundy

Zadanie 1.2

Zaproponuje efektywny algorytm dla problemu z nastepujaca specyfikacja:
Dane: dodatnia liczba catkowita n oraz a[l,...,n] - tablica liczb catkowitych
Wynik:
m=max({0}U{a[i]-afi+1]-...-a[j]: 1 <i<j<n})
Rozwiazanie: Rozwiazanie naiwne O(n?): dla kazdej pary (i,j) policz iloczyn
w czasie O(j — 7).
Rozwiazanie troche szybsze O(n?): dla kazdego indeksu i policz iteracyjnie

(w czasie O(n)) wszystkie iloczny dla par (i, j).
Rozwiazanie O(n). Zdefniujmy maxP i minP jako

maxPli] = max({0} U {alj] -alj +1]-...-a[i] : 1 <j <1i})
minP[i] = min({0} U {a[j] -alj +1]-...-a[f] : 1 < j < i})

Obie tablice mozemy obliczy¢ w czasie O(n) a wynika zadania to max(maz P[0, . ..

maxP[0] = minP[0] =0

max P[i] = max(0, ali], a[i] - maxP[i — 1], ali] - minP[i — 1])

minP[i] = min(0, ali], a[i] - maxPli — 1], a[i] - minP[i — 1])

).



Zadanie 1.3 Liczby Fibonacciego

Oblicz ile dodawan jest wykonywanych przy liczeniu F,, rekurencyjnie.

0 dlan <1
f(n)_{f(n—1)+f(n—2)+1 wop

Odpowiedz:

o f(n) = O(F,) (poniewaz drzewo rekurencji bedzie miato dokladnie F;, lisci
z wartoscia 1 = Fy oraz < F, lisci z etykieta 0 = Fp)

e a dokltadniej f(n) = F,41 — 1 (dowod przez indukeje)

n F, liczba dodawan f(n)
0 O 0

1 1 0

2 1 1

3 2 2

4 3 4

5 5 7

6 8 12

7 13 20

8 21 33

Zaprojektuj algorytm obliczania liczby F,, wykonujgcy O(logn) operacji arytme-
tycznych, z wykorzystaniem wzoru rekurencyjinego: dlan > 1, Fo,—1 = F2+F2_,
oraz Fy, = Fﬁ +2F,F,_1.

Algorytmy obliczajace F,, uzywajace O(logn) operacji arytmetycznych:

e obliczenie 2™ mozna wykonaé stosujac O(logn) operacji arytmetycznych,
ta sama zasada stosuje sie do potegowania macierzy

e uwaga! jesli bedziemy obliczaé¢ rzeczywisty koszt operacji arytmetycznych i
stosowaé zwykly algorytm mnozenia liczb, to taki algorytm bedzie miat
zlozonosé O(n?) poniewaz F,, ma O(n) bitow.

Funkcja FibMatrix(n)

if n == 0 then
L return 0

n
(1) uzywajac O(logn) mnozen macierzy

oblicz M = ( }
return M[0][1]

Zadanie 1.4 — pary

Suma(S)::

begin
z := 0; koszt := 0;
while [S| != 1 do begin

(x,y) := Para(S);
S =8\ {x,y};



S := S + {x+y};

koszt := koszt + x + y;
end;
return koszt
end;

Jak zaimplementowaé funkcje Para (zwracajgcq pare dowolnych elementéow z S),
zeby zminimalizowaé wartosé koszt?

Optymalna strategia dla funkcji Para jest zawsze wyboér dwoch najmniejszych
wartosci z S. Dowod poprawnoéci ten sam co w Huffman Coding https://en!
wikipedia.org/wiki/Huffman_coding,.

Jak zaimplementowaé funkcje Para (zwracajgcg pare sgsiednich elementow z
ciggu S, zaktadamy, Ze nowy element x + y zastepuje usuwang pare z S), zeby
zminimalizowaé warto$é koszt?

Dla ciagu S = ay,...,a,, definiujemy pomocnicze sumy czesciowe Z[i,j] =
7 _. ar (mozna je efektywnie wylicza¢ np. przez sumy prefiksowe ciggu). Opty-
malng warto$¢ koszt mozna obliczy¢ uzywajac programowania dynamicznego:

Opt[i,i] =0
Optli, j] = Z1i, j] + min (Opt[i, k] + Optlk +1,j])
i<k<j
Powiazany problem: Optimal alphabetic binary trees:

e rozwigzanie O(n?) dzieki optymalizacji Knutha — obserwacja o monoto-
nicznosci korzeni,

e rozwiazanie O(nlogn) Hu-Tucker / Garsia-Wachs [1].

Zadanie 1.5

W kazde pole prostokatnej planszy 2 X n jest wpisana liczba catkowita. Roz-
mieszczenie kamieni domina 1 x 2 na tej planszy polega na potozeniu na niej
pewnej liczby kamieni w taki sposob, zeby kazdy kamien zajmowal dwa pola
i zadne pole nie bylo przykryte przez wiecej niz jeden kamieri. Wartoscia ta-
kiego rozmieszczenia jest suma liczb na przykrytych polach. Przyjmujemy, ze
puste rozmieszczenie (nie potozono zadnego kamienia) ma wartos¢ 0. Zaproponuj
efektywny algorytm obliczania rozmieszczenia o najwiekszej wartosci.
Rozwigzanie: Zalozmy, ze plansza zadana jest przez tablice A[l,...,n][1,...2].

Problem mozemy rozwiaza¢ przez programowanie dynamiczne wyznaczajac
tablice DP[i][j], gdzie 0 < i < n oznacza dtugosé prefiksu planszy, 0 < j < 22
maska zapelnienia ¢-tej kolumny.

W tablicy DPJi][j] obliczamy warto$¢ najlepszego rozwiazania dla A[l, ..., ]|
zgodnego z maska j.

DP[0][j] =0dla0<j <4
DPi][3] = Ali][1] + A[i][2] + max(DP[i — 1][j] : 0 < j < 4)
DPi|[1] = Ali][1] + A[i — 1][1] max(DP[i — 1][0], DP[i — 1][2])


https://en.wikipedia.org/wiki/Huffman_coding
https://en.wikipedia.org/wiki/Huffman_coding
https://en.wikipedia.org/wiki/Huffman_coding#Optimal_alphabetic_binary_trees_(Hu%E2%80%93Tucker_coding)

DPi|[2] = A[i][2] + A[i — 1)[2| max(DP[i — 1][0], DP[i — 1][1])
DPIi][0] = max(DP[i — 1][j] : 0 < j < 4)

Zadanie 1.6 — sortowanie przez wstawianie

Dokonaj analizy pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej tego algorytmu dla
nastepujacych przypadkow:

a) [afi]-afi]] <2020, dla kazdej pary 1 < i,5 < n takiej, ze |i — j| < 2020
Odpowiedz: O(n?) poniewaz ciag odwrotnie uporzadkowany spetnia warunki.

b) [i - afi]] < 2020, dla kazdego 1 <i<mn
Odpowiedz: O(n) poniewaz liczba inwersji w a jest < 4040n (dla j — i > 4040
mozemy udowodnié, ze ali] < a[j]).

¢) dla co najwyzej 2020 elementow zachodzi t # ali], 1 <i<mn
Odpowiedz: O(n) poniewaz liczba inwersji w a jest < 2020n (kazda inwersja
zawiera jaki$ element i # ali]).
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