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Zadanie 1.1
Algorytm A
begin

s* := 0;
for i in [1..n] do

for j in [i..n] do begin
s := 0;
for k in [i..j] do

s := s + a[k]; {operacja dominująca}
s* := MAX(s*, s)

end
end

Ile dokładnie operacji dominujących zostanie wykonanych w algorytmie A?

∑
1≤i≤j≤n

|j−i+1| =
n∑

l=1

l·(n+1−l) =

n∑
l=1

(ln+l−l2) =
n2(n+ 1)

2
+
n(n+ 1)

2
−n(n+ 1)(2n+ 1)

6

=
(n+ 1)(3n2 + 3n− 2n2 − n)

6
=

(n+ 1)(n2 + 2n)

6

w obliczeniach wykorzystujemy wzór:

n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

https://en.wikipedia.org/wiki/Square_pyramidal_number

Algorytm B
begin

s* := 0;
for i in [1..n] do begin

s := 0;
for j in [i..n] do begin

s := s + a[j]; {operacja dominująca}
s* := MAX(s*, s)

end;
end

end
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Ile dokładnie operacji dominujących zostanie wykonanych w algorytmie B?∑
1≤i≤n

(n+ 1− i) =
n(n+ 1)
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Algorytm C
begin

s* := 0; p := 0;
for i in [1..n] do begin

p := p + a[i]; {operacja dominująca}
s* := MAX(s*, p);
if p < 0 then p := 0

end
end

Udowodnij poprawność Algorytmu C podając stosowny niezmiennik pętli “for”.
Na początku każdego obrotu pętli, zmienna p zawiera maksymalną sumę

spośród wszystkich sufiksów A[1..(i− 1)] (również pustego).

Jak długo będzie trwało wykonanie algorytmów dla n = 10002 przy założeniu, że
w 1 seknudzie jest wykonywanych 10003 dodawań (operacji dominujących).

alg. A) n3

6 , czyli 10006

6·10003 ≈ 166 mln. sekund ≈ 5 lat

alg. B) n2

2 , czyli 10004

2·10003 = 500 sekund ≈ 8 minut

alg. C) n, czyli 10002

10003 = 0.001 sekundy

Zadanie 1.2
Zaproponuje efektywny algorytm dla problemu z następującą specyfikacją:
Dane: dodatnia liczba całkowita n oraz a[1, . . . , n] - tablica liczb całkowitych
Wynik:

m = max({0} ∪ {a[i] · a[i+ 1] · . . . · a[j] : 1 ≤ i ≤ j ≤ n})

Rozwiązanie: Rozwiązanie naiwne O(n3): dla każdej pary (i, j) policz iloczyn
w czasie O(j − i).

Rozwiązanie trochę szybsze O(n2): dla każdego indeksu i policz iteracyjnie
(w czasie O(n)) wszystkie iloczny dla par (i, j).

Rozwiązanie O(n). Zdefniujmy maxP i minP jako

maxP [i] = max({0} ∪ {a[j] · a[j + 1] · . . . · a[i] : 1 ≤ j ≤ i})
minP [i] = min({0} ∪ {a[j] · a[j + 1] · . . . · a[i] : 1 ≤ j ≤ i})

Obie tablice możemy obliczyć w czasie O(n) a wynika zadania to max(maxP [0, . . . , n]).

maxP [0] = minP [0] = 0

maxP [i] = max(0, a[i], a[i] ·maxP [i− 1], a[i] ·minP [i− 1])

minP [i] = min(0, a[i], a[i] ·maxP [i− 1], a[i] ·minP [i− 1])
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Zadanie 1.3 Liczby Fibonacciego
Oblicz ile dodawań jest wykonywanych przy liczeniu Fn rekurencyjnie.

f(n) =

{
0 dla n ≤ 1

f(n− 1) + f(n− 2) + 1 wpp

Odpowiedź:

• f(n) = O(Fn) (ponieważ drzewo rekurencji będzie miało dokładnie Fn liści
z wartościa 1 = F1 oraz ≤ Fn liści z etykietą 0 = F0)

• a dokładniej f(n) = Fn+1 − 1 (dowód przez indukcję)

n Fn liczba dodawań f(n)
0 0 0
1 1 0
2 1 1
3 2 2
4 3 4
5 5 7
6 8 12
7 13 20
8 21 33

Zaprojektuj algorytm obliczania liczby Fn wykonujący O(log n) operacji arytme-
tycznych, z wykorzystaniem wzoru rekurencyjnego: dla n > 1, F2n−1 = F 2

n+F 2
n−1

oraz F2n = F 2
n + 2FnFn−1.

Algorytmy obliczające Fn używające O(logn) operacji arytmetycznych:

• obliczenie xn można wykonać stosując O(log n) operacji arytmetycznych,
ta sama zasada stosuje się do potęgowania macierzy

• uwaga! jeśli będziemy obliczać rzeczywisty koszt operacji arytmetycznych i
stosować zwykły algorytm mnożenia liczb, to taki algorytm będzie miał
złożoność O(n2) ponieważ Fn ma O(n) bitów.

Funkcja FibMatrix(n)
if n == 0 then

return 0

oblicz M =

(
1 1
1 0

)n

używając O(logn) mnożeń macierzy

return M [0][1]

Zadanie 1.4 – pary
Suma(S)::
begin

z := 0; koszt := 0;
while |S| != 1 do begin

(x,y) := Para(S);
S := S \ {x,y};
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S := S + {x+y};
koszt := koszt + x + y;

end;
return koszt

end;

Jak zaimplementować funkcję Para (zwracającą parę dowolnych elementów z S),
żeby zminimalizować wartość koszt?
Optymalną strategią dla funkcji Para jest zawsze wybór dwóch najmniejszych
wartości z S. Dowód poprawności ten sam co w Huffman Coding https://en.
wikipedia.org/wiki/Huffman_coding.

Jak zaimplementować funkcję Para (zwracającą parę sąsiednich elementów z
ciągu S, zakładamy, że nowy element x+ y zastępuje usuwaną parę z S), żeby
zminimalizować wartość koszt?
Dla ciągu S = a1, . . . , an, definiujemy pomocnicze sumy częściowe Z[i, j] =∑j

k=i ak (można je efektywnie wyliczać np. przez sumy prefiksowe ciągu). Opty-
malną wartość koszt można obliczyć używając programowania dynamicznego:

Opt[i, i] = 0

Opt[i, j] = Z[i, j] + min
i≤k<j

(Opt[i, k] +Opt[k + 1, j])

Powiązany problem: Optimal alphabetic binary trees:

• rozwiązanie O(n2) dzięki optymalizacji Knutha – obserwacja o monoto-
niczności korzeni,

• rozwiązanie O(n logn) Hu-Tucker / Garsia-Wachs [1].

Zadanie 1.5
W każde pole prostokątnej planszy 2 × n jest wpisana liczba całkowita. Roz-
mieszczenie kamieni domina 1 × 2 na tej planszy polega na położeniu na niej
pewnej liczby kamieni w taki sposób, żeby każdy kamień zajmował dwa pola
i żadne pole nie było przykryte przez więcej niż jeden kamień. Wartością ta-
kiego rozmieszczenia jest suma liczb na przykrytych polach. Przyjmujemy, że
puste rozmieszczenie (nie położono żadnego kamienia) ma wartość 0. Zaproponuj
efektywny algorytm obliczania rozmieszczenia o największej wartości.
Rozwiązanie: Załóżmy, że plansza zadana jest przez tablicę A[1, . . . , n][1, . . . 2].

Problem możemy rozwiązać przez programowanie dynamiczne wyznaczając
tablicę DP [i][j], gdzie 0 ≤ i ≤ n oznacza długość prefiksu planszy, 0 ≤ j < 22

maska zapełnienia i-tej kolumny.
W tablicy DP [i][j] obliczamy wartość najlepszego rozwiązania dla A[1, . . . , i][]

zgodnego z maską j.

DP [0][j] = 0 dla 0 ≤ j < 4

DP [i][3] = A[i][1] +A[i][2] + max(DP [i− 1][j] : 0 ≤ j < 4)

DP [i][1] = A[i][1] +A[i− 1][1]max(DP [i− 1][0], DP [i− 1][2])
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DP [i][2] = A[i][2] +A[i− 1][2]max(DP [i− 1][0], DP [i− 1][1])

DP [i][0] = max(DP [i− 1][j] : 0 ≤ j < 4)

Zadanie 1.6 – sortowanie przez wstawianie
Dokonaj analizy pesymistycznej złożoności obliczeniowej tego algorytmu dla
następujących przypadków:

a) |a[i]-a[j]|<2020, dla każdej pary 1 ≤ i, j ≤ n takiej, że |i− j| < 2020
Odpowiedź: O(n2) ponieważ ciąg odwrotnie uporządkowany spełnia warunki.

b) |i - a[i]| < 2020, dla każdego 1 ≤ i ≤ n
Odpowiedź: O(n) ponieważ liczba inwersji w a jest ≤ 4040n (dla j − i ≥ 4040
możemy udowodnić, że a[i] ≤ a[j]).

c) dla co najwyżej 2020 elementów zachodzi i ̸= a[i], 1 ≤ i ≤ n
Odpowiedź: O(n) ponieważ liczba inwersji w a jest ≤ 2020n (każda inwersja
zawiera jakiś element i ̸= a[i]).

Bibliografia
[1] Marek Karpinski, Lawrence L. Larmore i Wojciech Rytter. “Correctness of

Constructing Optimal Alphabetic Trees Revisited”. W: Theor. Comput. Sci.
180.1-2 (1997), s. 309–324. doi: 10.1016/S0304-3975(96)00296-4. url:
https://doi.org/10.1016/S0304-3975(96)00296-4.

5

https://doi.org/10.1016/S0304-3975(96)00296-4
https://doi.org/10.1016/S0304-3975(96)00296-4

