Algorytmy i Struktury Danych, 7. ¢wiczenia,
przygotowanie do kolokwium

2023-11-20

Klas6éwka 2021 (1), zadanie 2

Zaproponuj optymalny ze wzgledu na poréwnania algorytm sortowania siedmio-
elementowego ciagu x1, . .., T7, 0 ktorym wiadomo, ze x1 < a2, T1 < T3, T4 < Ts,
x4 < xg. Udowodnij optymalno$é¢ swojego algorytmu.

Rozwiagzanie: Wszystkich permutacji 7 elementowych spelniajacych warunki

zadania jest:
7 4
-2 -2=235-2-4-2 =560

e {x1,29, 23} mozemy wybrac z 7 elementéw na (Z) sposobow

Poniewaz:

e mamy dwie mozliwo$ci na poréwnanie 5 1 z3 (22 < x3 lub 25 > x3)
o {x4,x5, 26} mozemy wybrac z pozostalych 4 elementéw na (g) sposobow,

e mamy dwie mozliwo$ci na poréwnanie x5 1 zg (x5 < xg lub x5 > z¢)

Algorytm 1: Rozwiazanie

cmp(x2, x3) (bez straty ogolnosci za < x3)

cmp(xs, z6) (bez straty ogolnosci zs < x¢)

wstaw x7 pomiedzy z; < x9 < T3 uzywajac 2 poréwnan

scal dwa uporzadkowane ciagu (4 i 3 elementowe) przy uzyciu 6
porownan

Klaséwka 2007 (1), zadanie 2

Udowodnij, ze jesli algorytm sortujacy tablice A[l..n] poréwnuje i zamienia
wylacznie elementy odlegle co najwyzej o 2007 (tzn. jesli poréwnuje Ali] z
Alj], to |i — j] < 2007), to jego pesymistyczny czas dziatania jest co najmniej
kwadratowy.

Rozwigzanie: Pojedyncza zamiana usuwa O(1) inwersji wiec dla ciagu odwrot-
nie uporzadkowanego (ktéry ma ©(n?) inwersji) algorytm wymaga czasu Q(n?).



Klas6éwka 2020 (1), zadanie 1

Na uporzadkowanym rosngco m-elementowym ciagu x1,xs,...,x, dokonano
dokladnie k& zmian wartosci elementéw w tym ciagu, 0 < k < n. Ciag otrzymany
w ten sposob nazywamy k-zaburzonym.

Przyktad

Uporzadkowany ciag (2,6, 8,12, 21). Po zmianach wartosci elementow - pierw-
szego na 7 i czwartego na 1 - dostajemy ciag 2-zaburzony (7,6, 8,1, 21).

Dana jest liczba calkowita k, 0 < k < n, oraz *k*-zaburzony cigg v =
(x1,x9,...,%,). Interesuje nas wydajne sortowanie ciagu x ze wzgledu na po-
réwnania.

a) Zaproponuj optymalne sortowanie ze wzgledu na poréwnania dla k = 1
oraz

oen—4
e N =

b) Zaproponuj asymptotycznie optymalny algorytm sortowania k-zaburzonych
ciagdéw n-elementowych. Pamietaj o uwzglednieniu obu parametréw - n i

k.

Rozwigzanie: Punkt b)

Algorytm 2: Rozwiazanie((x1,...,2,), k)
A=Y =10
fori=1,...,ndo
if A#0 and Top(A) > z; then
> co najmniej jeden elemenet z {Top(A),x;} jest zaburzony, dla
pewmosci wrzucamy oba
Push(Y, z;)
Push(Y, Pop(A))
else

L Push(A, x;)

> |Y| < 2k, A zawiera ciag uporzadkowany rosnaco
Y' = sort(Y)
return Merge(A,Y")

Klas6éwka 2017 (1), zadanie 1

W liczbowym, réznowarto$ciowym ciagu < ai,ao,...,a, >, n > 2, element a;,
1 < i < n, nazywamy lokalnym ekstremum gdy jest mniejszy lub wiekszy od obu
sasiadow, tzn.

albo a;_1 > a; < iy, albo a;_1 < a; > Q41

a) Udowodnij, ze kazdy algorytm sortujacy przez poréwnania 4-elementowe
ciagi z co najwyzej jednym lokalnym ekstremum wymaga wykonania w
pesymistycznym przypadku co najmniej 4 poré6wnan.

b) Zaproponuj algorytm sortowania 4-elementowych ciagéw z co najwyzej 1
lokalnym ekstremum za pomoca co najwyzej 4 poréwnan



c¢) Zaproponuj algorytm, asymptotycznie optymalny ze wzgledu na liczbe po-
rownan, sortujacy ciagi o co najwyzej k lokalnych ekstremach dla zadanego
k, 0 < k < n. DowiedZ optymalnosci swojego rozwiazania.

Klaséwka 2021 (1), zadanie 1

Powiemy, ze zbior n liczb catkowitych jest prawie gesty, jesli zawiera podzbiér
o rozmiarze wiekszym niz n/3, w ktorym réznica pomiedzy najwiekszym i naj-
mniejszym elementem jest mniejsza od n. Taki podzbiér nazywamy $wiadectwem.
Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz n-elementowy zbior liczb catkowitych
S. Zaproponuj algorytm, ktory w czasie liniowym sprawdzi, czy S jest prawie
gesty.

Uwaga: 3 punkty uzyskasz za algorytm, ktéry w czasie liniowym sprawdza, czy
wskazany, dowolny element z S nalezy do jakiegos swiadectwa.

Rozwigzanie:

Algorytm 3: CzyNalezy(S, n, x)
niech ' ={e€ S:|e—z| <n}
poniewaz wszystkie elementy z S’ naleza do przedziatu [e — n, ..., e+ n]
dtugosci 2n + 1 stad mozemy posortowaé S’ w czasie liniowym
S" = sorted(S")
fori=1,....m—[%2][+1do
jim i3] -1
if S”[j] — S"[i] < n then
return TAK (poniewaz s;,...,s; + by¢ ewentualnie z sg
L Swiadectwem)

return N/F

Algorytm 4: Rozwiazanie(S, n)
foreach k € {[n/4], [n/2],[3n/4]} do
2 := DeterministicSelectKthElement(S, k)
if CzyNalezy(S,n,z) then
L return TAK
return N/E

Klas6wka 2021 (1), zadanie 3

Dla dodatniej liczby catkowitej n kratownica M,, nazywamy skierowany graf
(V, E) bez petli, w ktorym V = {(z,y) :  =0,1,....,n oraz y = 0,1,....,n} i

E={(zr,y) > (2',y):0<2' —x<loraz 0 <y —y <1}.

Wierzchotki grafu M, pomalowano na bialo lub czarno. Bialg $ciezka na-
zwiemy kazdg $ciezke, na ktorej wszystkie wierzchotki sa biate. Dane sg liczba
catkowita n > 0, nieujemna liczba catkowita m < (n + 1)? oraz m réznych, bia-
tych wierzchotkow (z1,y1), (22, Yy2), -, (Tm, Ym ). Pozostate wierzchotki sa czarne.
Zaproponuj wydajny (czasowo i pamieciowo) algorytm, ktoéry obliczy liczbe
wszystkich biatych §ciezek z wierzchotka (0,0) do wierzchotka (n,n).
Rozwigzanie: Aby upro$ci¢ rozumowanie zalézmy, ze wszystkie operacje
arytmetyczne mozemy wykonywaé¢ w czasie stalym. Jest to o tyle istotne, ze



wynikowa warto$¢ moze byé wieksza niz (2:) (to jest liczba $ciezek dla pelnego
biatego grafu M,, w ktorych poruszamy sie tylko w prawo lub w gore).
Przyktad:

Dla n =4 1im = 11 bialych wierzchotkow:

B ={(0,0),(0,1),(0,2), (1,1),(1,3),(2,1),(2,2), (2,3),(3,3), (3,4), (4,4)}

mamy nastepujacy graf:
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Niech Ile(i,j) oznacza liczbe biatych Sciezek z (0,0) do (4, j) spelniajacych
warunki zadania.

Jesli m = ©(n?) to mozemy w czasie O(n?) policzy¢ Ile(n,n) korzystajac z
nastepujacych wzorow:

116(0,0) = {1 jesli wierzchotek (0,0) jest biaty
0 wpp
Ile(-,—1) = Ile(—1,-) =0
Jesli (4, 7) jest bialy to:
Ile(i,§) = Ile(i — 1,7) + Ile(i — 1,j — 1) + Ile(i, j — 1)
Jesli (i,7) jest czarny to:
Ile(i,j) =0

Jesli m < n to odpowiedzia jest 0 (nie ma wystarczajaco duzo biatych

weztow).

Jesli m = Q(n) to mozemy policzy¢ Ile(n,n) w czasie O(m). Zalozmy, ze
wierzchotki (0,0) i (n,n) sa biale (jesli bytoby inaczej to oczywiscie odpowiedzia
jest 0).

Zdefiniujmy sobie 3 porzadki (<, <y,«, <a) na parach liczb:

o (z1,y1) <z (T2,y2) Wtw (21 < 22) lub (21 = z2) A (11 < y2)
o (21,y1) <y (T2,92) Wtw (y1 < y2) lub (y1 = y2) A (71 < 22)

o (21,y1) <a (z2,y2) Wtw (1 — 91 < 22 —y2) lub (1 —y1 = z2—y2) A (21 <
.7}2)



W pierszym kroku uporzadkujmy leksykograficznie (czyli wg. <, ) ciag B. Od
teraz zakladamy, ze:

($17y1) <z,y (37273!2) <zy - <zy (afmaym)
Przy takim uporzadkowaniu definiujemy ILE[:] jako liczbe bialych $ciezek z (0, 0)

do (@i, y:).
Dodatkowo definiujemy pomocnicze wartosci:

. iesli (2 = 2) A (y; + 1 = v,
GpzIEX[i] = J ‘?es% (xj. x ). .(yJ .+. )

—1 jesli takie j nie istnieje

] jesli =) N\ i 1= i
GDZIEY[i] = J ‘?es? (y]' y ). .(mj + )

—1 jesli takie j nie istnieje

jgoojesli (zj+1=a)A(y; +1=2a)

—1 jesli takie j nie istnieje

Wartosci GDZIE(X/Y/D) mozna obliczy¢ w czasie O(m) sortujac wierzchotki
wg porzadkow <, / <y / <a (co mozemy zrobi¢ w czasie O(m)). Jedynym
kandydatem na warto$é¢ Gdzie jest poprzedni wierzchotek w danym porzadku
(co mozemy zweryfikowac¢ w czasie O(1)).

Gdy juz mamy obliczone wartosci Gdzie, wartosci Ile obliczamy Kkorzystajac ze
wzoru:

GDZzIED[i] =

ILE[{] = ILE|GdzieX[i]] + ILE[GdzieY [i]] + ILE[GdzieD]i]]

(przy czym sztucznie definiujemy ILE[—1] = —0)
Przyktlad:
Y
A
4 10 11
s -
2 3\ 7
1 4 6
0o (1 > T
0 1 2 3 4
i |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

@op) [0.0) (00 02) (LD (13) @1 39) 23) 3.3) 34) (4.0)
GozeX[| -1 1 2 -1 -1 -1 6 7 -1 9 -1
GozieY[| -1 -1 -1 2 -1 4 -1 5 8 -1 10
GpzieD[i]| -1 -1 -1 1 3 -1 4 -1 7 8 9

ILE[{] 1 1 1 2 1 1 3 4 7 11 18



1 Klasowka 2013 (1), zadanie 2

Drzewem klaséwkowym nazywamy pelne drzewo binarne, w ktérym klucze sa
rozmieszczone zgodnie z nastepujaca regula: dla kazdego wezta x najmniejszy
klucz w poddrzewie o korzeniu x znajduje si¢ w jego lewym podrzewie.

Zaproponuj implementacje drzewa klaséwkowego w sposob, ktory umozliwia
wydajne wykonywanie operacji kolejki priorytetowe;j:

e Ini:: majac dane n = 2F — 1 kluczy zbuduj n-wezlowe drzewo klaséwkowe
e Min:: podaj warto$¢ najmniejszego klucza w drzewie
e ChangeKey(x,k):: zmieni warto$¢ klucza we wskazanym wezle « na k

Uzasadnij poprawnos$é¢ swoich rozwiazan oraz dokonaj analizy ich zlozno$ci
obliczeniowej.

Rozwigzanie: Przyklad drzewa klaséwkowego:
5
/ \

/\ /\
1 5 2 7

Wzbogacamy wezty v o dodatkowy atrybut min, ktéry zawiera najmniejszy
element z poddrzewa (lacznie z wartoscig v.z). Formula na aktualizacje tego
atrybutu:

v.min := min(v.le ft.min, v.right.min, v.x)

Tak jak w kopcu jestesmy w stanie zdefiniowa¢ operacje DownHeap(v):
e jesli v jest liSciem to nic nie réb,
e jesli v.left.min > v.right.min -> swap(v.left,v.right)

e jesli v.x < v.deft.min,v.right.min -> zamien v.x i v.left.x, zaktualizuj
v.min i wykonaj DownH eap(v.left)

Analogicznie UpHeap(v):

e jesli v jest korzeniem to nic nie rob,

e niech p = parent(v),

e zaktualizuj p.min,

e jesli p.left.min > p.right.min -> swap(p.left, p.right)
e wykonaj UpHeap(p)

Implementacja operacji:

e Ini:: utworz drzewo a nastepnie wykonaj DownH eap dla wszystkich weztow
idac od warstwy k to 1 (tak jak w liniowym algorytmie tworzenia kopca)

e Min:: zwr6é root.min

e ChangeKey:: zmien klucz i wykonaj DownHeap(v) i UpHeap(v)



Klas6éwka 2022 (1), zadanie 1

Dla dodatniej liczby catkowitej n, w tablicy a[l..n] zapisano n réznych elementow z
pewnego liniowo uporzadkowanego uniwersum. Rangg elementu afi], oznaczanego
przez R(i), nazywamy pozycje tego elementu w tablicy a po jej uporzadkowaniu
rosnaco.

Przyktad

Dla a = [2,5, 3,4], rangami elementow a[1], a[2], a[3]ia[4] sa odpowiednio 1,
4,2, 3.

Dla nieujemnej liczby calkowitej k powiemy, ze tablica jest k-zaburzona wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ = 1,2,...,n, |R(i) — i|] < k. Dana jest liczba
calkowita k, 0 < k < n, oraz k-zaburzona tablica a[l..n|.

a) Zaproponuj wydajny algorytm, ktory zbuduje w tablicy a kopiec zupelny
typu MIN.

b) Zaproponuj algorytm, optymalny ze wzgledu na liczbe poréwnan, sortowa-
nia 1-zaburzonej tablicy a.

¢) Zaproponuj asymptotycznie optymalny algorytm sortowania tablicy a.

Rozwigzanie: Obserwacja: w tablicy k-zaburzonej jesli ¢ + 2k < j to mamy
Ali] < A[j].

Punkt a) utworz kopiec na pierwszych 4k elementach (pozostale elementy
beda juz tworzy¢ dobry porzadek kopcowy.

Punkt b) w tablicy 1-zaburzonej tylko sasiednie elementy moga by¢ zamie-
nione. Wiec wystarczy n — 1 poréwnan.

Punkt ¢) zlozonosé czasowa O(nlog k):

Algorytm 5: Rozwiazanie(A,n, k)
=1
while 7 < n do
L HeapSort(A[i, ..., i + 4k])

i+ =2k

Klas6wka 2022 (1), zadanie 2

W tym zadaniu rozwazamy skoriczone stowa nad alfabetem {d, i, k, s}. Niech s
bedzie stowem i niech s[j] bedzie j-tym znakiem w tym stowie. Blokiem znaku s[j]
nazywamy maksymalne podstowo s zawierajace znak s[j], w ktorym wszystkie
znaki sa takie same, rowne s[j]. Taki blok oznaczamy przez B(s, j).

Przyktad

W stowie s = abbaac mamy B(s,3) = bb, B(s,4) = aa.

O dwoch stowach s; i so powiemy, ze sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy
|s1| = |s2| oraz dla kazdego j =1,...,]|s1|, bloki B(s1,7) 1 B(s2,j) sa tej samej
dtugosci.

Zaprojektuj wydajny algorytm, ktory dla danego zbioru @) zlozonego z n
skoriczonych stow nad alfabetem {d, i, k, s}, wyznaczy wszystkie jego maksymalne
(nie dajace sie rozszerzy¢) podzbiory stow podobnych.

Rozwiazanie: Dla stow z @ definiujemy funkcje kodowa C(z1,ldots, xy) =
(1,...,1p) takie, ze 1 <1y <y < ip =k oraz i;| # z[ijq1].



Nastepnie sotujemy wszystkie kody stow i liczymy ile réznych kodéw otrzy-
malismy.

2 Klasowka 2019 (1), zadanie 2

Rozwazamy klasyczne sortowanie przez wstawianie tablicy a[l..n], w porzadku
niemalejacym, w ktérej zapisano pewng permutacje liczb od 1 do n. Zaprojektuj
wydajny algorytm, ktéry dla danej zawartosci tablicy a wyznaczy najmniejsze
takie i, ze podczas sortowania przez wstawianie ali] jest porownywane najczesciej.
Rozwigzanie:

Element ali] jest porownany:

e niech k£ = |{j : a[j] > a[i] oraz j < i}| z k elementami podczas i—tej fazy
sortowania, ktore zakonczyly sie zamiang elementéw

e niech m = |{j : a[j] < a[i] oraz j > i}| z m elementami podczas kolejnych
faz sortowania, ktore zakoriczyly sie zamiang elementow

e niech p to liczba elementow z ktorymi por6wnywany jest a[i] ale poréwnanie
nie zakoiiczylo sie zamiang.

Jak policzy¢ wartosci p:

foreach x € A do

me =0

S:=10

for i =1..n do
x = Ali]

y=max{y €S :y <z}
if y jest zdefiniowane then

Do ' =pz+1
Dy ::py"‘l
S =5+ {Ali])
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