Algorytmy i Struktury Danych, 13. ¢wiczenia

2023-01-25 (wersja 1.01)

Zadanie 13.1

Dana jest tablica PJ0, ..., n| nieujemnych liczb calkowitych.

a) Zaproponuj algorytm, ktory efektywnie sprawdzi, czy P jest tablica prefiksow-
sufiksow z algorytmu KMP dla pewnego stowa nad alfabetem {a,b}?
Uwaga: kolejne symbole stowa sa indeksowane od 1.

P[0] odpowiada stowu pustemu.

b) Czy istnieje stowo nad alfabetem {a, b}, dla ktorego P = [0,0,1,0,1,2,3,4,1, 2]
jest tablica prefikséw-sufiksow?

Rozwigzanie: a) Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze rekonstruowane
stowo rozpoczyna sie od litery a. Dla dowolnego ¢ > 1, jesli P[i] = 0 to dodajemy
litere b, wpp. P[i] < i i mozemy uzy¢ litery o indeksie P[i] z rekonstruowanego
stowa. Nastepnie obliczamy tablice P dla tak otrzymanego stowa i poréwnujemy
z wej$ciowa tablica.

b) uzywajaé algorytmu otrzymujemy stowo S = aabaabaaa, ktore niestety nie
przechodzi weryfikacji (P =[0,0,1,0,1,2,3,4,5,2])

Zadanie 13.2

W tym zadaniu rozwazamy stowa na alfabetem binarnym.

a) Ile wynosi suma elementéw tablicy P dla stowa (01)2029?

b) Ile wynosi wysokos$¢ drzewa sufiksowego (liczona liczba krawedzi) dla stowa
(01)2020?

c) Zaprojektuj efektywny algorytm, ktory dla dodatniej liczby catkowitej k
oraz slow x, y takich, ze |x| = k, |y| = k? sprawdzi, ile jest w y podstow
o dlugodci k, z ktorych kazde rézni sie od x na dokladnie jednej pozycji.
Rozwigzanie: a) Z?iﬁs i, tablica P ma posta¢ [0,0,0,1,2,3,4,5,...,4038].
b) 2020

¢) [rozwiazanie proste dla |y| = k?| Budujemy zbior stow X = {z; : 1 <i < k}
gdzie x; oznacza stowo x z zanegowanym i-tym znakiem. Uruchamiany algorytm



wyszukiwania wielu wzorcow X w tekscie y (alg. Aho-Corasick) dzialajacy w
czasie O(X 5, |zi| + [y]) = O(K?).

¢) [rozwiazanie bardziej ogdlne dla dowolnej dtugosci y| Budujemy drzewa sufik-
sowe dla x$y# 1 REV(x)SREV(y)#. Przygotowujemy drzewa do zapytan LCA
(Longest common ancestor) — preprocessing O(n), zapytania O(1). Dla kazdej
pozycji ¢ w y mozemy w czasie O(1) wyznaczy¢ I’ = LCP(z,yli,...]) (longest
common prefix) oraz I = LCS(z,y[1,...,i+ k — 1]) (longest common suffix).
Jesi ' +1" =k —1 to y[i,...,i + k — 1] rézni sie od z na dokladnie jednej
pozycji.

Zadanie 13.4

Powiemy, ze dwa ciagi liczb wymiernych a1, as, ..., a, ib1,bs, ..., b, sa podobne,
gdy istnieje takie ¢, ze b; = ¢ - a;, dla kazdego i = 1,2,...,n. Zaprojektuj
wydajny algorytm, ktory dla danych dwoch ciagéw dodatnich liczb wymiernych
T1,%2,...,Ty OTAZ Y1,Y2, - .-, Ym, N < M, Wyznacza w ciagu y wszystkie pozycje i
takie, ze podciag y;, yi+1, - - -, Yi+n—1 Oraz ciag x sa podobne. Mozesz przyjaé, ze
operacje arytmetyczne na liczbach wymiernych wykonywane sg w czasie statym.

Rozwigzanie: Jedli n = 1 to jedno-elementowy ciag X wystepuje na kazdej

pozycji w Y.
Jesli n > 1 1 elementy ciagoéw sa rézne od 0, to obliczamy nowe ciagi:
X' = { Ty on }
T ’ 51027 ’ Tn—1
v Y2 Ymet

Za pomocg KMP znajdujemy wystapienia X’ w Y'.

Zadanie 13.5

W tym zadaniu rozwazamy stowa zbudowane z cyfr 0,1,...,9. Kazde takie
stowo mozna traktowaé¢ jako zapis w ukladzie dziesietnym pewnej nieujemne;j
liczby catkowitej. Zaprojektuj efektywny algorytm, ktory dla danego niepustego
stowa x:

a) obliczy liczbe wszystkich takich par indeksow (i,7), 1 < i < j < |z|, ze
stowo xz[i..j] jest zapisem liczby podzielnej przez 3;

b) wyznaczy taka pare indeksow (i,75), 1 < i < j < |z|, ze stlowo x[i..j] jest
zapisem najwiekszej liczby podzielnej przez 3 wsréd wszystkich podstow
stowa x;

c¢) obliczy liczbe wszystkich parami réznych podstéow (rézniacych sie dtugos-
cia lub znakami na odpowiadajacych sobie pozycjach) stowa 2 bedacych
zapisami liczb podzielnych przez 3.


https://en.wikipedia.org/wiki/Aho%E2%80%93Corasick_algorithm

Rozwigzanie: Dla ustalenia uwagi, niech S oznacza zadane stowo cq,...,c,
(Ci S {O,. . ,9})

a) Obliczamy tablice Ile(i,j) dla 0 <i < n, j € {0,1,2} oznaczajaca liczbe pre-
fiksow S[1,...,i] o sumie = j ( mod 3). Nastepnie obliczamy tablice Wynik(7)
dla 0 < i < n oznaczajaca liczbe podstow S[1, ..., ] o sumie podzielnej przez 3.

Wynik(i) = Wynik(i — 1) + Ile(i — 1, Suma(i))

b) Dla kazdej pozycji i zaznaczamy najdtuzsze stowo podzielne przez 3 koriczace
sie na danej pozycji. Nastepnie wybieramy tylko stowa o maksymalnej dtugosci.
Za pomocy drzewa sufiksowego wyznaczamy najwieksze leksykograficznie stowo.

c)

Zadanie 13.6

Niech z bedzie stowem binarnym o dtugosci co najmniej 2 i zawierajacym co na-
jmniej jedno 0 (zero) oraz co najmniej jedna 1 (jedynke). Zaprojektuj efektywny
algorytm, ktory w stowie binarnym z znajduje dwa podstowa o maksymalnej
dhugosci, ktore roznia na kazdej pozycji.

Rozwigzanie: Obliczamy drzewo sufiksowe dla S" = x$NEG(z)#. Dla takiego
stowa szukamy najdtuzszego stowa, ktore wystepuje w S’ co najmniej dwa razy,
raz w x raz w NEG(x). Zlozonosé¢ czasowa i pamieciowa: O(n).

Zadanie 13.7

Zaprojektuj efektywny algorytm, ktory dla danych stéw z, y nad alfabetem
{d,i,k, s} obliczy ile roznych slow bedacych cyklicznymi przesunieciami stowa
x jest podstowami slowa y.

Rozwiazanie: Budujemy drzewo sufiksowe dla stowa S = y$zxx#. Znajdu-
jemy zbior weztow drzewa V na glebokosci |z| (zbior powinien zawieraé rowniez
wezly, ktore znajduja sie wewnatrz skompresowanych krawedzi drzewa). Dla
kazdego wierzchotka v € V' sprawdzamy, czy w jego poddrzewie istnieje sufiks
rozpoczynajacy sie we fragmencie zx.

Zadanie 13.8

Zaproponu]j efektywny algorytm, ktory w stowie S o dlugosci n > 3 nad alfa-
betem {a,b} znajdzie dwa najdtuzsze, takie same podstowa nie zachodzace na
siebie

Przyklad

W stowie aaaaaa takie dwa najdtuzsze podstowa to aaa zaczynajace si¢ na
pozycji 1 i aaa zaczynajace sie na pozycji 4.

W slowie abbabbbab takie stowa, to np. bbab zaczynajace sie na pozycji 2 i bbab
zaczynajace sie na pozycji 6.

Rozwigzanie: Budujemy drzewo sufiksowe S, oraz w kazdym wezle u zapisu-
jemy:



e liczbe lisci w poddrzewie,
e glebokosé (suma wag krawedzi na Sciezce r — u),

e minimalny i maksymalny indeks liScia w poddrzewie.



