Algorytmy i Struktury Danych, 12. ¢wiczenia

2023-01-18 (wersja 1.01)

Implementacja struktury Find-Union

Algorithm 1: Init(n)
foreach i € {1..n} do

i

Algorithm 2: Find(7)

if p[i] = —1 then

| return ¢

else

L pli] = Find(pli)

return pli|

Algorithm 3: Union(s, j)

i = Find(i)
j = Pind(j)
if i # j then

if size[j] > size[i] then
| (,5) = (4,9)

pli] =i

sizeli] = size[i] + size[j]

Zadanie 12.1

(w nowym wydaniu Cormena, problem na numer 21-2)

Dany jest las F = {T;} ukorzenionych drzew z trzema operacjami:

e Make-Tree(v) tworzy drzewo sktadajace sie z wezla v,
e Find-Depth(v) zwraca glebokosé wezta v w jego drzewie

e Graft(r,v) ustawia jako ojca wezla r wezel v (zakladamy, Ze r jest korze-
niem swojego drzewa T, oraz v & T')



W naszym rozwiazaniu do reprezentacji lasu ukorzenionych drzew bedziemy
utrzymywagé strukture Find-Union. W strukturze Find-Union wskazniki p[v] nie
muszg odpowiadaé¢ strukturze lasu, jednak za pomocg dodatkowego atrybutu
d[v] (pseudo-glebokosé) bedziemy mogli zapewni¢ obliczanie Find-Depth(v).

W trakcie dzialania algorytmu utrzymujemy nastepujacy niezmiennik: jesli
wierzcholek v ma w lesie ukorzenionych drzew glebokosé h (czyli Find-Depth(v)=h),
a w strukturze Find-Union mamy nastepujaca $ciezke:

po = v,p1 = p[v], p2 = pp[v]], ..., Pk = PPr-1]; Pk+1 = P[pr] = nil

to
k

h=>dp).
1=0

Przyktadowy stan lasu i struktury Find-Union:

Las drzew ukorzenionych Struktura Find-Union
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Algorithm 4: Make-Tree(v)

Make-Set(v) (czyli link[v] = nil, size[v] = 1)
parent[v]=nil (ojciec wierzchotka v w lesie F)
d[v]=0 (pseudo-glebokosé v)

Algorithm 5: Find-Depth(v)
(symulujemy Find(v) i sumujemy wartosci d[v] na $ciezce wyznaczonej
przez wskazniki link)
if link[v] = nil then
| return d[v]
else
niech u = link[v]
dy; = Find-Depth(u)
if link[u] # nil then
d[v]+ = d[u]
L link[v] = linku)




Algorithm 6: Graft(r,v)

parent|r] = v
h = Find-Depth(v)

r’ = Find(r)
v' = Find(v)
dr'l+=h+1

if size[r’] < size[v'] then
link[r'] = v
size[v']4+ = size[r’]
else
(w Find-Union podlaczamy wezly odwrotnie niz w lesie)
link[v'] =/
size[r'|+ = size[v']
dv'] =d[v'] —d[r']

Zadanie 12.2

Zaproponuj implementacje struktury danych udostepniajacej operacje struk-
tury Find-Union dla elementéw 1..n z przypisanymi catkowitoliczbowymi wartos-
ciami (poczatkowo same zera) oraz dwie nowe operacje:

Add(i, a) :: do wartosci wszystkich elementow ze zbioru zawierajacego element
i dodaj wartos¢ a

Value(i) :: podaj aktualng warto$¢ przypisang elementowi i

Rozwigzanie: Do kazdego wezta drzewa find-union dodaj dodatkowy atrybut
A poczatkowo wypelniony wartosciami 0.

Value(i) zaimplementowana jest jako zwrdcenie sumy wartosei A na $ciezce
od wezla i do korzenia zbioru.

Add(i,a) lokalizuje korzen zbioru zawierajacy element i i dodaje do niego
wartosc a.

Dla standardowych operacji Find-Union, nalezy uwazaé na:

e kompresje $ciezek (trzeba aktualizowaé¢ wartosci A w wezlach),

e Union (trzeba zapewni¢ wlasnosé, ze wartosci elementéow podlaczanego
drzewa nie zmienia sie).

Zadanie 12.3

Mamy n kul ponumerowanych od 1 do n. Na poczatku wszystkie kule sa zielone.
Na kulach wykonujemy nastepujace operacje:

Pokoloruj(a, b, kol): 1 <a < b < n, kol € {zielony, czerwony } — pokoloruj
kule o numerach od a do b na kolor kol,

Kolor(a): 1 < a <n — podaj kolor kuli o numerze a.



a) Zaproponuj strukture danych, ktéra umozliwi efektywne wykonywanie
ciagu operacji Pokoloruj i Kolor.

b) Zalézmy, ze na poczatku wykonujemy m > n z gory znanych operacji
Pokoloruj, a nastepnie pytamy o kolor kazdej kuli. Zaproponuj efekty-
wny algorytm obliczajacy kolory kul po wykonaniu wszystkich operacji
Pokoloruj.

Rozwigzanie: Punkt a) zadanie “Malowanie Autostrady” z laboratorium —
drzewo przedzialowe, wszystkie operacje w czasie O(logn).

Punkt b) Tworzymy strukture Find-Union, ktéra dodatkowo dla kazdego zbioru
przechowuje: min, mazx, vis (poczatkowo false). Dodatkowo utrzymujemy
tablice KOL[1,...,n] (poczatkowo wypelniona kolorem zielonym).
Nastepnie wykonujemy operacje Pokoloruj od ostatniej do pierwszej (przy
czym nasza implementacja koloruje tylko jeszcze niepokolorowane elementy):
Algorithm 7: Pokoloruj(a,b,kol)
s = Find(a)
while max(s) < b do
> niezmiennik: size(s) =1 lub vis(s) = True
if vis[max(s)] = False then
KoL[max(s)] = kol
L vis[max(s)] = True

s = Find(max(s) + 1)

s = Find(a)
while max(s) < b do
L s := Union(s, max(s) + 1)

Zadanie 12.4

Dany ciag operacji INSERT(x) (z € 1,...,n, kazda wartos¢ jest dodawana co
najwyzej 1 raz). oraz EXTRACT-MIN. Nalezy obliczy¢ rezultaty poszczegdl-
nych operacji EXTRACT-MIN (nalezy pamietac¢, ze caly ciag operacji jest z
gory dany).
Przyktad:

4,8, F,3,F,9,2,6, E,F,E, 1,7, E,5

Rozwigzanie: Rozbijamy ciag wywolari na podciagi jednorodne:

Ilva-[Qa e aIm7E7-[m+1
Gdzie kazdy zbior I; to jakis podzbior kluczy (byé moze pusty!).



Algorithm 8: Off-Line-Minimum
fortel,...,ndo

wyznacz j takie, ze ¢ € I;

if j #m + 1 then
extracted|jl=i
niech [ bedzie najmniejsza wartoscig wieksza niz j, dla ktorej

zbior I; istnieje

I} = I; U I; (zbior I; zostaje zniszczony)

Zadanie 12.5

Dokonaj analizy rozwiagzania problemu Find-Union ze zrownowazaniem drzew i
kompresja Sciezek, przy zalozeniu ze operacje Find wykonywane sa dopiero po
wykonaniu wszystkich operacji Union.

Rozwigzanie: Zaktadam, ze dla wszystkich operacji Union argumenty wskazuja
na reprezentantow zbioréw (wiec czas wykonania pojedynczej operacji to O(1)).
Gdyby bylo inaczej mozna symulowaé¢ operacje Find za pomoca Union(i, ).

Teraz pozostaje nam pokazaé, ze dowolny ciag m operacji F'ind na n zbiorach
nie zajmie wiecej niz O(n + m).

Pokolorujmy krawedzie lasu Find-Union na dwa kolory, zielony jesli krawedz
prowadzi do reprezentanta zbioru i niebieski wpp. Zauwazmy, ze lesie Find-
Union jest co najwyzej n—2 krawedzi niebieskich. Jesli operacja Find przechodzi
po k krawedziach, to oznacza, ze przechodzi o k — 1 krawedziach niebieskich
i 1 zielonej. Ze wzgledu na kompresje Sciezki, kazda krawedZ niebieska jest
zamieniana na zielona. Poniewaz mamy ograniczong liczbe krawedzi niebieskich
i po kazdej jesteSmy w stanie przejé¢ tylko raz, stad catkowity czas wykonania
operacji Find to O(n + m).

Off-line LCA

(w nowym wydaniu Cormena, problem na numer 21-3)

Dane jest drzewo T, oraz ciag P, zapytan postaci LCA(x,y) — pytanie o na-
jnizszego wspolnego przodka weztow x i y.
Algorithm 9: LCA(u)

Make-Set(u)

ancestor|Find-Set(u)]=u

for v € adj(u) do
LCA(v)
UNION (u, v)
ancestor[Find-Set(u)]=u

olor|(u)]=CZARNY
for v: {u,v} € P do
if color fv]=CZARNY then
| najnizszym wspolnym przodkiem u i v jest ancestor|Find-Set(v)]

Q

Trzeba uzasadnié:



e dla kazdej pary (u,v) € P udzielona zostanie dokladnie jedna odpowiedz,

e poprawnosé algorytmu,

System réznych reprezentantow

Dana jest rodzina I, n niepustych podzbioréow zbioru {1,2,...,n}, z ktorych
kazdy to calkowitoliczbowy przedzial postaci [i, j], ¢ < j. Zaprojektuj efektywny
algorytm sprawdzania, czy zadana rodzina posiada system r6znych reprezentan-
tow, a jesli tak, to podaje jeden z nich.

Algorithm 10: SYSTEMROZNYCHREPREZENTANTOW ()

foriel,...,n+1do
MAKE-SET(%)
Lasti] =i
posortuj przedzialy I wg. drugiej i pierwszej wspolrzednej
for [I,r] € I do
i = Last[FIND-SET(L)]
if 7 <r then
przypisz i jako reprezentanta [l,7]
i’ = Last[FIND-SET(i + 1)]
UNION(i, ")
Last[FIND-SET(¢)] = 4/

else
| BRAK ROZWIAZANIA




