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Zadanie 11.1

Dany jest (przez listy sasiedztwa) graf G = (V, E) z wyroznionym wierzchotkiem
s. Dodatkowo kazdemu wierzchotkowi przypisano dodatnia liczbe catkowita.
Zaprojektuj wydajny algorytm, ktéry znajdzie w G najdtuzsza Sciezke o poczatku
w s, na ktorej liczby przypisane wierzchotkom tworza $cisle malejacy ciag.
Rozwigzanie: Niech f : V — N oznacza funkcje, ktora przypisuje dla kazdego
wierzcholka liczbe catkowita. Tworzymy graf G' = (V, E’), gdzie

E'={(w,0) € B: f(u) > f(v)}

Graf G’ to acykliczny graf skierowany (DAG) a w nim latwo policzy¢ na-
jdtuzsza Sciezke:

Algorithm 1: Obliczanie najdtuzszych Sciezek

Input: Acykliczny graf skierowany G’ = (V, E')
Input: Tablica d zawierajaca dlugosé najdtuzszej sciezki
rozpoczynajacej sie w danym wierzchotku
Posortuj topologicznie wierzchotki V = (vy,...,v,)
foreach i =mn,...,1 do
| dvi] = max({0} U {d[u] +1: (vi,u) € E'})

Zlozonosé czasowa i pamieciowa O(|V| + |E|).

Zadanie 11.2

Skierowany graf G = ({1,2,...,n}, E) nazywamy grafem przedzialowym, jesli
dla kazdego wierzcholka v zbiér (numerdéw) wierzchotkow, do ktoérych prowadza
krawedzie z v, jest przedzialem domknietym [[[v], r[v]], dla pewnych 1 < {[v] <
rlv] < n. W grafie moga byé¢ petle. Jesli zadna krawedz nie wychodzi z v
wowczas [[v] = r[v] = 0. Liczbe n i ciag par [[v], r[v] nazywamy zwarta reprezen-
tacja G, a liczbe n rozmiarem tej reprezentacji.

Dana jest zwarta reprezentacja pewnego grafu G.

a) Zaprojektuj algorytm, ktory sprawdzi, czy graf G po usunieciu wszystkich
petli jest drzewem z korzeniem o krawedziach zorientowanych od korzenia
do lisci.

b) Zaprojektuj algorytm, ktory sprawdza, czy G jest stabo spéjny (po usunie-
ciu orientacji na krawedziach graf jest spojny).



c¢) Zaprojektuj algorytm, ktory sprawdza, czy G jest eulerowski.
Rozwigzanie: Punkt a) Jesli Y. | (r[i] + 1 — I[i]) > 2n to graf G nie jest
drzewem (za duzo krawedzi). Wpp mozemy w czasie liniowym utworzy¢ stan-
dardowa reprezentacje grafu G (np. jako listy sasiedztwa) i zweryfikowaé czy G
jest drzewem.
Punkt b) Tworzymy nowy niezorientowany graf G’, ktory bedzie zawieral dwa
rodzaje krawedzi:

o (4,lf])dlai=1,...,nil[{]] #0,
e (j,7+1) jesli istnieje 7 takie, ze I[i] < j < j+1 < r[d].

Krawedzie (j,7 + 1) mozemy wyznaczyé gdy policzymy sumaryczne pokrycie
prostej odcinkami [I[i], 7[¢]]. Graf G’ jest spojny wtw gdy G jest stabo spojny.
Graf G’ ma O(n) krawedzi, wiec w czasie liniowym sprawdzimy czy jest spojny.
Punkt ¢) Sprawdz czy graf jest stabo spdjny a nastepnie policz czy dla kazdego
wierzcholka indeg[v] = outdeg[v]. Stopnie wyj$ciowe mozna policzy¢ z wzoru:

outdeg[i] = r[i] + 1 — I[i]

Zauwazmy, ze nie musimy usuwaé krawedzi typu (i, 1).
Wartosci indeg mozemy policzy¢ korzystajac z nastepujacego algorytmu:

Algorithm 2: Obliczanie indeg

Input: n i tablice I[i]/r[i]
Output: tablica indeg
Al0,...,n+1] =0

foreach i =1,...,n do
Allli+=1
L Alrfil+1]—=1

Policz sumy prefiksowe: indegli] = 22:0 Ali]

Zadanie 11.3

Niech n bedzie liczba catkowita wieksza od 2 i niech J bedzie rodzina co najwyzej
n roznych, domknietych przedziatéow liczb catkowitych zawartych w przedziale
[1,n]. Grafem G(n,J) nazywamy graf ( {1,2,...,n}, {i — j: istnieje przedzial w
J, do ktorego wpadaja obie liczby (oba wierzcholki) i oraz j}).

a) Ile jest réznych drzew BFS o korzeniu w wierzchotku 1 w grafie G(8, J)
dla’] = {[1,4],[3,6],[5, )}

b) Ile jest roznych drzew DFS o korzeniu w wierzchotku 1 w grafie G(6, J)
dla J = {[1,4],[3,6]}?

¢) Zaprojektuj efektywny algorytm, ktory dla danej liczby catkowitej n > 2
oraz rodziny co najwyzej n réznych przedzialéow J zawartych w przedziale
[1,7n] obliczy wysokos¢ BFS drzewa w grafie G(n, J), o korzeniu w wierz-
chotku 1.



d) Zaprojektuj efektywny algorytm, ktory dla danej liczby catkowitej n > 2
oraz rodziny co najwyzej n réznych przedziatow J zawartych w przedziale
[1,n], obliczy liczbe dwuspojnych sktadowych w grafie G(n, J).

Uwaga: na potrzeby tego zadania dwa drzewa przeszukiwania réznia sie wtedy,
gdy istnieje wierzchotek, ktory w obu drzewach ma réznych ojcow.
Rozwigzanie: Punkt ¢) Zauwazmy, ze jesli u < v to depth[u] < depth[v]. Stad
jesli obliczymy dla kazdego wierzchotka left[v] = min{w : (u,v") € J oraz v’ > v}
to mozemy policzy¢ glebokosé kazdego wierzchotka (w drzewie BFS) korzystajac
z nastepujacego wzoru:

jesliu=1

depthfu] = { °
PR depthileftu]] + 1 wpp

Zadanie 11.4

Zaprojektuj wydajny algorytm, ktory sprawdzi, czy w danym silnie spéjnym
grafie istnieje zamknieta (zorientowana) marszruta o nieparzystej dtugosci. Jezeli
odpowiedzia jest TAK, znajdz jedna z takich marszrut.

Rozwigzanie: Policz drzewo BFS z dowolnego wierzchotka s i dla kazdego
wierzchotka wyznacz jego gtebokosé w drzewie BF'S d[v]. Niech (u,v) to krawedz
taka, ze d[u] Z d[v] ( mod 2):

e jesli taka krawedz istnieje to odpowiedzia jest TAK, poniewaz mozemy
skonstruowaé nastepujaca marszrute:

— niech P, (P,) to §ciezka s — u (s — v) korzystajaca z krawedzi
drzewa BFS,

— wyznacz (np. za pomoca DFS) dowolna $ciezke P = v — s,

— niech My =P, +uv+ P, My=P,+ P

— dokladnie jedna z marszrut M; /Ms ma nieparzysta dtugosé

e jesli krawedZ nie istnieje to graf jest dwudzielny wiec odpowiedzia jest
NIE.

Zadanie 11.5

Dany jest n-kat wypukty W, ktorego wierzchotki sa ponumerowane 1,2,...,n
w kolejnosci ich wystepowania na obwodzie, n > 2. Ponadto danych jest k
przekatnych w wielokacie W. Zaprojektuj wydajny algorytm, ktére sprawdza,
czy istnieje para przecinajacych sie przekatnych we wnetrzu wielokata.
Rozwigzanie:

Zadanie sprowadza sie do sprawdzenia czy istnieja dwa (niedomkniete) przedzi-
aty I = (Z,]) il = (k‘,l), takie, ze Iy € Iy, I € I3, 1 N Iy # .
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Figure 1: Przyklad wielokata z przekatnymi (1,3), (1,4) i (3,6)

Sprawdzenie czy istnieja takie przedzialty mozem wykonaé przegladajac przedzi-
aly w odpowiednim porzadku. Tworzymy kolejke zdarzen:

E={(;+,yr): 1 <i<n}U{(ri,—, (L)) : 1 <i<n}

Kolejke porzadkujemy wg nastepujacego porzadku, (t;, s;, (li,7:)) < (tj, 55, (;,75)),
wtw:

.ti<tj,
o lubt;=t;is;=-is; =+,
o lubt;=t;is;=s;=+1ir; >,

Olubti:tjiSiZSj:-ili>lj,

Algorithm 3: Sprawdzenie czy istnieja dwa przecinajace sie przedzialty

Utworz kolejke zdarzen E i uporzadkuj ja wg zdefiniowanego porzadku
S =) (pusty stos przedzialow)
foreach (t;,s;, (l;,7;)) € E do
/* Niezmiennik: [<t; <r dla (l,r)€ S */
if s; = + then
Niech (I,7) = Top(S)
if r < r; then
/x l<ly<r i (liyri) € Top(S) i (li,ri) NTop(S) #0 */
return TAK
else

| Push(S, (l;,r;))

else
/* s;=— i Top(S) = (l;,r;) */
| Pop(S)

rgturn NIE




