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Zadanie 10.1

a) Niech G bedzie grafem n + 1 wierzchotkowym, n > 4, w ktérym jeden
wierzcholek jest potaczony ze wszystkimi innymi, a podgraf rozpiety na
pozostatych n wierzchotkach jest cyklem elementarnym. Ile jest réznych
drzew przeszukiwania w glab w grafie G — dwa drzewa sie réznia, jesli
istnieje wierzchotek, ktéry w obu drzewach ma réznych rodzicéw. Opisz
sposo6b obliczania tej liczby.

b) Niech G = (V, E) bedzie grafem dwuspojnym o co najmniej trzech wierz-
chotkach, a u jego wyr6znionym wierzchotkiem. Dobrg orientacja grafu G
z wierzchotka u nazywamy graf skierowany otrzymany z G w nastepujacy
sposob: uruchomiamy algorytm przeszukiwania w gtab z wierzchotka u, a
nastepnie orientujemy krawedzie drzewa przeszukiwania od ojca do syna,
a krawedzie niedrzewowe od potomka do przodka. Dany jest graf zorien-
towany H z wyr6znionym wierzchotkiem u. Zaproponuj algorytm, ktory
stwierdzi, czy H jest dobra orientacja pewnego grafu G z wierzchotka u.

Rozwigzanie:
Punkt a)

Przykladowy graf dla n = 5:

Wynik to: n(n — 1) + 2n:

e 2n dla drzew rozpoczynajacych sie w centrum grafu (korzen jest ustalony
na vg, mozemy na n sposobow wybra¢ pierwszy wierzchotek z cyklu v; na
dwa sposoby mozemy wybra¢ kierunek w ktérym kontynuujemy DFS)

e n-(n —1)? dla drzew rozpoczynajacych sie na cyklu:



- QnZ;ZE(n— 1—j) —i#ji(v,vj) € E: zaczynamy w v; idziemy

do v; (idac w lewo lub w prawo) idziemy do vy a nastepnie do vy,

— 2n-(n—2) — i # ji(v;,v;) € E (iuzywamy tej krawedzi): zaczynamy
w v; idziemy do v; (idac po 1 krawedzi) idziemy do vy a naste¢pnie
do Vi,

—n—1i%#ji(v,v;) € E (i NIE uzywamy tej krawedzi): zaczynamy w
v; idziemy do v; (idac po n-1 krawedziach) idziemy do v i koriczymy

— n(n—1) — i = j: zaczynamy w v; idziemy do vy a nastepnie do vy
nastepnie DFS odwiedza reszte cyklu.

Zadanie 10.2

Dane jest drzewo z korzeniem T, ktore jest DFS-drzewem rozpinajacym pewnego
n-wierzchotkowego grafu G. Wierzchotki drzewa sa identyfikowane z ich nu-
merami DFS wyznaczajacych kolejnosé ich pierwszych odwiedzin. Dla kazdego
wierzchotka i réznego od korzenia, t[i] jest numerem rodzica i w drzewie T.
Wartosé t[.] dla korzenia jest rowna 0. Zaproponuj efektywny algorytm, ktory

a) sprawdzi, czy graf G moze by¢ grafem dwusp6jnym wierzchotkowo, a jesli
odpowiedz jest pozytywna, to poda

b) minimalna liczbe krawedzi w grafie G,
¢) maksymalna liczbe krawedzi w grafie G.

Rozwigzanie: Punkt a) Jesli korzenn T ma wigcej niz jednego syna to G nie
jest dwuspdjny.

Punkt b) kazdy lis¢ musi mie¢ jakas krawedz powrotna, jesli polaczymy kazdy
lis¢ z korzeniem to spelnimy wszystkie warunki dwuspojnosci, odpowiedz: (n —
1+ L) gdzie L to liczba lisci.

Punkt ¢) oprocz krawedzi z punktu b mozemy dodac wszystkie, ktore nie naruszaja
DFS, czyli wszystkie do przodkéw w drzewie DFS.

Zadanie 10.3

Marszruta w grafie G nazywamy kazdy skonczony ciag wierzchotkow grafu
taki, ze kazde dwa kolejne wierzcholki sa potaczone krawedzia w tym grafie.
Marszruta jest zamknieta, gdy rozpoczyna si¢ i koniczy w tym samym wierz-
chotku.

Powiemy, ze graf G jest eulerowski, jesli istnieje w nim marszruta zamknieta,
w ktorej kazda krawedz z grafu pojawia sie dokladnie raz. Marszrute o takiej
wlasnosci nazywamy cyklem Eulera.

Zaproponuj algorytm, ktéry w czasie liniowym sprawdza, czy dany graf
nieskierowany jest eulerowski i jesli tak, to znajduje w nim cykl Eulera.
Rozwigzanie:

Cykl Eulera w grafie skierowanym G istnieje wtedy i tylko wtedy gdy:

e dla kazdego wierzchotka v € V(G) mamy indeg(v) = outdeg(v).



e nieskierowana wersja grafu G (tzn. taka w ktorej ignorujemy zwrot krawedzi),
jest spdjna,

Algorytm:
e C=10

e tak dlugo jak G nie jest pusty, oblicz dowolny cykl i dotacz go do C,

Zadanie 10.4

Dane jest n-wierzchotkowe drzewo z korzeniem T z wagami na krawedziach
(liczby catkowite). Dla kazdego wierzchotka v réznego od korzenia dane sa rodzic
plv] w drzewie i waga wlv] krawedzi v — p[v]. Przyjmujemy tez, ze wierzchotki
sa ponumerowane w porzadku “preorder” i utozsamiamy je z tymi numerami -
v oznacza zaréwno wierzchotek, jak i jego numer.

Zaproponuj algorytm, ktory w czasie O(n + k) udzieli odpowiedzi na k za-
pytan postaci:

W (u;v):: ile wynosi waga $ciezki (suma wag krawedzi na Sciezce) z u do v, gdy
wiadomo, ze u jest przodkiem v?
Rozwiazanie:
e policz s[u] — suma waga na krawedziach na sciezce od u do korzenia,

o W(u,v) = s[v] — slu]

Zadanie 10.5

Kaktusem nazywamy graf, w ktorym kazda dwuspojna sktadowa jest krawedzia
lub cyklem.

a) Zaprojektuj wydajny czasowo algorytm, ktory dla danego kaktusa G i
wskazanych wierzchotkéw w i v obliczy liczbe réznych $ciezek elemen-
tarnych z u do v.

b) Zalozmy, ze krawedziom kaktusa przypisano catkowitoliczbowe wagi. Za-
projektuj wydajny czasowo algorytm, ktéory w wazonym kaktusie G =
(V, E) znajduje minimalna wage DF'S drzewa rozpinajacego zakorzenionego
w zadanym wierzchotku s.

Uwaga: DFS drzewo rozpinajace, to drzewo ukorzenione i takie, ze krawedzie
niedrzewowe lacza tylko potomkéw z przodkami w tym drzewie.



Zadanie 10.6

Grafy trojkatne to grafy spojne, w ktorych kazda dwuspojna skladowa jest
trojkatem (cyklem diugosci 3).

a) Udowodnij, ze kazdy graf trojkatny jest 3-kolorowalny.
b) Zaproponuj efektywny algorytm 3-kolorowania grafow trojkatnych.

¢) Zaproponuj efektywny algorytm obliczania rozmiaru najliczniejszego sko-
jarzenia w danym grafie trojkatnym.

Rozwiagzanie: Punkt a) Znajdz dowolny “zewnetrzny” trojkat vy, va, vs. Pokoloruj
rekurencyjnie graf po usunieciu krawedzi (vy,vs), (v, v3), (vs,v1) 1 izolowanych
wierzchotkow. Takie pokolorowanie mozna tatwo uzupehic o kolorowanie vy, vo, v3
gdyz co najwyzej jeden z wierzchotkow otrzymat kolor, wiec pozostate mozemy
pokolorowaé pozostaltymi dwoma wolnymi kolorami.

Punkt b) Policz drzewo DFS grafu G, zauwazmy, ze w grafie trojkatnym
wszystkie krawedzie powrotne (u, v) tacza wierzchotki o roznicy wysokosci doktad-
nie 2 (h[u] — h[v] = 2). Wiec jesli nadamy wierzchotkom kolory ¢(v) = h[v]
mod 3 otrzymamy poprawne kolorowanie

Punkt ¢) Jak w dowodzie a) tylko dodajemy do skojarzenia krawedz z trojkata,
ktoéra nie sasiaduje z pozostatym grafem.



