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Zadanie 5.1

Mamy do wykonania n > 0 zleceni. Dla kazdego zlecenia znamy termin t, do
ktorego ma zostaé ono wykonane oraz zysk z za jego wykonanie, jesli zlecenie
zostanie zrealizowane w terminie. Za zlecenie niezrealizowane w terminie zysk
jest zerowy. Termin jest dodatnia liczba catkowita okreslajaca numer dnia, do
ktorego zlecenie ma byé¢ wykonane. Zyski sa dodatnimi liczbami catkowitymi.
Pierwszy dzienn wykonywania zleceii ma numer 1. Jednego dnia mozna wykonaé
co najwyzej jedno zlecenie.

a) Zaproponuj wydajny algorytm, ktéry obliczy kolejnosé wykonywania zle-
cen dajaca najwickszy sumaryczny zysk.

b) Wykonaj to samo co w a), przy zalozeniu ze zysk z wykonania kazdego
zlecenia wynosi 1.

Rozwigzanie:

a) Pierwsze rozwiazanie:
e Posortuj zadania nierosnaco wg zysku.

e dla kazdego zadania o terminie wykonania ¢, znajdz maksymalne 1 < i < ¢,
takie, ze i-ty slot jest jeszcze wolny

e jesli takie ¢ istnieje to przydziel zadanie do tego slotu
e w przeciwnym przypadku zignoruj zadanie

Implementacja, np. drzewo przedziatowe.
Alternatywne rozwiazanie: Czas (pesymistyczny) O(nlogn) uzywajac
leniwych kolejek dwumianowych. Szkic algorytmu:

e Dla kazdego dnia, utrzymuj (leniwa) kolejke dwumianows typu Max na
zyski zawierajaca wszystkie zadania koriczace sie tego dnia.

e Zaczynajac od ostatniego dnia, zrob ExtractMax i zaplanuj maxa na ten
dzieri. Dodaj kolejke tego dnia (z ktorej maxa wyjelismy) do kolejki
poprzedzajacego dnia uzywajac operacji union.



Uzywamy obserwacje ze jezeli jakie§ zadanie zostanie zaplanowany na jakis dzien
numer ¢ + 1, to zadania ktére jeszcze nie zostaly zaplanowane i ktorych czas
wykonania jest ¢ + 1 zmieniaja swoj czas wykonania na 4 (zakladajac ze i jest
jeszcze wolny). Doktadny opis algorytmu:

e Posortuj zadania wg niemalejacych czasow wykonania. (O(nlogn))

e Zainicjuj stos. Przejdz przez posortowang liste. Dla kazdego czasu wyko-
nania, zbuduj leniwa kolejke dwumianows zawierajaca wszystkie elementy
konczace sie tego dnia. Kolejka jest typu Max na zyski i dodatkowo za-
pamietuje dla ktérego dnia jest odpowiedzialna. Dodaj korzen kolejki do
stosu. (O(n))

e Dop0dki stos nie jest pusty i kolejka na gorze stosu nie jest odpowiedzialna
za dzien numer 0, wybierz nastepna kolejke dwumianowsg @ (wiec kole-
jke zadan o najwiekszym czasie wykonania). Niech ¢ bedzie dniem dla
ktorego @ jest odpowiedzialna. Wyjmij z niej maksymalny element i za-
planuj zadanie na dzien 7. Jesli kolejka @ jest teraz pusta, przejdz do
nastepnej iteracji petli. W innym przypadku, zmieri odpowiedzialnosé
kolejki na dzienn i — 1. Potem sprawdz czy nastepna kolejka R w stosie
tez jest odpowiedzialna za dzieri ¢ — 1. Jesli tak, to wyjmij tamta kolejke
i zrob union obydwu kolejek i dodaj sume kolejek do stosu. Jesli R jest
odpowiedzialng za mniejszy dzien niz ¢ — 1, to dodaj @ do stosu. (Jedno
przejscie petli: zamortyzowane O(logn). Petla najwyzej n razy przechod-
zona, koszt zamortyzowany robi sie pesymistyczny: O(nlogn).)

b) Jesli wszystkie zlecania maja zysk rowny 1, to mozna prosciej:
e Posortuj zadania wg niemalejacych czaséw wykonania,

e dla kazdego zadania o terminie wykonania ¢, niech ¢ to minimalny wolny
slot,

e jesli takie ¢ istnieje to przydziel zadanie do tego slotu

e w przeciwnym przypadku zignoruj zadanie

Zadanie 5.2

Na poczatkowo pustej, zwyklej kolejce dwumianowej wykonujemy n operacji
Insert. Dokonaj analizy kosztu zamortyzowanego Insert w tym przypadku

a) metoda kosztu sumarycznego,
b) metoda ksiegowania,

¢) metodg potencjatu.

Zadanie sprowadza sie do analizy liczby operacji przy zwiekszaniu o k licznika
binarnego.



Analiza kosztu zamortyzowanego metoda potencjalu

(Cormen, rozdzial 17.3, strona 419)
Niech ®; oznacza potencjal po wykonaniu i-tej operacji. Zaktadamy, ze &y = 0,
oraz ®; > 0.
Koszt zamortyzowany i-tej operacji oznaczamy przez:
Ci=0+% — P
Koszt wykonania n kolejnych operacji:

n n

Zéi = Z(Q‘Jrq)i —®,_) = iCiJr(I’n - ®g
i=1

=1 =1
Analiza kosztu zamortyzowanego dla licznika binarnego metoda
potencjalow

(Cormen, 17.1, strona 414-416 i 421-422)
Jako funkcje potencjatu wybieramy liczbe jedynek w liczniku. Rozwiazanie:

(Alternatywne)
b) 2zl przy insercie: jeden dla zrobienie kopca, drugi na przyszty join.

c) Potential = liczba drzew. Jesli w jakim§ kroku robimy & joiny (¢ = O(k)),
to kasujemy k — 1 drzewa i dodajemy jedno nowe, wiec ¢ = O(1).

Zadanie 5.3

Dokonaj analizy kosztu pesymistycznego operacji DeleteMin, Insert oraz De-
creaseKey na kopcach Fibonacciego.

Rozwigzanie:
1. DeleteMin ©(n) (wykonaj DeleteMin po n operacjach Insert)
2. Insert: zawsze O(1)

3. DecreaseKey: ©(logn) (czas wynosi O(k) gdzie k to liczba wycinanych
poddrzew w tym kroku Poniewaz poddrzewa sa wycinane wg $ciezki korzeri-
lis¢ ktorej wysokosé jest O(logn), stad k = O(logn).)

Zadanie 5.4

Zaproponuj algorytm, ktéory do n-elementowej kolejki priorytetowej dodaje k
zadanych kluczy, w czasie

a) O(log?n + k) dla kopca zupelnego,
b) O(logn + k) dla kopca lewicowego,

¢) O(logn + k) dla zwyklej kolejki dwumianowej.



Rozwigzanie: Kopiec lewicowy i kolejka dwumianowa: utwérz odpowiednia
strukture w czasie O(k) a nastepnie wykonaj operacje Union.
Dla zwyktych kopcow:

e jesli k = O(n) to prostu budujemy kopiec od zera

e jesli k = o(n) to dodajemy nowe kluczy na koniec kopca po czym robimy
down-heap (idac od dotu do gory), ale tylko dla wezlow ktore maja w
poddrzewie nowe klucze. Takich wezlow jest O(k) (wezly w ktorych w
obu poddrzewach sa nowe klucze)+O(logn) (wezlty w ktorych tylko w
jednym poddrzewie sa nowe klucze). Wszystkie operacje down-heap w
O(k) wezlach kosztuja nas O(k) (ten sam argument co przy tworzeniu
kopca). Wszystkie operacje down-heap w O(logn) pozostatych weztach
kosztuja O(log® n) (bo takie jest ograniczenie na dhugosé sciezki).

Zadanie 5.5

Dla kolejki dwumianowej Q typu MIN zaproponuj implementacje operacji In-
creaseKey(Q,v,new key), ktora polega na zmianie klucza w wezle v na wiekszy.
Twoj algorytm powinien dziata¢ w czasie O(log n).

Rozwiagzanie: W czasie O(logn) mozemy usunaé¢ wezel v z kolejki dwumi-
anowej a nastepnie ponownie go doda¢ juz z nowa wartoscia

Zadanie 5.6

Opracuj sposdb implementacji kolejki typu FIFO (First In First Out) z po-
moca dwoch stosow w taki sposob, zeby zamortyzowany koszt poszczegdlnych
operacji na stosach byl staly. Dokonaj analizy kosztu metodami ksiegowania i
potencjatu.

Rozwigzanie:
e Enqueue(x): Sl.push(x)

e Dequeue(): If S2.empty() { move S1 to S2 (reverse order) } S2.pop()

Zadanie 5.7

Na poczatkowo pustym, dynamicznym ciag elementéw dozwolone jest dodawanie
iusuwanie elementéw na poczatku i na koncu ciagu. Zaproponuj algorytm symu-
lujacy te operacje z pomocg trzech stosow. Dokonaj analizy zamortyzowanego
czasu wykonywanych operacji.

Rozwigzanie: Chcemy za pomocg dwoch stosow (+ jeden pomocniczy) symu-
lowaé kolejke na ktorej mozemy wykonywaé nastepujace operacje:

e dodaj element na poczatek kolejki,

e dodaj element na koniec kolejki,



e usuil element z poczatku kolejki,
e usuri element z konca kolejki.

Utrzymujemy dwa stosy, na czubku pierwszego jest koniec kolejki, na czubku
drugiego poczatek kolejki. Dodawanie wykonujemy przez dodanie elementu na
odpowiednim stosie. Przy usuwaniu, jesli odpowiedni stos nie jest pusty, to po
prostu zdejmujemy odpowiedni element, wpp. mamy sytuacje, gdzie wszystkie
elementy sa na jednym stosie. W takim przypadku przy pomocy pomocniczego
stosu przenosimy polowe elementéw na drugi stos.

Funkcja potencjatu:
‘I)(Slas%spom) = Hsl‘ - |SQH

Zadanie 5.8 — Tablice dynamiczne

W tym zadaniu rozwazamy implementacje stosu w tablicy a[l..N], gdzie N jest
potega dwdjki. Mozesz przyjaé, ze a jest rownowazne wskaznikowi do tablicy.
Elementy stosu znajduja sie w tablicy a na pozycjach od 1 do n.

Algorithm 1: Top

if n = 0 then
| return pusty stos
else

| return a[n]

Algorithm 2: Push(e)

if n = N then
N:=2N
new(b[1..N])
b[1..n]:=a[l..n]
release(a[l..n])
a:=b

n:=n+1

a[n]:=e

Algorithm 3: Pop

if n = 0 then
return pusty stos
else
n:=n-1
if N > and n = N/4 then
N :=N/2
new(b[1..N])
b[1..n]:=a[l..n]
release(a[1..2N])
a:=b
| return a[n]




Przy zalozeniu, ze koszty alokacji i zwalniania pamieci sa jednostkowe, a
wykonanie przypisania b[1..n] := a[l..n| na tablicach wymaga wykonania n jed-
nostkowych przepisan elementéw z a do b, dokonaj analizy kosztu zamorty-
zowanego poszczeg6lnych operacji stosowych.

Rozwiazanie: Funkcja potencjatu:
®(n,N) =2|n — N/2|

Push jesli n < N to koszt rzeczywisty i zmiana potencjatu jest réwna O(1),
jesli n = N to wykonujemy n przypisan a zmiana potencjalu jest rowna
AdD=n—-2 ((I)l =n, @2:2)



