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Definicja problemu

Dla ustalonego drzewa binarnego T, nalezy odpowiedzieC m zapytan postaci
QUERY(v;, d;):
- wyznacz wierzchotek w;, taki, ze disty (v, u;) = d,

- jesli taki wierzchotek nie istnieje odpowiedzia jest —1.



Przyktad

QUERY(v =1, d=3):?
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Przyktad
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Przyktad
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QUERY(v =6, d=05):8




Pierwsze rozwigzanie

- dla kazdego wierzchotka v oblicz maksymalna odlegtosc:
MAXDIST(v) = max{dist(v,u) : u € T}
oraz
ARGMAXDIST(v) = u taki, ze dist(v,u) = MAXDIST(v)

- dla zapytania (v, d):
- jesli d > MaxDIsT(v) to brak jest odpowiedzi,
-+ wpp. na sciezce v — ARGMAXDIST(v) znajdujemy wierzchotek u w odlegtosci d od v.
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MAXDIST i ARGMAXDIST

- MAXDIST(v) jest oczywiscie jednoznacznie wyznaczony,
- natomiast ARGMAXDIST moze miecC wiele prawidtowych wartosSciowan,

- jednak dla kazdego drzewa mozemy znalez¢ dwa wierzchotki v,, v, takie, ze
ARGMAXDIST(v) = v, lub ARGMAXDIST(v) = vy

- dzieje sie tak gdy sciezka v, — vy to Srednica drzewa,

- ta obserwacja znacznie upraszcza nam obliczanie tabelki MAXDIST.



Dlaczego Srednica drzewa?

Niech v, — vy, to Srednica drzewa T, dla dowolnych wierzchotkow v, u € T
dist(v,u) < max(dist(v,v,), dist(v,vp))

Szkic dowodu. o

Zatozmy przez sprzecznosc, ze dist(u,v) > dist(v,vy) > dist(v,vp) | rozwazmy drzewo
ukorzenione w v,. Niech z = LC A(v,u) (najnizszy wspolny przodek v i u), oraz

z' = LC A(vy, 2).

dist(v,u) > dist(v,v,)
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Dlaczego Srednica drzewa?

Niech v, — vy, to Srednica drzewa T, dla dowolnych wierzchotkow v, u € T

dist(v,u) < max(dist(v,v,), dist(v,vp))

Szkic dowodu. o

Zatozmy przez sprzecznosc, ze dist(u,v) > dist(v,vy) > dist(v,vp) | rozwazmy drzewo
ukorzenione w v,. Niech z = LC A(v,u) (najnizszy wspolny przodek v i u), oraz

z' = LC A(vy, 2).

dist(v,u) > dist(v,v,)
dist(z,u) > dist(z,2") + dist(z',v,)

ale to oznacza, ze:
dist(vy, 2')+dist(z, 2')+dist(z,u) > dist(vy, 2')+dist(z',vq)
SPRZECZNOSC - bo v, — v, to Srednica




Obliczanie MAXDIST i ARGMAXDIST

Algorytm 1: Calc
Input: drzewo T’
znajdz Srednice drzewa v, — vy
za pomoca DFS znajdz wszystkie dist(v,, v) | dist(vy,v)
foreach v € T do
MAXDIST(v) = max(dist(vq,v), dist(vy,v))
ARGMAXDIST(v) = arg max(dist(vg,v), dist(vy, v))
end




Ale jak poruszac sie po drzewie?

Na poczatek nauczymy sie poruszac w kierunku korze-
nia:

UP(v,d) = u ktory jest przodkiem v w odlegtosci d

Przyktad:




Ale jak poruszac sie po drzewie?

Na poczatek nauczymy sie poruszac w kierunku korze-
nia:

UP(v,d) = u ktory jest przodkiem v w odlegtosci d

Przyktad:
ur(7,3) =1




Zapytania up

Zauwazmy, ze mozemy efektywnie s
obliczy¢ wszystkie wartosci up, gdzie
d jest potega dwojki:

Ulv, k] = UP(v,2¥)dla0 < k < [logn)|
Ulv, 3]
poniewaz:

Ulv, 0] = parent(v)
Ulv,k+ 1) =U[U|v, k|, k]

)




Zapytania up

Algorytm 2: up(v, d)

foreach i = |logn| downto 0 do

if d > 27 then
v ="Ulv,i
d=d-2
end

end
return v




Rozwigzanie O(nlogn)

Algorytm 3: Solve
Input: drzewo T oraz lista zapytan @ = (vy,dy),. .., (Um, dm)
znajdz Srednice drzewa v, — vy
Niech T, (odpowiednio T;) oznacza drzewo o korzeniu v, (odpowiednio vy)
Przygotuj drzewa T, o T, do zapytan up
Oblicz gtebokosci wszystkich wierzchotkow w T, i T,
foreach (v,d) € Q do
if depthy(v) > d then
‘ wypisz UP, (v, d)
else if depthy(v) > d then
‘ wypisz UPy (v, d)
else
| wypisz “brak odpowiedzi”

end

i



Rozwigzanie O(n) — wstep

Jesli dopuscimy rozwigzania off-line, to mozemy rozwigzac zadania efektywniej (w czasie
O(n)) i prosciej (bez uzycia zapytan up).

Zauwazmy, ze w czasie obchodzenia drzewa DFSem na stosie rekurencji dysponujemy

petna Sciezka od biezacego wierzchotka do korzenia. Stad zapytania typu UP sa bardzo
proste.



Rozwigzanie O(n)

Algorytm 4: Solve
Input: drzewo T oraz lista zapytan Q = (vi,d1), ..., (Vm, dm)
znajdz Srednice drzewa v, — vy
niech L(v) = {d : istnieje zapytanie (v,d)}
foreach r € {v,, vy} do
ukorzen T drzewo w r
foreach u € w porzgdku DFS do
niech (ug, 7, ur, uz, ..., u, = u) to Sciezka od r do u
(w DFS mozemy utrzymywac takie Sciezki bez dodatkowego narzutu czasowego)
foreach d € L(u) do
if d < kthen
| odpowiedzig na zapytanie query(u, d) jest ug—_q
end
end
end
end

Dla zapytan na ktore nie zostaty udzielona odpowiedz wypisz —1. 13
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