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1. Kolokwium 2017/18, Zadanie 1

W liczbowym, roznowartosciowym ciagu {(aq,az, . ..,an,), n > 2, elementa;, 1 <i < n,
nazywamy lokalnym ekstremum gdy jest mniejszy lub wiekszy od obu sasiadow, tzn.

albo ;1 > a; < Qj41, albo ;1 < Q5 > G4

a) (3 punkty) Udowodnij, ze kazdy algorytm sortujacy przez porownania 4-elementowe
ciagi z co najwyzej jednym lokalnym ekstremum wymaga wykonania w
pesymistycznym przypadku co najmniej 4 porownan.

b) (4 punkty) Zaproponuj algorytm sortowania 4-elementowych ciagow z co najwyzej 1
lokalnym ekstremum za pomoca co najwyzej 4 porownan

c) (4 punkty) Zaproponuj algorytm, asymptotycznie optymalny ze wzgledu na liczbe
porownan, sortujacy ciagi o co najwyzej k lokalnych ekstremach dla zadanego k,

0 < k < n. Dowiedz optymalnosci swojego rozwigzania.



Rozwigzanie

a) wystarczy pokazac, ze jest > 8 ciggow z co najwyzej jednym lokalnym ekstremum:

1:(1,2,3,4)2: (1,2, 4,3)3: (1,3, 4, 2) 4: (1, 4,3,2)5: (2,1,3,4) 6: (2,3, 4,1)7: (2, 4,3,1) 8 (3,1,2,4) 9:
(3,2,1,4)10: (3, 4,2, 1) 10: (4,1,2,3)12: (4,2,1,3)13: (4 3,1,2) 14: (4 3,2,1)

c) O(nlogk) - scalanie k uporzadkowanych ciggow (za pomoca kopca rozmiaru k).



Rozwigzanie

czy a1 < ap
»/ \1«\
zy ap < az czy ap < az
NE/ JAK NV JAK
a1 > a; > a3 a1 > a; < as a < a; > as a < ay < as

merge((as), (a3, az,a1)) merge((ar), (az,as,as))  merge((ar), (as,a3,a:))  merge((as), (ar,az,a3))



1. Kolokwium 2018/19, Zadanie 2

Wiadomo, ze kazdy algorytm wyznaczajacy przez porownania dwa elementy — najwiekszy i
najmniejszy — w ciggu dtugosci n = 2k, wykonuje w pesymistycznym przypadku co
najmniej 3k — 2 porownania. Udowodnij powyzsze dla n = 4 i zaproponuj optymalny
algorytm w tym przypadku.



Rozwigzanie

(Knuth, Tom 3, cwiczenie 16, strona 231). Niech (a, b, ¢, d) 0znacza stan obliczen algorytmu,

- a — liczba elementow, ktore nie byty jeszcze porownywane,
- b— liczba elementow, ktore byty porownywane i nie przegraty zadnego poréwnania,
- ¢ — liczba elementow, ktore byty porownywane i przegraty wszystkie poréwnania,
- d — liczba elementow, ktore wygraty co najmniej jedno porownanie, i przegraty co
najmniej jedno poréwnanie.
Dla n = 4 algorytm wyznaczajacy MIN-MAX startuje w stanie (4, 0,0, 0) konczy w stanie
(0,1,1,2).



1. Kolokwium 2018/19, Zadanie 3

Elementy w tablicy a[1..n], n > 0, sg rozmieszczone w porzadku kopcowym typu MIN. Dla
k > 0 tablice a rozszerzono o k elementow a[n + 1], ...,a[n + k|. Zaproponuj algorytm,
ktory w czasie O(k + log? n) zbuduje kopiec typu MIN na catej tablicy a[1..n + k].

Uwaga: rozpocznij swoje rozwazania przy zatozeniu, ze n = 2"~ dla pewnego h > 0.



Rozwigzanie

- jesli k = Q(n) to zbuduj w czasie O(k) kopiec na elementach a[1,...,n + k],
- w przeciwnym przypadku:
- musimy poprawi¢ poprawnosc kopca dla O(k + logn) weztow,
- wykonaj operacje downheap (idac od dotu do gory) dla wszystkich wierzchotkow w
ktorych poddrzewie wystepuja wezty afn +1,...,n + k]
- to zajmuje czas O(k) (wezty w ktorych obu poddrzewach wystepuja wezty z
aln+1,...,n+k])
- oraz O(log” n) poniewaz, jest O(log n) weztdw, ktore maja tylko w jednym poddrzewie
klucze za[n +1,...,n + k.



Zadanie nieznane

Udowodnij, ze do posortowania n-elementowego ciagu, ktory zawiera k réznych
elementow aq, ..., a, | kazdy element a; wystepuje n; razy, trzeba wykonac co najmniej



Rozwigzanie

Ile jest ciagow spetniajacych warunki zadania?

n n—mn n—n —ny n—m —...— Nk
n 2 n3 o N

n! . (n —nq)! . (n—ny—mny)!

nil(n —m)! mal(n —m —m2)! nal(n—ng—ny —m3)! 7



1. Kolokwium 2015/16, Zadanie 2

Ile wynosi maksymalna liczba zamian w fazie budowy kopca (od dotu) dla
2-uporzadkowanego ciagu a[l..n], gdzie n = 2F — 1, dla pewnego k > 0? Odpowiedz
uzasadnij.



Rozwigzanie

Dla n = 15 to bedzie:
8,1,9,2,10,3,11,4,12,5,13,6,14,7,15

Ogolnie to bedzie przeplot ciggow:

S |
I L |

Taka tablica @ wymaga 2%~ — 1 zamian.
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