Algorytmy i Struktury Danych, 9. ¢wiczenia
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1 Klasowka 2021 (1), zadanie 1

Powiemy, ze zbiér n liczb calkowitych jest prawie gesty, jesli zawiera podzbiér o
rozmiarze wiekszym niz n/3, w ktérym roznica pomiedzy najwickszym i najm-
niejszym elementem jest mniejsza od n. Taki podzbiér nazywamy $wiadectwem.
Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz n-elementowy zbior liczb catkowitych
S. Zaproponuj algorytm, ktory w czasie liniowym sprawdzi, czy S jest prawie
gesty.
Uwaga: 3 punkty uzyskasz za algorytm, ktoéry w czasie liniowym sprawdza,
czy wskazany, dowolny element z S nalezy do jakiego$ Swiadectwa.
Rozwiazanie:
Algorithm 1: CzyNalezy(S, n, x)
niech ' ={e € S:|e—z| <n}
poniewaz wszystkie elementy z S’ nalezg do przedzialu [e —n, ..., e+ n|
dtugosci 2n + 1 stad mozemy posortowaé S’ w czasie liniowym
S = sorted(S")
fori=1,...,m—[%]+1do
jr=i+[5] -1
if S”[j] — S"[i] < n then
return TAK (poniewaz s;,...,s; + by¢ ewentualnie = sg
L Swiadectwem)

return NI/F

Algorithm 2: Rozwiazanie(S, n)

foreach k € {[n/4], [n/2],[3n/4]} do
x := DeterministicSelectKthElement(S, k)
if CzyNalezy(S,n,z) then
L return TAK

return N/F




2 Klas6éwka 2021 (1), zadanie 2

Zaproponuj optymalny ze wzgledu na poréwnania algorytm sortowania sied-
mioelementowego ciggu x1,...,x7, 0 ktérym wiadomo, ze x1 < w2, 1 < X3,
T4 < x5, T4 < xg. Udowodnij optymalnosé¢ swojego algorytmu.

Rozwiazanie: Wszystkich permutacji 7 elementowych spetniajacych warunki

zadania jest:
7 4
-2 -2=235-2-4-2 =560

e {r1,29,23} mozemy wybrac z 7 elementéw na (;) sposobow

Poniewaz:

e mamy dwie mozliwo$ci na poréwnanie 5 1 z3 (22 < x3 lub 25 > x3)
e {14,x5, 26} mozemy wybraé z pozostalych 4 elementéw na (;1) sposobow,

e mamy dwie mozliwo$ci na poréwnanie x5 1 zg (x5 < xg lub x5 > z¢)

Algorithm 3: Rozwiazanie

cmp(xz2, z3) (bez straty ogolnosci za < x3)

cmp(zs, zg) (bez straty ogolnosci x5 < )

wstaw x7 pomiedzy x1 < x2 < x3 uzywajac 2 poréwnan

scal dwa uporzadkowane ciagu (4 i 3 elementowe) przy uzyciu 6
poréwnan

3 Klas6éwka 2021 (1), zadanie 3

Dla dodatniej liczby catkowitej n kratownica M, nazywamy skierowany graf
(V, E) bez petli, w ktorym V = {(z,y) : « =0,1,....,.n oraz y = 0,1,....,n} i

E={(z,y) = (/,¢y):0<2’ —z<loraz 0 <y —y <1}

Wierzcholki grafu M,, pomalowano na biato lub czarno. Biala Sciezka nazwiemy
kazda Sciezke, na ktorej wszystkie wierzchotki sg biate. Dane sa liczba calkowita
n > 0, nieujemna liczba catkowita m < (n + 1)? oraz m r6znych, bialych wierz-
chotkow (z1,y1), (z2,Y2)s s (Tm, Ym ). Pozostale wierzcholki sa czarne. Zapro-
ponuj wydajny (czasowo i pamieciowo) algorytm, ktory obliczy liczbe wszystkich
biatych §ciezek z wierzchotka (0,0) do wierzchotka (n,n).

Rozwigzanie:  Aby uprosci¢ rozumowanie zalézmy, ze wszystkie operacje
arytmetyczne mozemy wykonywaé w czasie statym. Jest to o tyle istotne, ze
wynikowa warto$é moze by¢ wieksza niz (2:) (to jest liczba sciezek dla pelnego
biatego grafu M, w ktorych poruszamy sie tylko w prawo lub w gore).
Przyktad:

Dla n =4 1im = 11 bialych wierzchotkow:

B ={(0,0),(0,1),(0,2), (1,1),(1,3),(2,1),(2,2), (2,3),(3,3), (3,4), (4,4)}

mamy nastepujacy graf:
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Niech Ile(i, j) oznacza liczbe biatych $ciezek z (0,0) do (i, ) spelniajacych
warunki zadania.

Jesli m = ©(n?) to mozemy w czasie O(n?) policzyé Ile(n,n) korzystajac z
nastepujacych wzorow:
1 jesli wierzchotek (0,0) jest biaty
0 wpp

11(0,0) = {

Ile(-,—1) = Ile(—1,-) =0
Jesli (i,7) jest bialy to:

Tle(i, §) = Ile(i — 1,§) + Ile(i — 1,j — 1) + Ile(i,j — 1)

Jesli (4, 7) jest czarny to:
Ile(i,j) =0

Jesli m < n to odpowiedzia jest 0 (nie ma wystarczajaco duzo biatych
weziow).

Jesli m = Q(n) to mozemy policzy¢ Ile(n,n) w czasie O(m). Zalozmy, ze
wierzchotki (0,0) i (n, n) sa bialte (jesli bytoby inaczej to oczywiscie odpowiedzia
jest 0).

Zdefiniujmy sobie 3 porzadki (<z ., <y,z, <4) na parach liczb:

o (z1,y1) <z (T2,y2) Wtw (21 < 22) lub (21 = z2) A (11 < y2)
o (21,41) <y (T2,y2) WtW (y1 < y2) lub (y1 = y2) A (21 < 22)

o (z1,y1) <a (z2,92) Wtw (21 —y1 < 22 —Y2) lub (21 —y1 = 22 —y2) A (21 <
xg)

W pierszym kroku uporzadkujmy leksykograficznie (czyli wg. <, ,) ciag B. Od
teraz zakladamy, ze:

($17y1) <1:,y (x27y2) <a:,y <m,y (xmaym)

Przy takim uporzadkowaniu definiujemy ILE[i] jako liczbe biatych $ciezek z (0, 0)
do (z4,9:)-



Dodatkowo definiujemy pomocnicze wartosci:

GpzIEX[i] = J ieél% (xj': xz) /\'(yj .+.1 = ¥i)
—1 jesli takie j nie istnieje

G- {7, 0 0=

—1 jesli takie j nie istnieje
—1 jesli takie j nie istnieje
Wartosci GDZIE(X/Y/D) mozna obliczy¢ w czasie O(m) sortujac wierzchotki
wg porzadkow <, , / <y. / <a (co mozemy zrobi¢ w czasie O(m)). Jedynym
kandydatem na wartos¢ Gdzie jest poprzedni wierzcholtek w danym porzadku
(co mozemy zweryfikowaé¢ w czasie O(1)).

Gdy juz mamy obliczone wartosci Gdzie, wartosci Ile obliczamy korzystajac ze
wzoru:

GDzIED[i] =

ILE[i] = ILE[GdzieX [i]] + ILE[GdzieY [i]] + ILE[GdzieD[i)]

(przy czym sztucznie definiujemy ILE[—1] = —0)
Przyklad:
Y
A
4 10 11
s OO
2 3-\ 7
1 4 6
0 1 > T
0 1 2 3 4
i |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(:Civyi) (070) (071) (072) (171) (173) (271) (272) (273) (373) (374) (474)
GpzeX[i]| -1 1 2 -1 -1 -1 6 7 -1 9 -1
GpzIEY[i]| -1 -1 -1 2 -1 4 -1 5 8 -1 10
GpzED[i]| -1 -1 -1 1 3 -1 4 -1 7 8 9

ILE[{] 1 1 1 2 1 1 3 4 7 11 18
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